
Groupe de travail
d’analyse ultramétrique

PHILIPPE ROBBA
Cohomologies de Dwork, I
Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 10, no 1 (1982-1983), exp. no 3, p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1982-1983__10_1_A2_0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1982-1983, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=GAU_1982-1983__10_1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


3-01

COHOMOLOGIES DE DWORK, I

Philippe ROBBA

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
10e année, 1982/83, n° 3, 10 p. 8 et 29 novembre 1982

La démonstration originelle de DWORK de la rationalité de la fonction zêta pour
les variétés semblait de nature non cohomologique. En fait, une théorie coho-
nologique p-adique était sous-jacehte à cette démonstration ainsi que le montrait

l’a.rticle [D2], où DWORK déterminait le degré de la fonction zêta associée à une

hypersurface sous des hypothèses de 

Inspirés par les résultats de MONSKY et ont développé une
théorie cohomologique p-adique d’inspiration plus géo-
métrique, le rapport entre la théorie d.e Dwork et celle de Monsky-Washnitzer étant

souligne par dans sa thèse 

Notons par ailleurs que des le début, SERRE avait observé que les méthodes de

s’ appliquaie:nt à 1~étude des fonctions L .

Bien entendu, pour la vérification des autres conjectures de une théorie

cohomologique complète était indispensable. Un échec majeur des théories de Dwork
et Monsky-Washnitzer était de ne pouvoir démontrer en général la finitude des co-

homologies démontre la finitude dans le cas des courbes [M2]).
Parallèlement se sont développées avec le succès que l’on connait les théories

de cohomologie ~-adique et cristalline. .

Néanmoins, la théorie de Dwork a, sur ses concurrentes, l’avantage de la simplici-
té, de son caractère explicite, et du point de vue "surconvergent". (Dans [ Be],

explique comment il compte introduire le point de vue "surconvergent"
dans la théorie Ceci explique que cette a continuée à rendre

de grands services comme par exemple dans 1~estimation du degré des fonctions L

1 ]) , l’étude p..adique des fonctions hypergéométriques [D5] ou des fonc-
tions de Bessel 2]) grâce à la théorie de la déformation, l’estimation
de la valuation p-adique des racines des fonctions L [P5])~ la formule de
Gross-Kobli tz [GK] pour les sommes de Gauss et sa généralisation 

Dans cet exposé nous présentons le formalisme de la théorie de Dwork en tenant

compte des améliorations apportées par et WASHNITZER (utilisation des espaces
poignards, relèvement arbitraire de Frobenius par au lieu de x ) . Nous
nous limitons au cas d’une variable, le cas de plusieurs variables sera considéré

dans un exposé ultérieur.

Insistons sur le fait que dans cet exposé la seule originalité est la démonstra-
tion proposée de la finitude de la cohonologie de Dwork avec la méthode pour calculer
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la dimension de cette cohomologie. 
’

Soit F une "fonction", et H une algèbre de fonctions analytiques. On pose
1?~ = = F ? dx . La cohomologie de Dwork est la cohouologie associée au

complexe de De Rh~

où d désigne la différentiation.

On a les espaces de cohomologie

Considérons les isomorphismes canoniques

Alors à la différentiation d y correspond par les isomorohismes canoniques

l’application

Par conséquent si D définit bien une application de H dans H et

la différentiation d est bien définie.

Pour définir une cohomologie de Dwork, on prendra donc pour JJ1 une "solution"

(formelle) d’une équation différentielle il avec ’~ E ~ . Il est clair que

le complexe (et donc la cohonologie) ne dépendent pas de la solution choisie mais
seulement de 

Si u est un élément inversible (c’est-à-dire u~H et u-1 ~?) alors
H= 3’ z , donc F u et F définissent le mène complexe (et la même cohomologie).

Définissons la relation d’équivalence dans H ;

111 ’" ’il2 ~ si, et seulement si, ~ 111 - 112 = u’/u avec u ~ ~ ~ u-1E ~ .

Alors si 12’ y 11 et rn2 définissent la môme cohomologie. On dira qu’ on a

la cohomologie triviale si "1B ~0 , c’est-à-dire si T) = u’/u avec u E H,
u E ~ . Alors si K = corps des constantes de , ker d = K = 

Si la cohomologie n’est pas triviale, ker d = (Ü) = H .
On dira que la cohomologie est finie si H’  + ’~ . Lorsque la cohomologie

est finie, on considère la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe

Ce nombre est aussi appelé l’indice de l’opérateur différentiel D
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2. 

Soit S un sous-ensemble fini de 2-D U [oo} , avec 00 e S .

Prenons pour ? l’ensemble des fonctions rationnelles de C (x) dont les pôles
appartiennent à S , notons cet ensemble L(3) . Pour 1] E la cohomologie
ainsi définie sera appelée cohomologie rationnelle. Nous laissons au lecteur le
soin de démontrer le résultat suivant.

Soit ~ ~ L(S) . La cohomologie rationnelle associée est finie, et

l’on a

où pour c 7-’; 00, n -. ord et pour n -- su n. 1 2 - ord ~)où pour c ~ ~, 
c 

T)) c= ~, % 

(le traitement particulier de l’infini provient de ce que l’on considère en fait

n c = dx)) ).

Nous n’en dirons pas plus sur la cohomologie rationnelle, car, dans la théorie de

Dwork, un rôle important est joué par l’opérateur de Frobenius et celui-ci ne peut
être défini que dans la cohonologie analytique.

3. 

3.1. e L’espace poignard de Monsky-Washnitzer. -Soit 1+)-Umj=1 
où les B(cj , 1) sont des classes résiduelles distinctes.

Pour on po se A e = B(O , (1/e)+) B(cj , ~-) .
soit des éléments analytiques A . L’espace poignard

? (A) est l’espace H+(A) = U ’1 H(A ) = lim ind H(A ) .

Les éléments de ? (A) sont les fonctions f qui aduettent une décomposition

(unique)

avec 03BBv , 03BBj , v ~C~p , et il existe ~  1 tel que lim 
v~~ 1 03BBv /~v = o ,

lim 03BBv . j = 0 9 0  j  n . -

0n notera, que la définition de ne dépend que de A et non des centres

c . choisis des trous dP A (1a définition des A~ dépend des centres 

Si f ~H+(A), on que f est analytique sur A , surconvergente sur A .

Pour un f on posera
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On notera que Res 
c 

f ne dépend que de la classe résiduelle ~~c , , et.;
J 

" ~ 

J
non du centre choisi cj.

La formule pour l’infini, vient de ce que l’on définit en fait x) .
La nome de Gauss de f E Z~(-4.) est donnée par

Si 8  1 est tel que f E H(AE:) , on a (pour la norme de la convergence uniforme)

et donc

Soit alors u une fonction anaLytique dans la boule B( 0 , R ) . Si l’on a

~ R ~ alors pour e assez proche de 1 on aura R et donc

u 0 f appartiendra à H(A ) donc à H+(A) « 

e

3.2. Finitude de la chomologie analytique. - Soit A comme précédement. On con-

sidère la cohomologie (analytique) associée = ~(A) et F telle que

On dira que 03B1 OE C ntest pas un nombre de Liouville si~ 

~p 
.~2014201420142014201420142014201420142014201420142014 -

(Par exemple les nombres algébriques ne sont ]J8.S des nombres de Liouville).

, ,

pour tout 1 ~ ,j 6 m, ; I{8s "ij n t est pas Liouville et Res~ 11
- ---- c~ 

co

non plus, la cohomologie analytique est finie f’

.Dans le cas où 1] est une fraction rationnelle, on peut décomposer TI en éléments

sinples et obtenir la solution formelle j? qui aU.ra la forme

où 03B1i ~ C et A et f est une fraction sans pâle dans A. 
.

1. ~p 1 
,.

Dans [R3], on a considéré le cas particulier où E Z et 

On a, dans ce cas, démontré le théorème précédent et calculé la caractéristique

d’Euler-Poincaré du complexe. C’ est ce cas particulier qui est intéressant pour les

applications. Nous avons voulu néannoins envisager le cas général car nous pensons

que cela aide à ’les notions mises en jeu.

La fin du paragraphe 3 est consacrée à la démonstration du théorème. Nous utili-

serons librement les définitions et les résultats de [R2], et [R5].
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3.3. Démonstration du 3.2.

(a) 3i la solution F de 1 ’équation F = Tt dans U1l voisinage du

point générique t du cercle unité a un rayon de convergence  1 , on peut ap-

pliquer le théorème de [R2] pour contrer que si e  1 est assez proche de 1

alors l’opérateur différentiel 1) == (d/dx) + ~ a un indice dans qui ne dé-

pend pas de e y et par conséquent D a un indice dans % (A) .

(b) On va maintenant considérer le cas où cette solution F a un rayon de conver-

gence ~ 1 . (C’ est le cas intéressant que nous considérerons lorsque nous défini-

rons l’opérateur de Frobenius). On remarque qui si 11 ""’ll ’ 1a condition 
dente est également satisfaite pour ~1.
On va d’abord se ramener au cas est une fraction rationnelle ayant au plus

un pôle dans chaque trou de Considérons le développenent 

Il existe ~  1 tel que

Donc, pour 6.0 e  1 ,

Il existe donc N tel que

Alors g(x) = ~ B~~ x~ - "j~l~~ ’ °j~ appartient à ~(A)
et jg[. ~t~t ~ et conséquent alors

Pour sinplifier les notations on écrira encore T) au lieu de ’111 .J.. .

D’après [R3], comme la solution de près du point générique converge

dans le disque générique 9 11 est limite, au sens de la norme de Gauss, de dérivées

logarithmiques de fractions rationnelles il en est donc de même pour T)~ , où ~p
désigne la partie singulière de Tj relative au trou T de A . Donc, 

la solution de u’/u = 1~ près du point générique converge dans le disque générique.

De plus, À. J,- 1 = Rescj ~ ~p.
La fin de la démonstration suit le schéma de la démonstration du § 5.4.2 de [R5J.

Nous nous contenterons d’indiquer les différences.

Pour simplifier les notations, on écrira B = B~0 , 1 ) , ~ = B(c. , 1 ) ,
1 ~ j ~ m . On pose a = B+ - B .. Ainsi A0= B+ et A - À . 

J

S J- J Q
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Posons Q(x) = (x - cj)N . Ainsi QD == Q (d/dx) + Q n’a pas de pôle dans
+ 

j=1 j 
+/ BB .On va montrer par récurrence que QD a un indice dans ? (A ) .

Nous a’urons besoin du lemme suivant.

3.4. LEI’-ME. - Soit c e B~ . Soit 1 -~2 ~Y~ " ~~ ==~~o ~ ~~
Supposons que Inéquation == G ait une solution u == 03A3v~0 s. /(x - v=0
(.resp. u ==~~ x ) convergeant pour jx - c~ &#x3E; 1 (resp. jxj  l) mais non

pas pour jx - cj  1 (resp. jx) &#x3E; l) , alors, pour tout r  1 (resp. r &#x3E; l) ,
la solution v’ /v = ~ près du point générique du cercle C(c , r) (resp. C(0 ~ r))

ne converge pas dans le disque 

Démonstration. - Par un inversion l/(x - c) x y on se ramène au deuxième cas.

Si alors v converge dans le disque générique du cercle c(0 , r) , coume 03B4 n’a

pas de singularité dans B(o ~ r") ~ y on sait par le principe de transfert que la

solution u près de 0 converge dans B(û , r") ce qui contredit l’hypothèse.

3.5. Fin de la dénonstratior du théorème 3.2. - On écrira

avec

Si l’équation u’/u =";OJ a une solution convergeant dans un disque B(0 y r )

avec r / , ~ 1 , on si T} f"Y ’i’I 111 . = 16’î - Y Par ailleurs 9 1 ’ éqiiation v 1 l v = 1 t.. ,.., J

n’a pas de singularité dans la classe résiduelle ~, et a une solution convergeant

dans le disque générique y donc a une solution analytique v dans la classe rési-

duelle ~ . Dans la classe résiduelle 00, Inéquation y’/y == ~1 a donc seulement

une singularité régulière à l’infini, la solution x~ (i - v(x) avec

ù’ = ,-’. 1 (,{’ non-Liouville, et v(x) n" (i - cj/x)03B1j analytique dans la classe
j=l j _ j= J 

’.

résiduelle ~,prenant la valeur 1 à l’infini. On peut donc appliquer le lemme

d’Adolphson ([R5l! I,emma 5.3), et utiliser la méthode du paragraphe 5.4.2 du [R5]

pour démontrer que l’opérateur QD a un indice 

Par contre, si la solution de u’/u = ~ près de 0 a un rayon de convergence

1 , on peut utiliser le lemme 3.4 et le théorème 4.1 de [R5] pour démontrer, comme

dans le paragraphe 5.4.2 de que QD a un indice dans H+(A0).
Ensuite la récurrence sur s se fait comme dans le paragraphe 5.4.2 de [R5] en

utilisant soit le lemme d’Adolphson, soit le lemme 3.4 et le théorème 4.1 de [R5].

3.6. Remarques.

3.6.1. - On peut en fait donner une formule permettant de calculer la carac-

téristique d’Euler-Poincaré x de notre complexe.
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Considérons une solution u de u’ = 11 près du point générique du cercle

C(c , 9 r) avec (resp. du cercle C(0 , R) avec R&#x3E;1 ). On pose
inf (r , rayon de convergence de u) (resp. inf ~R , rayon de con-

vergence de u) ) .
On a alors, pour r  1 , r suffisaient proche de 1 , et R = l/r .

3.6.2. - La méthode que a utilisée pour ramener la démonstration du

théorème 3.2 au cas est une fraction rationnelle peut être utilisée pour dé-

montrer la conjecture 4.12 de [R5]. Notons que la propriété de surconvergence de TI

est absolument essentielle et que la propriété d’indice dans le cas général ne se

déduit pas de la propriété d’indice dans le cas T) fraction rationnelle par sim-

ple passage à la limite.

4. 

4.1. Généralités. - Dans Inapplication x x est un (automorphisme (au-
~p 

-" p

tomorphisme de Frobeniu.s). On considère un relèvement T en caractéristique 0 de

cette application, précisément soit T e de degré p tel que son image

dans le corps soit le polynôme .

L’ opérateur de Frobenius est l’opérateur qui à la "fonction" f associe la

"fonction" Cet opérateur agit aussi sur les différentielles ; à la dif-

férentielle f dx il associe la différentielle f 0 T = r) T’ dx .

Nous désirons faire agir l’ opérateur de Frobenius sur la cohomologie analytique.
Soient A comme 3« a Comme A est une union de classes résiduelles, y
on peut identifier fi a un sous-ensemble de On notera 1~ image de A

sous Inaction de de Frobenius, "T et A0-1 1’ image de A sous l’ac-

tion de l’ automorphisme inverse.

On voit facilement que si S E ?’ (A) ~ 9 T ~ ~~1 ~ ~ ~ .
Soit F telle que F’ /F = On a le diagramme comuutatif

où et Fro b ( F  dx) = F 0 Tx ’r’ dx et l’on a

bien
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4.2. Frobenius inverse. - Ûn définit formellement les opérateurs et
T T

agissant sur u.n espace de fonction par les formules

On vérifie facilement que

On montre également que si f est une fonction rationnelle,  f et  f
T T

sont des fonctions rationnelles et si 
. 

f e ~ (A) , ~) 
T 

f et S’ 
’i’ 
f e K~(A~) .

Exercice : Montrer que S’ 
T (1x-c)= 1x-T(c).

On désire définir un opérateur agissant sur le complexe de De Rham associé a

F ~ (A) qui soit un inverse à gauche de l’opérateur de Frobenius. Il faut donc

d’abord trouver F" avec F’~/F" = -~ e tel que le Frobenius envoie le

complexe associé à F" ~(A~) dans le complexe associé à F ceci signifie
qu’il faut avoir F" o T ~(A) == F ~(A) ou encore o r/F ~ ~(A) ou de façon
plus précise (ï; " ï) T’ ~ ’1) .

4.3. Successeur. - Soit Tj e~(A) . On dira que est un successeur

de si (~* o r) T’ ~ ’fj . L’existence d’un successeur est fournie par le théo-
rème suivant.

THÉORÈME. Soit Tj Si la solution de u’ /u == T, au voisinage du point

générique converge dans le disque générique, T) possède un successeur.

Le résultat n’est rien d’autre que ce que nous avions appelé dans 1’exposé [R4]
la structure de Frobenius faible pour 1~opérateur différentiel (d/dx) - T, . Dans

[R4.L on considérait le cas ï(x) = x~ . Il est facile de voir que la démonstration
se transpose au cas général considéré ici.

Remarque. - On vérifie facilement que le successeur ~* possède aussi la proprié-
té que la solution de = ~* près du point générique converge dans le disque
générique. On peut donc alors, lorsque ~ vérifie l’hypothèse du théorème, définir
une suite de successeurs en posant = F, et 

1 
== successeur de 

Réciproquement, si Tj possède une suite infinie de successeurs et si l’on sup-
pose de plus que = 1 pour tout i ~ on en déduit que la solution de
u’/u == T, près du point générique converge dans le disque générique.. ;

4.4. Frobenius inverse (suite). - On suppose que ’f] véri fi e l’hypothèse du
théorème 4.3.

Soit ~* un successeur (on vérifie que est unique à un isomorphisme
près) . Soit G une solution de l’équation différentielle
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On a G e K~(A) et formellement G = F/(F~ o r) ,

Pour ~ e K (A) y on définit

Pour S E ~(A~) , on définit

(Formellement,

On a clairement

Remarquons que G n’est défini qu’à une constante multiplicative près et donc

que le Frobenius n’est défini qu 1 à une constante multiplicative près.

4.5. Opérateur de Frobenius sur les espaces de cohomologie. - Comme les dia-

grammes

sont commutatifs, on peut définir par réduction sur les espaces de cohomologie

H1F et H1* les opérateurs 20142014&#x3E; et Frob : H1.,(o 20142014&#x3E; H1F qui

vérifient 0 Frob == p Id . Ces espaces sont de finies. S 1 ils ont

mêmes dimensionw à un facteur p près;, ces deux opérateurs sont inverses l’ un de

1autre.

Par ailleurs y on peut montrer que le successeur ne dépend pas du relèvement T

du Frobenius et que les définitions de Frob et Frob-1 sur les espaces de coho-

mologies ne dépendent pas non plus du relèvement T.
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