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9¢ année, 1981/32, n° 24, 19 p. 10 mai 1982

CONSTRUCTION DES EXTENSIONS PRIMITIVES D'UN CORPS p-ADIQUE

(d'eprés Marc KRASNER)

par Bertin DI/RRA (')

Dans une longue série d'articles (cf. par exemple [2], [3] ou [5], et plusieurs
notes aux comptes rendus de 1'Acaddmie des sciences), Marc KRASNER a développé une
théorie de la rarification non galoisicenne des corps valués. Cette théorie a eu
pour couronnement le calcul explicite du nombre des sxtensions de degré fini donné
d'un corps p-adique (cf. [6]). Nous ne nous intéressons ici qu'au seul cspect de

la caractérisation des extensions primitives des corps p-adiques basée sur cette
théorie.

1. Hypergroupes de Gslois.

Soit H un ensemble ;3 on appelle hypercomposition sur H une application de
Hx H dans 1l'ensenble des parties non vides ®(H)® de H; on éerit pour o s

T ¢eH, oger ou or l'image de (o, T) per cette spplication. Si A et B
sont deux partics non vides de H , on pose

AOB = U(E-A,TEB TeT o

Un hypergroupe est un ensemble H muni d'une hypercomposition telle que
(i) (O‘o"l')on = O'o('Tl'Y) ) Yo s T o Y E H 5

(ii) osH=Ho=H, VoeH.

NOTA BENE, - On voit aussitdt dans ces conditions que, si pour tout o, 7€ H,

oeT est réduit & un sesul élément, alors H est un groupe.

Une partie non vide h d'un hypergroupe H est dite sous-hypergroupe de H, si
h est un hypergroupe pour la loi induite par celle de H ; pour ccla, il faut et
il suffit que 1l'on ait

Goh:h-O':h, Y o€ he.

On dit qu'un sous-hypergroupe h de H est réversible & gauche, si (o.h)06H

est une partition de H ; ce qui équivaut a

Vo, 7eH, oceteh= 1€ geh.

(%) Texte regu le 24 mai 1982.
Bertin DIARRA, Mathématiques pures, Université de Clermont-Ferrand-II, Complexe
scientifique des Cézeaux, 63170 AUBIERE.
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Considérons elors H/h = {c.h, o e H} ; comme
(geh)e(teh) = (oeher)eh,
on définit sur H/h une structure d'hypergroupe en pnsant
(0eh) * (1ek) = {seh, s € ocohet} ,

et H/h est appelé quotient gauche de H par h.

NOTA BENE. - On a des définitions 2nalogues de réversibilité & droite et d'hyper-

groupe quotient droite.

Soit G un groupe ; tout sous-groupe g de G est un snrus-hypergroupe réver-
sible & gauche. On nbtient donc sur H = G/g une structure d'hypergroupe quotient
gauche. Les hypergroupes de la forme H = G/g sont appelés hypergroupes de classes
3 gauche (hypergroupes c. g.)

LEMIVE le = Soit H= G/g wun hypergroupe c. g. Les snus-hypergroupes h de H

sont de la forme h= G'/g, ou G' est un sous-groupe de G gqui contient g .

En effet, si h= {sg, seX < G estun sous-hypergroupe de H= G/g , con-

h
(sg) * h=h, on a

sidérons G' = USeXh sg © G . Comme, pour tout s € Xh s
(sg)eG' = G

et, pour tout xe G',
(xg).G' = G' .

I1 vient quc e € gG' 3 donc g nG' #0, g< G et (xg).G" =xG" =G ;
ainsi 1l'inverse de x est dans G' . D'autre part, corme (sg) * (tg) < h pour
s,teX ,ma (sg)e(tg) © G ; maissi x, yeG ,ona xg=sg, y=tg
avec s, te X ; ainsi (xg)e(yg) <G et xyeG 3 de plus G'/g=nh.

COROL/AIRE.

(i) Tout sous-hypergroupe h d'un hypergroupc c. g« H = G/g est réversible.

(ii) 8i h= G'/g, od G' cdt un sous-groupe de G, on a H/h= G/G' . De plus
_ _— » Lo G Je b-us,

pour tout o ¢ H, card(c.h) = card h .
On pose [H: h] =[G= G'], appelé indice de h dans H.

REM/RQUE 1 (théoréme d'isomorphisme).

(i) Soient H et H' deux hypergroupcs ; une application ¢ H-—=> H' est
0= == M =2

un morphisme d'hypergroupes si

u(heB) = u(8)en(B) pour tous 4, Be P(H) .

(ii) Soit H un hypergroupe c. ge, et soient h1 = h2 deux sous-hypergroupes de

H; alors
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B/b, = (8/n,)/ (n/h,)

Crp dit qu'un hypergroupe ce« go H est fini si H= G/g , ou G est un groupe
fini.

REMARQUE 2. - Une partie non vide h d'un hypergroupe ce ge fini H est un sous-

hypergroupe de H si, et seulement si, pour tous o, T e h, 0OeT € h.
Soient K un corps, (0 =y une cldture algébrique de K . Si E est une ex—
tension algébrique finie de K , on pose

H(E|K) = isoK(E y Q)

1'ensemble des K-isomorphismes de E dans Q « Soit

¢ = aut(Q, Q)

le groupe des K-automrrphismes de Q ; pour tout se G,

corr s = s|E (correspondant de s )

1'application de G dens H(E|K) définie par restriction.
Associons & toute partie A de H(E|K) ,
gen A= {s e Gj corrse A} (générateur de L ).
Si 1'on pose, pour o , T e H(E|K) ,

oeT = corr(gen o gen T)
= {c'e H(E|K) ; corr(s ot) =o', o s€gmo, t€ genr},

on définit sur I(E}K) unc structure d'hypergroupe, et H(E|K) est appelé 1'hy-
pergroupe de Galois de 1'oxtension E|K .

Puisque, pour tous s, t € gen o ,
slte g= auty(0 , Q) G,

‘ona sg=+tg, et gen Geg= sg est réduit & unc seule classe wodule g . Adnsi,

on définit une epplication de H(E|X) dans G/g qui & o associe la classe

gen c.g « On woit que cette application est un isomorphisme de 1'hypergroupe H(E|K)

sur 1'hypergroupe Ge ge

/g = autK(Q R Q)/autE(Q , Q) e

REMARQUE 3. - En fait H(E|K) est un hypergroupe c. g. fini.

En effet, considérons une extension normale finie N/K telle que K< Ec N . Si
G(N|K) et G(N|E) sont les groupes de Galois des extensions normales N|K et N|E

définissant corry et geny comme ci-dessus en remplagant O par N, et G par
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G(N{K) , on déduit du thénréme de prolongement des X-isomorphismes que

corrN(genN o geny 1) = corr(gen ¢ gen T) = geT .
Minsi H(E|K) = G(N|K)/G(N|E) et H(E|K) est un hypergroupe c. g fini.

NOTL BENE. - L'extension E|XK est normale si, ct seulement si, H(E[K) est un
grouge.

Si 1'on fait correspondre & tout sous-hypergroupe h de H(E|K) le snus-corps
L=4nvh de E des invariants de h, et a tout sorus-corps L de E le sous-
hypergroupe H(E|L) de H(E|K) , on déduit de la démnstration du théoréme classi-

que de Gglois le lemme suivante.

ILEME 2 : (Correspondance de Galois)e = Snit E|K une extension finic séparable,

d'hypergroupe de Gelois H(E|K) .

Si h est un sous-hypergroupe de H(E|K) , il existe un, et un seul, sous-corps

L de E, K< L<E, tel que H(E|L) = h ; cette correspondance étant bijective.

De plus,

H(L|K) =~ H(E|K)/H(E|L) .

e gzgergrnuges et nnmbres de ramification.

Soit K un corps de valuation discréte, complet. On désigne par Wi la valua-
3
tion normalisde dec K telle que WK(K ) =2, par Ag (resp. Ty ) 1'anneau de
voluation (resp. 1'idéel maximel) de K , par T une uniformisante de K , et par

K 1le corps résiduel de X .

Srit E|K unc extension finic de K . On pose e = o5k et f= fElK 1'indice
de ramification ot le degré résiduel de 1l'extension E|K ; on a (wE)|K = & wy , ol
VE

Soit ¢ la clAture algébrique de K ; on écrit, par abus de notation, w

K

‘ il 1IN p o)
(respe v ) 1'unique prolongemcnt de wy (resp. Vg ) &4 Q . On note A:(2 SN

gst la valuation nermalisée de E .

1'anneau et 1'idéal de valuation de Q »

Reppelons (cf. [7] ou [8]) que toute extension finie séparable E|XK , d'extension

résiduelle E|K séparable, contient un unique sous-corps maximel T (cerps d'imer-

3}3) tel que T|K est non ramifide avec T = & ; de plus, E]K gst totalement ra-
mifide. On définit, par passage au quotient, une epplication H(E|K) --> H(E|K) ,
en posant, pour o e H(E[K) , ae &;,

Cette application est un merphsime surjectif d'hypergroupes. De plus
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H(E|T) = {0 e H(E|K) ; &= idg} .
Dans toute la suite, nn suppose les cxtensions E|K et E|EK séparables. Dans ces
conditions, il existe « e Ay tel que -Ap = h.o] et E=Keol.
1)

On appelle nombre caractéristique (ou de racification) de E € H(E|K) , le nombre

rationnel

v(o) = wplow =) = 1.
Ona vic)>=-1.

REMARQUE 4. = ¥ ¢ e H(E|K) , v(o) = minaEAE wy(oa - a) - 1.

LEMME 3. - Soit ve @ slors h = {oe H(E|K) ;3 v(c) >v} est un sous-

~

hypergroupe de H(E|K)

I1 suffit de wontrer (Remsarques 2 et 3) que si o, 7€ hv , alors og.T © h\) .

Soit o'e ceT 3 On a o':(sat)IE ot se€ geno, te€ gen T ; ainsi
! fend o - = - L
wE(croz -d) = wE(s tw - ) wE(s(toz @) + o -)

> min(wE(s(mf -a)) , wE(s:v. -a)

mJ'_n(wE(’ra -a) , wE(a:v -a)) = nﬁn(wE(fra -a) , wE(cu -a)) >v + 1,

d'ou
] ]
v(o") z,u. et o'e h\) .

NOTA BENE, - Si v £~ 1, alors hU: H(E|K) .

LIMME 4. - Soit T le sous-corps d'inertie de E|K . Soit M une uniformisante
de E. 8i oe H(E|K) , alors

- ou bien o e H(E|T) et v(a) = wg((omg/mp) -~ 1) 20,
- ou bien o # H(E[T) et v(o) =-1.
En effet, puisque E|T est totalement ramifiée, on a E = Tm;], et tout a€ Ap.
g'éerit
_ ve~-1 j
a=2 0By s ByeEhy.
Aors, si o e H(E|T) ; on a, d'une part

_ E
V(G) & WE(OTTE - TTE) - 1= WE(q - l)
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et d'autre part, comme, pour tout a= Z?‘é Bj n% € A »

- ye-l J
oa = Zj:O By o(mg)? 4
on a
wp(oa - 8) > min

J J .
Igige1 w(Bj) + wplo(ng)? = mp) > wglomg = mp)

donc
v(o) 2 wgplomg = mp) = 1.
I1 vient que v(g) = wE( (o~rrE/nE) -1)>30.

Si o H(E|T) , o# idg 5 il existe donc b e Ap tel que o(b) = b dans Q
ou encore ob - b¢ o c'est-a-dire wE(cb - b) =0 . Ainsi

-l=wglob=-b) =12v(o) 3 -1.
NOTA BENE. - hj = H(E|T) .

Puisque H(E|K) est fini, (v(o)) o< H(E|K) est fini .

-

On note (vq) , 0<ggm=-1, 1l'ensemble des nombres de ramification finis,

strictement positifs, rangés dans 1l'ordre croissant : 0 < Y <V < e < Vg3

les vq sy, 0<q Lm- 1, sont appelés nombres de ramification propres.

On pose Vo= - 1, v, = 0 et VoSt ® appelés nombres de ramification im-

propres.
Pour 0 < q<m, on pose

H = H (B|K) = h_ .
a= BBl = by

q
Mors H_,= H(E|K) , H_; = HE|T) , B = {idg} .
11 exd _ .
De plus, Vve@q§ , il existe 0<agsm tel qus hu Hq On a

Bo={idg} cH _, S.e CHcH cH,= H(E|K) .

On dit que H , = H(E|T) est le sous-hypergroupe d'inertie, et Hy s Ogqgm-1

le g-iéme hypergroupe de ramification de 1'extension EIK .

NOTA BENE. - Si E|XK est galoisienne, les q sont des entiers rationnels ou

+ ® 3 on retrouve les notions usuelles de groupe d'inertie et de groupes de ramifi-

catione.
Considérons Eq = inv(Hq) , 0<gqgm; ona

H = HE[E) et E,=K<E, cE

Les corps E_1 =T et Eq sy 0<qgm=-1, sont appelés corps d'inertie et

C.lnCE CE':E.
m~1 m
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g-iéme corps de ramification.

NOTA BENE, - H(E_IIK) = H(ElK)/H_l ~ H(E|R) .
En particulier, on a le résultat suivant.

REMARQUE 5. - Si K est fini ; H(E_llK) =~ H(E|K) est un groupe cyclique.

Posons
n :carqu, -2Lqgm;
nq
rqz[Hq.H(}l’l]—E—T’ -2$mgq—1,

rq étant un indice de sous-hypergroupe est un entier. On a

n_2=[E:K]=ef; n

1= €5 T =f.

Pour - 2gqgm=-1, on a
Hq/Hq+l =H(Eq+1|Eq) ;
donc

ry = [Eq*1 : Eq] 3

de plus

e=n_, =ﬂ-15q5m-1 rq .

Considérons une extension galoisienne finie N|K telle que K< Ec N, et telle

que N]K est séparable (ou peut prendre 1'extension galoisienne engendrée sur K
par E ).

Soit G = G(N|K) 1le groupe de Galois de N|K ; on a
H(E|X) =~ G(N|K)/G(N|E) .
Soient B e N tel que A = AK[B] s et o € B tel que A= ;\K[a] . Posons, pour

s € G(N|K) , a(s, N) = (sB - B) f, et pour o e HE|XK) , alc, BE) = (Br - @) Ay
On sait (cf. [1], chapitre 5, § 4) que

a(c , E) =Zs@genNc a(s , N)

ol geny o = {se G corry s = le = ¢} 3 ce qui équivaut a

wN(ooz -a) = ZsEgenNo wN(sB -8)

(1'hypothése N|{K galoisienne n'est pas nécessaire). Comme iy = ey|g Vg on a

uy(ow - @) = | wplow = @) = wy(sB = 8) -

2 segenyo



24-08

Dérinissant v sur G par VN(S) = wN(sB - B) = 1 (nombre de ramification de
se G; c'est un entier naturel > - 1 ), on obtient

eNIE(v(c) + 1) =2 (VN(S) + 1)

segenyo

Soit G_1 ={se G vN(s) > 0} 1le groupe d'inertie de 1'extension galoisienne
N|K

LEMME 5. - Soit o e H_; ; alors genNO“G-lzﬂ'

En effet, si o e H(E|K) est tel que geny on G, = P , alors pour tout
s egeny o, vN(s) < 0 ; done vN(s) =-1, ¢

eNIE-(V(c) +1) =2 (ne(s) + 1) =03

=genyo

d'ou v(g) = - 1 et c>'§!H__1 .

Considérons GO ={seG VN(S) > Vi O} le premier groupe de ramification de
b

NIK 5 on démontre & peu prés comme ci-dessus la remarque suivante.

REMARQUE 6. - Soit o € Hy ; alors genNOnGO#[é.

NOTA BENE. - On montre de fagon générale que les sous-hypergroupes Hq de
H(E|X) s'obtiennent par passage au quotient & partir des sous-groupes d'inertie et
de ramification de G(N|K) .

Soit ce H , , il est clair que u_ = orrE/TrE est une unité de N ; on a donc
une application

RE H-l - N

6
qui & ¢ associe e_l(c) = ﬁo +0.

On voit aussitdt que 6_; est indépendante du choix de l'miformisante g . Si
B< R, onnote ((B)) 1'ensemble des coniugés par rapport 3 E dans N des

éléments de B .

PROPOSITION 1.
(1) Soient o, veH, 3 ona o_(o.r) =6_ (o) ((o_ (1)) «

(11) o l(H__l) est un sous-groupe multiplicatif fini de N .

(iii) L'ensemble des ceH , tels que e_l(c) =1 est égal By s |
o_; (o HO) =8_, (¢) ne dépend que de la classe ¢ Hys et o Hy-—>8_, (o HO) est

une bijection de H_,/H, sur ¢_ (H)) . Si 1'on pose, pour ¢, ne N,

C*M=¢ M) ; lapplication o Hj —=>6_, (o HO) est un isomorphisme d'hyperw
groupes de H—l/HO sur e_l(H_l) .
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(1) Soient o, TeH et segenon G, ;ona gengo= seG(N|E) ; tout
s' € geny o s'derit s'= s o g' avec g' e G(N|E) » Si o' e geT, On 2@

o' = (s* ot')'E ot s' egenyo, t'e&gen T; ansi

! 1 4t ' '
o'mg  s'et (nE) s' ('mB) R s (rrE) ' o(nE) B :
Yt =1 T TR =T _S(TT ) m =Sog(u1_)§*- T _Sog(u‘l).%
B B B E B B

Comme 8 & G—L’ on &
o o! = o! .
sog(u)=g) (vod m)
I1 vient que

9_1(0.7) = {ﬁc, ;5 o'e oer} = {2 (ﬁT).ﬁo ; g'e GE|E)} = 6__1(0) ((6_1(7))) .

(1i) I1 est clair que, pour o, 7 €H  , ona

6_, () o_ (1) e 6_ (o) (o_(m))) =e_;(H )
et 1eo_(H)) .

Puisque e_l(H_l) est fini, c'est un sous-groupe multiplicatif de N.

(11i) Dire que 6_, () = 1 équivaut 3 dire que v(o) = wE((cmE/nE) -1)>0 ou

encore v(c) = Vo 3 c'est=a~dire o € HO . Pour ¢ e H_1 , On a

6_, (o Hy) = 6_,(0) (o, (H)M = 8_ () (1)) =6_;(0) »

On en déduit aussitdt que o Hy --> e_l(c HO) est une bijection de H-l/HO sur

e-l(H—l) . Le reste se vérifie facilement.

COROLLAIRE 1. - L'entier r_, = [H__1 : HO] est premier & la caractéristique ré-
siduelle p de K.

En effet, comme e_l(H_l) est un sous-groupe miltiplicatif fini de N , on sait
dans ces conditions que e_l(H_l) est un groupe formé de racines de 1l'unité et est

cyclique d'ordre premier & p . Mais

card e_l(H_l) = card H—-l/HO = l_H_l : Pb] =r_;

ainsi (r_; , P) = 1.

COROLLAIRE 2. ~ Soit A< H , tel que e_l(A) est un sous-groupe de e_l(H_l) ;

alors si oe H , 6_(c.h) = 6_1(0)-6_1(A) et AH/H, est un sous-hypergroupe
de H_/H,.

Posons, pour 0 L ggm=-=1, vq:jq/dqe

-~

Q, (jq, dq) = 1. 30it d 1le plus

-

petit commn multiple des entiers d_ .

Considérons Mg € Q tel que ﬂg = T, ; un sur-corps L de E tel que Ty € L
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et 1'extension L|K galoisienne avec L|K séparable. Posons, pour oe H

‘g )
X (O‘) = E TTE E
q TT-HO(I+VQ5

comme wE(xq(c)) = v(o) - vy 2 0, ona

on définit alors une application eq(%) t H =>T eéﬁ")(c) = 3':;'(5) . On éderit
o) (r) = we) e 1.

Soit § un entier positif, et soit -I:lé 1'ensemble des racines &-iémes de 1'uni-

té contenues dans L . On pose, pour 1 e L,

(1], = U k)

¢ parcourt R& oun ((M)) est 1'ensemble des E-conjugués de M . On a sur L
une structure d'hypergroupe d'hypercomposition T ® N' =17 + l:'n']6

On note 6q 1'entier tel que dq: pYe 5 , (p,8)=1,0u p estla carac-
téristique de K si elle est non nulle, et 1 sinon. (En fait, aq = dq . cfe § 3)

PROPOSITION 2.

(i) Soit 0Lgqgm=-13; si c,'rqu,ona

(no) (m ) )

8y (cet) = 8, (o) + [6 ('r)]
%

(my)  (mp) -
(11) Mq = eq (Hq) est un sous-groupe additif fini de L

(iii) L'ensemble des o € Hq tels que ec(l"°)(c) =0 est égala H . La cor-

: g+l
resgondance

() <)
g Hq+1 - eq (o Hq+l) (o)
ne dépend que de la classe o HC1+1 s c'est une bijection de H Hq | sur Méﬂb)
qui est un isomorphisme d'hypergroupes lorsque M( ) est muni de la loi

nen=n+n'l .
q

_ 4/ _
(i) Posons u =Ty et @, = Ty

s on a
d j +d
q_ _d_ A« B |
et
©) an—nE__OﬂE-TTE.
q mdatda ¥y
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Soit Gy = GO(L| K) 1le premier groupe de ramification de 1'extension galoisienne
LK ; soit ¢ e H ¢ Hy, alors, si s e geny o n Gy # # (Remarque 6), on a
gen; o = s G(L|E) , et tout s'g genp o s'derit s'=so g, ou g e G(L|E) .
Soit T wun autre élément de H . Considérons o'e ogeT 3 On a o' =(' o t')'E

on s'=sogegen o, sely, g e G(L|E) et t'e genp 7 . Ainsi

1~ _ 1, 4! - ' - ' -
olmg ~ g s t (nE) Ty 8 (TTTE) g S (aq Xq(T) + nE) s

™
Pem
o]
=
I
I
‘
[

o o o - o
q : q q q

s'(a/g’xq(rr)) , s'(rrE) - g

= +. ™
@ a
s'(@ x (7)) s'(w) () = m s' (v )
o afal TR i (1) + x (o) »
o s (o ) o o] q
q q q q

I1 vient que

glo ) S(arq)
xq(c') s o g(x (1)) x sl 1) « ~= + x_(0) .

q q 4

Come se G, , id est dans le groupe d'inertie de L|K ; alors, pour tout ae L,
a#0, |

sa - .
wL(E--l)al et 5= idp .

Ainsi
gla )

_ (1) () . .
(Cr ) = ( Y = g(Gq (7)) x qugs + eq (o) ou Bq(g) = — .

(n )

d
Puisque g e G(L|E) et nqq =T, ona

d

a a
glm) %= g(ﬂ D = glng) =mp=m 2

donc g(nq)/nq est une racine dq-ieme de 1'unité dans L . Sachant que (jq, dq):l,

5 (g) o g(ozq) ) (g(ﬂq))jq+dq= (g( q) iq

o o4
q q q

est une racine dq—iéme de 1'unité distincte de 1 si g(nq)/nq 1'est. I1 vient
que B _(g) est une racine dq—iéme de 1'unité dans L, Mais dq = 6 avec

(p ) 6q) =13 ainsi Bq(gi est une racine 6q—1eme de 1'unité dans L .

D'autre part, si g gte G(L|E) , on a
2 ) b

Bq(gg') = g(Bq(g')).ﬁq(g) et Bq(gg') = g(Bng‘))-Bq(g) .

Mais si g' est dans le groupe d'inertie G_I(LIE) de 1l'extension galoigienne
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Donc si g" = g.g'e g.G_l(LIE) , on a

Bq(g"5 = g(sq(g'))-sq(g) = g(l)-sq(g) = B,(8 -

Ainsi 's“q‘("g) est uniquement déterminé par g e G(L|E) . Posant B‘(‘l'('éj = Bq(g) s
on a, pour g, g'e G(I|E),

Bq(Eé") = é(aq@'))-ﬁ«q('é), ;

dans ces conditions, on sait qu'il existe a_e L, a_ # 0 tel que

(D = B(R,).

de 1'unité, Ezq €E . On en déduit que (B (g)) E e G?H E) est le groupe des re-
q

cines 5q—iéme de 1'unité contenues dans T .

2l pour tout g . Alors, puisque les 3 (g) sont racines 6q—iéme

En conclusio::

(my) (t)
enO (O’.T)z{ 0

q eq (') , o'e o.1}

_ (m) o (my) _ o
= {g(eq (T))-Bq(g) + 0, (0) , g e 6(L|E)}

(mg)
%

(my)
(o) + [eq (T)]éq.

(ii) I1 est cleir que, si o, 7 e Hq , alors

() (m) (m.) ()
sqﬂo (o) + eqﬂo (1) € Sqno (oe1) € 8 "o (Hq)
et
(ﬂo) (mg)
8 (id) = 0 e 0 (Hq) 5

(mrg,)
puisque eq 0 (Hq) est fini, c'est un sous-groupe additif de L .

Le reste se vérifie facilement.

()
COROLLATRE 1. - Si K est de caractéristique zéro, on a Mq 0" 2 (0) , Ogage-1,
et
HO:: Hl = eee = Hq: cee = Hm-l = Hm= {:LdE} .

COROLLAIRE 2. - Les entiers r, = [Hq H, J=n ({nq+1 (resp. n, = card H )

0gggm=-1, sont des puissances de p .
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COROLLAIRE 3. - Soit A< Hq s pour que

A/Hq+l:{GH o e A}

g+l ?
(m,)

soit un sous-hypergroupe de Hq/H , » il faut et il suffit que o 0 (A) soit un

sous-groupe additif de L stable par la multiplication par les éléments de R
et par le groupe de Galois G(I|E) . °q

3. Extensions primitives des corps p-adiques.
On dit qu'une extension E|XK est primitive si E ne contient aucun sous-corps
contenant K , distinct de E et K.

Pour qu'une extension séparable E]K soit primitive, il faut et il suffit que

H(E|X) ne contisnne aucun sous-hypergroupe propre. En particulier, une extension

galoisienne est primitive si, et seulement si, son groupe de Galois est cyclique

d'ordre un numbre premier.

NOTA BENE. - S3i K est de caractéristique p +# O, les extensions primitives non

séparables de K sont les extensions radicielles de degré p . Il suffit donc de

faire 1'étude des extensions primitives séparables.

Revenons aux notations du § 2 . Soit QEIK la différente de l'extension sépara=-
ble E|K (avec E|X séparable). On sait que, si @ e Ap est tel que E= Ko] ,
alors ®E|K = P'Qy).AE , ou P est le polyndme minimal de¢ « . Posons

1
Og|x = " Ag
o u =y (B|K) = wE(P’ (@)) est 1l'exposant différentiel de E|X . Puisque

P' () =1 .
oﬁldE

(@ =), ona
by (BlK) = wy(P'(@)) = 741d wp(o =) = o:éld (v(o) + 1)

=n —l+ZI;l(hq-n )v:n

1 @1 Yg= Pt w(E|K) - 1

avec

u(E|K) = Zg;é (n ) v

- 1 .
q a+l” 'q
On déduit de la formule de transitivité des différentes :
‘DE[E' = ®E|E" GDE"|E'
et de 1'expression ci-dessus des exposants différentiels le lemme suivant.

LEMME 6. - Soit 0S€qgm=-13; si ch E' c B" c Eq+l , avec E"|E' primitive,



24-14

alors vO(E"|E’) = vq(E|K) =v, &t vl(E"IE') =+ o

COROLLATRE. ~ Les dénomimateurs dq des Vg 0<qgm-1, sont premiers »

;3 c'est~ad-dire 4 = .
P & - % 6q

En effet, soit E"|E' une extension primitive telle que E < B' ¢ E'" c Eq+1 .
On déduit du corollaire de la proposition 2 que [E" : E'] = n" est une puissance

de p « Comme

w (BUE') = [E": B'] = 1 + u(B"E') = (u" - 1)(1 + Vo(E"|E")) = (" - 1) (1 + vq) = kq

est un entier, ona (" - 1)(; +d) =4 k¥ o v =i /d ] d)=1.
[) ( )(Jq q) q g u a uq/q’ (Jq: q)

Si p divisait d_ , on aurait®
4 quO (mod p) ‘et j‘qEO (mod p) ,
ce qui est absurde. '
Considérons la suite des sous=corps d'inertie et de ramification de 1'extension
E|K :

E—2:KCE—1CEOC'..CEID—],CEm:E.

Supposons E|K primitive ; alors m g 1 j car sinon, on aurait

KcEOcElgEzcE;

ce qui est cbsurde. Ainsi :

(i) Outbien m= - 1 ; alors E

ramifiée ;-

K; E.=E, et l'extension E|K est non

27 -1

(ii) ou bien m= 0 ; alors E ,=E,;=K; Ey=E, ot l'extension E|K est
totalement ramifiée sans nombre de ramification propre ;

(iii) ou bien m= 1 ; alors E,=E = Ey=K; E =E, et 1l'extension E|K
est totalement ramifiée ayant un seul nombre de ramification propre v, .

Nous &llons supposer dens la suite (ssuf pour le théoréme 2) que le corps résiduel

K est fini ; si p est la caractdristique de ¥, alors K est une extension fi-

nie de —gp ou du coprs des séries formelles }i‘p((X)) .

THEOREME 1. - Soit K un corps de valuation discréte complet de corps résiduel
K fini.

Soit E|K une extension séparable finie. Si E___2 =K et E_1 = E, alors l'ex~

tension E|K est non ramifide cyclique de degré [E:XK] = f . De plus, E|K est

————

primitive si, et seulement si, [E :K] = f est un nombre premier.

Ona H, = {idE} ; alors

H(E|K) = H(EiK)/H__l ~ H(E|K) .
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Puisque K est fini, H(E|K) est un groupe cyclique. Ainsi E|K est primitive

si, et seulement si, H(E|X) = H(E|K) est un groupe cyclique d'ordre f premier.

THEOREME 2, - Soit K wun corps de valuation discréte complet.

Soit E|K une extension sépersble finie telle que E ,=E_ =K et Ej=E.

L'extension E|K est totalement ramifide de degré n premier & p . De plus, E|K

est primitive si, ot seulement si, n = [E:K] est un nombre premier (distinct de

p ).

En effet, on a H , = H(E[K) ot Hy= {idg} . Alors

=

n=[

: ¥) = card H(E|K) = [H_; :H]=r_,

est premier 3 p (corollaire 1, prop. 1). De plus
o_,(H_,/8B) =e_ (H )

a le mdme nombre d'éléments que H_, = H(E|X) + Comme 6_ (H ) est un sous-groupe
miltiplicatif d'ordre n d'un sur—corps de K , c'est le groupv, des racines
n~iémes de 1'unité de ce corps. Pour que E|K soit primitive, il faut et il sufflt
que 9-1(H.1) ne contianne sucun sous-groupe tultiplicatif propre (corollaire 2,
prop. 1), ce qui équiveut & card 6_1(H_l) =n est un nombre premicr (distinct de

p).

Désignons par Fyr le corps fini Ep r, r>=1. Supposons K fini ; soit E]K

une cxtension séparable finie. Si p est la caractéristique de K, ona E:E.f' ,
ou f'=[E: F ] . Alors, avec les notations de la proposition 2, le groupe de
Galois G(L|E) est cyclique, cngendré per 1'automnrphisme de Frobénius

9t L==>T1, o on,(1) = L.

Soit 0 < qgm= 13 comme le dénowinsteur dq de vq est procmier & p , pre-
nent L assez grend pour que L contienne toutes les racines dq—iémes de 1'unité ;
on voit que Rd est le groupe multiplicatif du sous-corps E.cvq Ee_a T s OU Vg
est le plus pet:%t entier tel que p\) =1 (mod dq) .

Désignons par (p(') le restriction de ©p1 a T Vq ; c'est un autonorphisme dc
.F.‘Q'q . Considérons 1'anneau (non nécessairement com.utatif) E.\)q tx, c;('l} lea po-

lyndmes relativement & cga : X = cpé(a/) X, e Ty, o On sait que cet ennesu

(anneau des polyndmes de Ore & coefficients dans E.xzq ) est principal & gauche ct

a4 droite.
(my) -
On déduit de la proposition 2 que Nq est un sous-groupe additif de L gstable

G(T|E) . Ainsi, on voit que Mq "o est un Foy [X, o ]—module & gauche si 1l'on pose,
pour S"'“J X e Fov [X, q):l et Me tv(\l"&',

par la multiplication par los ?le5acnts de F.y et par le générateur

S = 2 o:j cPf' ('q) .
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Si m=1, l'extension E|K n'a qu'un seul nombre de ramification propre Yy e

THEOREME 3, = Soit K wun corps de valuation discréte complet de corps résiduel
K fini.

Soit E|K une extension séparcble finie telle que B 2 E__1 = EO =K et E1=E;

alors 1l'extension de p .« De

plus E|K est primitive si, et seulement si, MC()TTO) est un Fey O[X , cpé]—module

simple.

On a H(E]K):H_lzﬂo, H = {idg} et

() (m) (g
(H)—e (HO/H)—M

o )

est un sous-groupe additif du corps fini L . Corme 98‘0 est une bijection, on a

(my)
[E: K] = card H(E|K) = card Hy = card M,
est une puissance de p o On déduit aussitdt du corollaire 3 (prop. 2) que 1'exten-
sion E|K est primitive si, et seulement si, M(()no) est un  Fov O[X R cpb]—mndule

simple.

REM/ROUE 7. - Soit S un élément de degré minimal, de 1'annulateur du

Fov O[X s cpé]-xmdule Mc()%) . L'extension E|K est primitive si, et seulement si,

S est irréductible ; on a alors [B: K] = p-% y OU u=degsS.

Soit k un corps de caractéristique p ; on dit qu'un polyndmg Pe k[¥] est
additif si P(Y + 2) = P(Y) + P(Z) ; on voit que P = Z;“:O a/j P s les racines de
P forment un groupc additif. Les scug-groupes additifs finis M de k sont en
correspondance bijective awec les polyndmes additifs uniteires séparables ayant
toutes leurs racines dans k . On voit que M est stable per 1'automnrphisme
N == npf' si, et seulement si, P est dans f‘_.f’[Y] s et M est un F.r-espeoo
vectoriel si, et seulement si, Pe F.\)[Y] . On déduit de ces conditions que M
est un F.v[X s cpf,]-module 4 genche 3 si P = Zr_o afJ YPJ est le polyndme corres-—
pondant & M, 1l'élément 8 = Z.l].‘: on X'] de F.V[X ’ cpf,] est appelé le polyndme

de Ore associé & M.

REMARQUE 8. - Avec les notations du théoréme 3, si SO =" on 1(3 c F'\’O[X ’ ch]

j=0
est le polyndme de Ore associé au groupe additif fini M(n‘)) , c'est un annulateur
de M(()n") de degré minimal. L'extension E|K est prlmtlve si, et seulement si,
le polyndme de Ore SO , associé a M( o ) est irréductible dans F—'vO[X s coO]

Les théorémes 1, 2 et 3 montrent que 1'étude des extensions primitives d'un corps
local K se réduit essentiellement & celle des extensions primitvives totalement ro—

mifides, c'est-a-dire & celle des polyn@mes d'Bisenstein.
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.

Soit done P = v ¢ K[ Y] un polyndme d'Eisenstein séparable

a_ .
J=0 n=j © 2 . .
(ay =1, 8 .j€f, L$ign, ang/mK) . Soit @I une racine de P, et po-
sons E = K[NI] . Considérons le polyndme O(Y) = P(nY + m) e E[Y] 3 les racines de
O sont les (v/n) -1, o€ H(E

racines z de O telles que WE(Z)

K) . Il est clair que si Zq est 1'ensemble des

H

vq,alors
-1, oceH_ , o;éHq+1}

et

card Z =n_ -n
q q q+l
(avec les notations du § 2). On en déduit aussitdt que les pentes des segments du
polyndme de Newton de O(Y) ou de I = O(Y) sont les nombres rationels v ,

0gggm=-1. De plus, on voit que M(TT") est gal da {ne(; T’q(n) =0} ou

AN

P =T (2= (/1) .

_ i < _ J J . _ _
na oY) =2 b ¥ ,on b =2 . (3 83T, 1sign, Bby=0. Con

i=0 3 3 j=1
sidérons a5 = wE((i) m?) et tn-j = WE(an-j) ;s alors
wE(bi) = mnisjsn(aij + tn—j) .

‘.o

Posons n=c¢p 5, (e, p) =1

(a) si p*<i<pt? , u<r, alors
wp () 3WE(bp u)

(b) WE(bp r) = wE(bn) =n.

~ ~

Posons W, = E(bp u) , 0<ugr, et définissons par réeurrence descendante

Bps By s so0 s By o ou by = mnlsjsn(j + tn-j) ; et, ayant déterminé )

on pose

, = min

)

+e0,3+tn_J

(n
Ho(modip™ ) 1gjan ¥

ou e est 1l'indice de ramification de 1'extension Elk 3 k =_Qp ou f_‘p((X)) .

On a le lemme suivant.

LEME 7 - 81 p, # w,_, » 2lors by =W, etsi op o =p g, ,0ma p g .

Considérons la suite croissante (“i ), 0<j<s, extraite de (p,u) ,

J .
Ogugr, telle que Wy = B p,is =g By # Mii - 1 et, d'une part si
i, = = ! i i i e = <
13. u, p,ij W d'autre part si 13. <u<1j_1 s p,lj b, S W, s 0na
e = W = - $ €
tyooher hert iy ’
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On voit que les sommets du polygdne de ewton de T o(Y) (indéxés par des en-

tiers iq s, 0<qg<m=-1) autres que (0, 0) et (n, + =) sont parmi les

— i i,

points (n-p J, by - n) duplen réel tels que, si m=-pJ, u - n) et
1. . .

(n-p J', Wy = n) dont des sommets contigus, Jj' < j ; alors j' edt le plus

grand entier tél que

by " g by T uij
T 1, - ™y T i, °

pJ-p? pJ-p
Soit s_ le nombre des points (n - p- s uy =n) ., i gigi , situés sur
ig 1 i, 9 S ol ,
le segment joignant, (n -p *, Wy - n) & (n-p @, Wy - n) . Considérons
i .
B; € 0 tel que BE el _ oy i/n“1 tona Wm(Bi) =0 et i1 Hdste @; € K tel que

wEQxi - Bi) >0. p

LEMME 8 = On a

by T M4 i TV i
| gl _ g g+l , -5 4
v - - = X s 9 n = p
q 1- 1 1 i q 4
g+l - q g+l q
b P p - P l(q_)

(TTO) Sq 'g' Yp -
et Mq est 1'ensemble des racines du polyndme 25—0 ¢i(q) e KY].
IR

COROLLATRE.

(i) On a nq 4 <p/(p-1) ey *

(ii) Si la valuation p-adique de A est =1, ona nq Vo = —B_ 6y &t

r = .
q P

Réunissnnt les théorémes 2 et 3, on a le théoréme suivant.

TEEOREME 4. - Soit K un corps local, et soit P e K[Y] un polyndme d'Eisenstein

séparable de degré n = ¢ pr y (e, p)=1.

Toute extension B|K , telle que E = K[II] , avec P(I) = 0, est primitive si,

et seulement si,.

(i) oubien r=0, et n=¢ est un nombre premiers

(ii) ou bien ¢ =1, et

(a) pour tout u, Ogu<r, (uo - ur)/(pr -1) € (Mu - ul)/(Pr -p") ’

(v) dy étant le dénominateur de 1l'unique nombre de ramification propre
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AV
(”O - Mr)/(Pr -1), g le plus petit entier tel que p 021 (mod do) ,

]

Yo

' = [K :f%] , En la classe de Fbu/nuu dans K et U étant 1'ensemble des en-

. r " - LU
tiers | tels que (“u - pr)/(p -p™) = vy 5 le polynSme de Ore SO = EﬁeU B, X

est irréductible dans E}vO[X s 9

7
EN RESUME : Les extensions primitives séparables d'un corps local K sont

— ou bien les extensions non ramifides cycliques de degré un nombre preudwr ;

- ou bien les extensions totalement ramifiées de degré un nombre premier distinct

de la caractéristique résiduelle p de K

- ou bien les extensions totalement ramifides de degré une puissance de p , véri-

fiant les conditions (ii) du théoréme 4.

Dans sa note aux Comptes rendus [4] Marc KRASNER donne la liste des extensions

primitives de degré 8 de 2,

L'exposé suit d'assez prés [ 3] sauf que l'on se place dans la situation générale

des corps de valuation discréte complets, ce qui impose la modification de certaines

démonstrations. Dans [ 3], Marc KRASNER donne également des conditions pcur que deux

polyndmes d'Eisenstein définissent la méme extension.

[1]
[2]

[3]
[4]

(5]

(6]

7]

(8]
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