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g
QUOTIENT DE HADAMARD DE SERIES RATICHNELLES

per Khyra GERARDIN ()

[Université Paris-8]

Le but de cet article est d'étudier le quotient de Hadamard de 2 séries ration-

nelles, et de voir dans quelles conditions ce quotient est une série ratiomnelle.

by

I1 est connu lorsque a et b sont deux séries rationnelles & une variable a
coefficients entiers algébriques que le quotient de Hademard de a par b est une
série rationnelle sur 1'annesu des entiers algébriques lorsque la série b posséde

un pole de module strictement plus grand que le mhdule des autres poles.

La m@me propriété reste vraie lorsque la série b posséde un pole de module stric-

tement plus petit que le module des autres poles [1].

Nous nous contenterons d'examiner le premier cas dans 1'étude des séries ration-
nelles & plusieurs variables non commutatives. L'étude du second cas parait exclue
dans le ce&s des séries rationnelles & plusieurs variables non commutatives car la
démonstration de ce cas utilise la répartition des zéros d'une série rationnelle.
En effet, le théorime de Melher [4] démontre que les zéros d'une série rationnelle
& une variasble forment un ensemble rationnel dans N 5 or ce théoréme non seulement

n'est plus valable en variables non comrutatives, mais est indécidable.

Reppel de quelques propriétés et notations.

%
Soit X un ensemble fini, et X , le monofde libre qu'il engendre. Les éléments
de X sont appelés des mots. A tout mot £ de X , on associe sa longueur |f]

3%
qui est en fait 1'image du mot f par 1'homomorphisme qui envoie X dans N .

Si A est 1'anneau des entiers algébriques, A((X)) désigne 1'algeébre large sur

s
X & coefficients dans A, et Arat(<X)) la sous-algébre de A((X)) des séries

rationnelles.

Rappelons la caractérisation des séries rationnelles et quelques résultats obtenus.

- ) I . . . . . °
THEOREME. - Une série a est rationnelle si, et seulement si, il existe une re-

présentation de X dens (A) , une matrice R de M (4) tellc que, pour
B2 gals s X0 ALl CC ac y

tout mot £, on ait :

(a, f) = TrRpuf, si a s'éerit a= z&éX* (a, £ .

(*) Texte regu le 24 mai 1982,
Mme Khyra GER/RDIN, 12 rue Beccaria, 75012 PARIS.
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Soient a et b deux séries rationnelles 3 coefficients entiers algébriques

a=2.(a, f) £, b Zf(b,f)f.

i

Soient y une représentation de X dans MN(A) , et R une matrice de MN(A)

telle que 1l'on ait :
(b, £) = Tr R uf pour tout mt £eX .

Si u est une représentation commutative, ou si 1'algébre, engendrée sur C par
la représentation et la matrice R, est une algébre triengulisable et si toute
matrice pf admet une valeur propre de module strictement supérieur au module des
autres valeurs propres, alors la série de terme général (c , f) = (a, £)/(b, f)

est rationnelle d&s que (c , f) est un entier algébrique pour tout mt f [2].

Toutefois la démonstration de ce résultat, fait en [2] pour la partie concernant
1'algébre triangulisable, n'est pas assez rigoureuse. La démonstration effective de

ce résultat sera faite dans cet article.

De méme, si la représentation y , associée & la série b, est une représenta-
tion du monoide libre X' dans MZ(’I\E_*) alors 1la série de terme général
(¢, f) = (a, £)/(b, f) est rationnelle dés que (c , f) est un entier algébri-
que pour tout mot £ [3].

Nous avons les deux théorémes suivants.

V4
THEORRME 1. — Soit u = Zf (u, £f) £ une série rationnelle & coefficients en-

by

tiers algébriques, et soit b une série rationnelle & coefficients entiers algé-

briques. Si la série b s'éerit b= 2, (Tr R uf) £, ob p est une représentation
A% 3%
inversible de X  dens MB(E ) , si pour tout mot £, (c, £) = (u, £)/Tr R uf

est un entier algébrique, alors la série c = Zf (¢, f) £ est une série rationnelle.

Le théoréme 2 est une généralisation du thénréme 1.

/ \
THEOREME 2. - Si b est une série rationnelle & coefficients entiers algébriques

s'écrivant b = % (Tr R pf) £, ol y est une représentation inversible de X

dans MN(;{" "y , si pour tout mt £, (c, £f) = (u, £)/Tr R uf st un entier algé

brique, alors la série c = Zf (¢, f) £ est une série rationnelle.

La démonstration de ces 2 thénrémes se fera en 4 parties.

Dens les trois premi&res parties, sera démontré le théoreme 1, en étudiant expli-
citement 1'algébre engendréepar la représentation y . Dans la quatriéme partie, on

démontrera le théoréme 2.
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Premiére partie

Soit | une représentation du monoide libre X dans GLn(Q) . Pour tout mot
£ . (£) ~:(f))
, goit Si (resp. cH

pres de la matrice upf (resp. uful) . On notera . (coupe SI ) la série de terme

la fonction symétrioue d'>rdre i des valeurs pro-—

-~

général S§f) (resp. Si(f)) .

PROPOSITION 1. - Pour tout i, Ogign, lasérie S, est rationnelle.

A

Démonstration. - La démonstration consiste & calculer Si en fonction de Sj ’

83 , Sn—j ) Sé-j , o 0gKj<gsn=-1.

Soit 'i = n , la proposition 1 est triviale. Calculons Sn

-1
Soit pf 1l'image du mot f par la repré?entation ul, et soient Ay oy oeee s @y

les valeurs propres de la matrice uf , Ay oy ees @) étant celles de la matrice
-1

‘J,f °
Soit Séf) le déterminant de la matrice pf . Il est facile de voir que la série

2e [Tr(uf)_l] f est rationnelle. En effet, pour tout mot f , nous avons
Tr pf—l =Trt

-1 7
Ha

ot t _, est la transposée de la matrice wil o,
uf

L'application, qui au mot f , fait correspondre tpf“l , étant le produit de
deux anti-homomorphismes, est un homomorphisme, dorc

5 -1
S =8y x 2, (Truf) £,

qui est le produit de Hadamard de séries rationnelles, est une série rationnelle.

Por symétrie, 5., est aussi une série rationnelle.

Plus générelesment, ayant démontré la rationalité des séries Sp_g 2 S, i S; s

CH démontrons la rationalité de la série Spmiog

Faisons tous les produits de Hadamard des séries rationnelles suivantes :

[Tr pf2 77" e oy 0<jcin

~

2 .
(1) Sp-g © Tpexr

Les coefficients obtenus sont des combinaisons linéaires & coefficients entiers
‘positifs des coefficients du bindme. I1 est immédiat que les relations (l)j , ou
0<jgi, sont lindairement indépendantes, car le déterminant des coefficients, a
pour coefficients les coefficients du binfme; et un polyndme non nul & coefficients

entiers n'a qu'un nombre fini de zéros.

On peut donc calculer Sn—'

jo1 @ partir de Sn—j ,oun O0gjgie
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COROLLAIRE. - Pour tout entier me %, la série N . [Tr(uf)™] £ est ra-

Eionnelle.

Démonstration. — Toute matrice pf vérifiant son polyndme caractéristique, il

. I4 o . ’ I d . m
suffit de démontrer la rationalité des séries a pour mg<n - 1, lorsque

m>0 .
Si mg 0, on fera les calculs sur la matrice p,f—l .

Si m= 2, nous avons

Tr(““f)2 - ai2: (Z a.) - 2Zi7£j oy ozj .

igign

(2)

Ceci montre que la série a est rationnelle.

Si m= 3, nous pouvons écrire :

oz?L:(Z . Q{)B—BZ. .a.zcz.—éz

32
(2) Tr(uf)” = Igign 7 #3717 ] i, j,k digtinets %1 a.’] %k

I

or

(2') ., aa.=(C

i#j 717 <

qi?‘)z . a, =2 . oz?L.

Iia 7 i

~

(3)

méme fagon en faisant des combinaisons linédaires de produvits de Hadamard de S

2 (3)

est rationnelle. De la

(1)

est rationnelle.

En comparant (2) et (2'), nous voyons que la série a

ot des a'’ , ou 1< j, nous démontrons que la série

Plus généralement, pour toute matrice R de MN(C) et pour tout entier m, la

série Zf‘ex* (Tr R ufm) f est rationnelle.

Deuxiéme partie

l. Btude du cas oh la représentation p est de degré 3.

Supposons que la representatlon  est une représentation de X dans MB(N)

et que, pour tout mot f de X , la matrice uf soit irréductible, c'est-a-dire
qu'il n'existe pas de matrice de transposition P telle que la matrice uf puisse
se mettre sous la forme : '

(A B) .

~-1
Pp,fP = 1

A et D étant les metrices carrées.

I1 est facile de voir dans ce cas que la matrice _f admet une valeur propre

o positive réelle de module strictement supérieur aux mndules des autres valeurs
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propres B et BJ':_.-

Supposons que toute matrice pf est inversible dans MB(_Q) . Hous ferons complé-

tement la démonstration du théoréme dans le cas ol toute matrice pf admet une va~

leur propre double. Ce cas est aussi le cas ou det uf > O pour tout mot f . Les

deux autres cas qui sont le cas ol une matrice pf admet une valeur propre complexe

et le cas ou il existe une matrice admettant 2 valeurs propres opposées s'en dédui-

sente Ce dernier cas étant le cas ou il existe des mots f tel que det uf < 0.

Ce qui différe en effet ces 2 derniers cas du premier c'est uniquement la démons-

tration des lemmes 1 et 2.

Le cas général sera traité & part (3e partie) car c'est lui qui permet d'aborder

la démonstration du cas ou la représentation y est de degré quelconque.

LEMME 1. - Si toute matrice pf admet 2 valeurs propres de méme module, alors la

série Zf (czf) f est rationnelle.

LEMME 2. ~ 8i R est une matrice de M,;(4) , alors Tr R uf s'éerit :

— 1 t
Ter,f_.afa«f-r bf8f+ bfx Bf"‘uf’

ou Bf st B% sont les 2 valeurs propres de méme module . Alors la série

s ]
Zf (af aff) f est rationnelle sur 1l'anneau A

( A étant rappelons-le 1l'anneau des entiers algébriques).

Démonstration du lemme 1 dans le cas ou toute matrice uf admet 2 valeurs pro-

pres confondues. - Eliminons le cas ou 1'algebre, engendrée par les matrices pf ,

est triangulisable sur G, car il est facile de voir, dans ce cas, que
@ = (p,f)il pour tout mot f de XX

et, par la méme remarque, que le lemme 2 est trivial dans ce cas.

La démonstration consiste, par des combinaisons linéaires de produits de Hadamard
de séries rationnelles, & isoler le terme oo
Dans la démonstration, nous n'indiquerons pas l'indice f . Posons Yp=a , les

autres valeurs propres étant toutes deux égales & B .

En faisant le produit de Hademard des 2 séries rationnelles :
)y m ~1
Lo (Truf) £x 2, (Trpf™) £
nous voyons que la série de terme général

(1)

w|R
+
RIw

est rationnelle.
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De la mme maniére, la série de terme général
Tr wf® x Tr pf
déuwontre que la série, dont le terme général s'écrit

2 2
+

Q"co

(2) B +

’C‘.:‘Q

est rationnelle.

Le produit de Hadamard des séries de termes généraux, respectivement égaux a
o B
T tg et Tr uf,

démontre, en tenant compte de la relstion (2), que la série de terme général

2
ﬁ
(3) X+ =

est rationnelle.

. PN . s s 2 ‘-l
En combinant cette derniere relation avec la série de terme général Tr uf =,

nous voyons que la série de terme général

2
(4) §§ + 2
o

w|R

est rationnelle.

De la méme fagon, nous avons :

2 ~1 Bz a2
Tr pf™ Tr uf =90(+l2B+45—+2-6—

est rationnelle.

En tenant compte de la relation (3), nous démontrons la rationalité de la série

de terme général

2
(5) 55+%.

Les relations (2) et (5) montrent que la série de terme général

2 2

(6) 5g+4&

™

est une série rationnelle.

En intervertissant les matrices uf et pf'-'1 , et en faisant les memes opérations,

nous obtenons les relations (1') - (6').

En combinant toutes les relations (1) - (6) et (1') - (6') nous démontrons le

lemme 1.
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Le lemme 1 est valeble pour toute représentation u de X* dans Mn(g) de de-

gré au moins égal & 4 telle que toute matrice uf vérifie la condition suivante :

pf est irréductible et uf a{n = 1) valeurs propres confcndues.

LEMME 1's - Si toute metrice pf a une une valeur propre Yo réelle positive,

de module supérieur strictement sux modules des eutres valeurs propres, ot si les

(n - 1) sutres valeurs propres sont confondues, slors la séric Zf ny) f est

rationnelle sur R .

La démonstration est calquée sur celle du lemme 1.

Démonstrotion du lemme 2. - Pour toute matrice R, la série Zf (Tr & uf) £

est rationnelle pour tout entier m €Z.

En effet, la matrice uf vérifie son polyndme ceractéristique qui s'éecrit

uf3 + 8, Mfz + 8 pf + a o I3 =0.

Soit ufz = - (a.2 wf+a I+ 8 ufrl) , d'ou Zf (Tr R ufz) f est une série ra-
tionnelle et par suite Zf (Tr R Mfm) f est une série rationnelle pour tout entier

m .
Dans la suite, les éléments de la matrice pf seront désignés sans 1l'indice f .

Plagons-nous dans la base, ou la matrice uf s'éerit sous sa forme de Jorden :

a 0 O
p,f: Oﬁ BI’ .
0 0 3

(Raeppelons que nous considérons le cas ou les deux valeurs propres sont confondues).

Dans cette base, la matrice R s'écrit :

af 3% ¥*
R: ¥* ef #*
N .
1p g
d'ou
(7) Tr R pfm'z afczm'+ (ef * Jp+my ) 8" pour tout entier m .

fr

Ecrivons les relations (7) pour m=1, 2, -1, = 2, et combinons les rela-
tions obtenues entre elles. Nous démontrons ainsi que la série de terme général o
est rationnelle. Compte tenu du lemme 1, ceci démontre le lemme 2.

Abordons & présent la démonstration du théoreéme 1 dans le cas ol les deux valeurs

propres sont confondues.

Soit u = Zf (u , £) £ une série rationnelle & coefficients entiers algébriques,
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et soit b :Zf (b, f) £ une série rationnelle, ot (b, f) = Tr T uf pour tout
mot f .

ki +&

La représentation | étant une représentation du monofde libre Xe dans MB(E )

telle que toute matrice pf est inversible dans MB(_Q) , la matrice R étant dens
M3(1\T_) .

Supposons que toute matrice pf admette 2 valeurs propres de méme module. Pour
tout mt £ de X ,

(¢, £) = _iu_,__f_‘)_ est un entier algébrique.
Tr R pf
Tr R uf s'éerit aussi
— !
Tr R uf = 8p Ao+ bef+ u' £,
ou « P est la valeur propre réelle de module strictement plus grand que celui de

8. étant 1'autre valeur propre.
Brs P

Nous allons démontrer la rationalité de la série de terme général (c , f) 8p Qe ,
puis la rationalité de la série de terme général a}l.a? s ce qui démontrera la

rationalité de la série c .

Premiére étape.

Pour toute matrice pf , ot f= ol , nous avons det puf =a, ﬁ% s d'ou
det pf>0.

ki
Supposons dans un premier cas det pf = 1 pour tout mot f € XX , le cas général

sera traité par la suite.

%
Si f et g sont 2 mots de XX , nous avons

W)s, 5 (8 55 + 2xyy

fug). .=

(n pg)l, ;

Si 1'on établit une relation d'ordre sur les matrices de MB(__I\fe) par :
AgB si Aistij pour tout couple (i, j) , 1gi, j<3.

I1 est facile de voir que
pf < pf pg,

ug < pf ug,
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d'ou
orf<oz et o <«

fg g fg

or det uf pg= det pf det pg=1, d'ol

72 < J
oo o
(8)

2 < |

| “re “g
or

bf

(9) Terfzafaf_[l-l-a}x Bf].

En écrivant la relation (9) pour le mot fg , nous obtenons

Bfg
Tr R pf pg = afgafg[l + bfgxa ]
fg
or
Crg <]B_f
Q’fg Y
d'ou
B B 3 @
(10) b —i;gzb x“—i-‘—gx—gxf.

fgap, ~ f87 B @p @

Si le mt f s'éerit f = h, h 1'expression (10) s'éderit aussi :

2
B oy
, ¢ i h h @
(11) bfs-f-g:bfxg—fgx?—x'—lxo{lx;—,
€% g "8 Fr  Fn %n %r  “rg

nous pouvong continuer le processus de décomposition des mots f , ceci démontre que

a4 partir d'une certaine longueur n_ des mots, car b est un polyndme en la lon-

0 fg

gueur du mot fg‘.

A partir de cette longueur n, , hous pouvons donc écrire

(v, £) _ (uw, £) _(u,f)z R

= . y?
Tr R pf afa/f(l—Vf) ap @, n30

£

Donc les déterminants de Hankel de la série de terme général (u , f) "Zn>0 V?.
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tendent vers O lorsque la longueur des mots f croit, comme ce sont des entiers

algébriques, ils sont nuls & partir d'une certaine longueur des mots f .

La série Zf.[(c , f) afuxf] f est donc rationnelle sur 1'anneau des entiers al-

gébriques.

Démonstrons & présent la rationalité de la série de terme général d}l puisque
1

nous avons vu que la série de terme général a;_ était rationnelle.

3¢
Il suffit de remarquer que, pour tout couple de mots (f, g) de XX et pour

tout couple d'entiers p, p', p, p' > 1, nous avons 1'égalité

(12) a =a _y
gfp gfp
et donc 1'égalité des inverses ; par suite, les déterminants de Hankel de la série

de terme général ap  sont nuls 4 partir d'une certaine longueur des mots f , ce

qui démontre la rationalité de la série de terme général (af)'-l .

La méthode adoptée pour démontrer 1'égalité (12) est celle qui a été utilisée
dans le cas ou la représentation y était de degré 2. Elle est essentiellement cal-

culatoire.

En effet, si f et g sont deux mots de o dl , hous avons :

D v P 2P ,
Tr R pug uf™ = oh + (r+ pq) Pe = a o + 1, B + u
£ f [ 4 gfp gfp 1 gfp gfp
(13)
1 t 1
Tr R ug ufp = a' ap + (r + p' q) Bp = a y & y + L B ¢ + U y e
£t £ gfp gfp 2 gfp gfp

Nous nous plagons dans la base ol la matrice uf est écrite sous sa forme de

Jordan. En calculant le polyndme ceractéristique de la matrice g ufp et la déri-

vée de ce polyndme, nous obtenons B , ce qui permet de calculer « .
g g
En remplagent B et « » par leurs valeurs en fonctinn de <z? &b B? dans

les égalités (13) ? et remarftant qu'il y a unicité de 1'écriture des cnefficients

d'une série rationnelle, nous en déduisons que

S
O

a vyp,p' >1, Vg, fe XX

agfp = gfp' ’

ce qui termine la démonstration du thénréme dans ce cas particulier.

Etudions le cas général. Si pour tout couple de mots (f, g) de XX , nous
avons

x &

comme det uf pg = det pf det pg, il est immédiat que 1'inégalité suivante a lieu
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C2 2 2

lpfgl |Bf| IBgl

32 S T2 * T
fg £ e

Connaissant la majoration des coefficients d'un déterminant, nous pouvons majorer

ce déterminant [2]. Donc les déterminants de Hankel de la série de terme général
4
(14) (¢, ) 8p &y

tendent vers O tres vite lorsque la longueur du mot f augmente.

Ceci montre que la série 2 P (c, £f) £ est rationnelle sut 1'anneau des entiers
algébriques, ce qui démontre le théoréme 1.
3*
Etudions 1l'autre cas, qui est le cas ou il existe des mts f, g de XX tel
que

A, <o _ .
g

fg f

Démontrons que « et o.o sont deux quantités trés voisines.

(o)

ses valeurs propres sont dans les cercles suivants :

fg hig

Etent donnée une matrice A quelconque de MB('Q—F ) il est facile de voir que

(0) ; _
(15) |z = A7) ghy s 11g3 et xi_ZjA...

~ ~ 1.]

Dans le cas qui nous intéresse les valeurs propres snnt réelles, 1l'inégalité (15)

s'écrit donc
(0)
N PR
d'ou

(0) .
(15") 2<hy v AL, 15153

Cette derniére inégalité, écrite pour les matrices uf et tpg et 1'indice

i=1, permet d'écrire :
@p < (uf) | + Zj (pf)lj
d'ol

En effectuaht le développement du membre de droite, nous voyons que chaque terme

figure dans 1'expression d'un terme de uf pug, d'ol

4 . .
vpa, <1 maxi,J(uf p,g)i’;l
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(cette majoration est assez grossiére et peut &tre affinde), si

max. .(uf -
1, 3(0f ue); 5= (b uedg ¢
pour un certein entier k, o 1 g<kg 3.
Considérons la matrice AKK dont le seul élément non nul est le coefficient

(k, &) égald (uf pg)yy

QA‘K_K = (p:f ;.Lg)KK <afg ’
en remarquant que la fonction qui & toute matrice associe son rayon spectral est
une fonction croissente, la relation d'ordre sur 1'ensemble des matrices étant celle

qui a été définie précédemment. D'ol

cxfo(g< 144::fg -

Sinon, si
— hY 1
ma.xi’j(p,f p,g)i’j = (pf p,g)KK, i K#K
et
(lJ»f p'g)KK' >afg ’
on peut voir que max; J.(uf wg). | et «a fo sont équivalents.
s

1,J
Pour cela il suffit de munir 1'ensemble des matrices de MB(_If) d'une topologie
en remnarquant que

1im  (ufpgyn

N o4 fg

est une matrice idempotente qui n'est pas la matrice unité.

Ceci montre que max(pf “g)i j et « sont équivalents.
b

fg

Remarquons qu'il existe une sutre méthnde pour woir que « et max(uf pg)

fg K, XK'

sont équivelents.

Utilisons les inégalités suivantes :
min, .{(uf . . <o, < 3 max., .(uf .
1,008y § <ep, 1, 5(E 08y

gui ont liecu chaque fnis que la somme des lignes de la matrice pf pg n'est pas
constente [5]. En calculant les valeurs propres de la matrice B dont les coeffi-

cients non nuls sont si

nax (uf ug)i’j = (uf ug)K’K. = By
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et

min(p.f p’g)i,j = (p,f !J,g)mm' = Bmm, ’

les coefficients diagonaux égaux & 1 et les autres coefficients nuls, nous voyons
que

. 2
max(pf p,g)i’j x min(pf p,g)i’j <a“,

si le maximum des (p,f p,g)i j et min(uf p,g)i j sont sur la m@me ligne ou la m@me
2 ’
colonne. Sinon il suffit de considérer la matrice B' qui a des 1 partout sauf

aux coefficients qui correspondent au meximum et au minirum :

1] —
(B')g o = max(uf pe)y

(B')m,m' = min(pf ug)i,j
et
v, 3, (d,§)#E,K) ¢ (m,n),
alors
B:!L,j =1.

En examinant tous les cas nous vnyons que la borne o:fa'g < 14 afg est une borne
acceptable. D'ol
1
14

2 2 2 2
°! = = 14
Q(fg'afg affoxang 1 angfgx

D'ou 1l'inégalité suivante :

|8, | 18, I8l
g o flhx . &
o [¢'d o
fg f g

or ﬁz x |8gl/ap est plus petit que 1 dés que f est un mot de longueur assez
grande. Donc les déterminants de Hankel de la série

zf[(c , ) afaf] £,

tendent vers O trés vite sur 1l'anneau A, et sont en mpdule < 1 « Donc la série

o est rationnelle sur 1l'anneau des entiers algébriques.

2. BEtude du cas ot une matrice pf admet une valeur propre complexe.

Soient B et B les valeurs propres de le matrice pf . Supposons 3 £ B « Nous

avons dans ce cas le lemme suivant :

LEME 3, - L'algébre 9 engendrée par la représentation p et la matrice R est

une algébre réductible sur C .
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Démonstration du lemme 3. = La matrice pf admettent deux veleurs propres B et
é' distinctes est diagonalisable.

Plagons-nous dans la base ol cette metrice pf est diegonale. Pour tout entier

n la metrice pf° s'éerit

0 o
o 8% 0
o o B

%
Soient g un mot de XX , et pg son image par la reprdésentation y . Dens

cette base, la matrice pg s'éerit :

a ¥ %
* e *
* % j

les coefficients a, e, j étant dans C.

Nous avons dnnc
=3
(17) Trp,fnug:aozn+e[3n+j3.

En séparant les parties réelles et imaginaires dans la relation (17), nous awons,

si
. n .
a=u+ iv B" = a + id
n n
e=f+ig et anan-idn
j=k+ il
d'ou
"u+ral(f+k)+alt-gel
et
n
(18) o v+ an(g+,a)+dn(f-k)=o.

Si v# 0, la relation (13) s'écrit aussi :

o - (g e+ )+ d(f-K)

o =
v s

d'olu

5 f-k
o leralsle-u

o™ < |6" %k, ob K

d'od czn/ g" ¢ k pour tout entier n , cc qui est impossible puisque o/|B|] > 1,

d'ou v=20.

Or Tr uge N , nous avons donc
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I
o

(19 g+ 4
d'oy 4 (f-k =0.

Or nous avons supposé d.n #0 pour n =14 Ceci montre que nous avons la rela=-
tion
(20) f—k:O.

Les conditions (19) et (20) montrent que e = j pour toute metrice ug .

Pour toute matrice pg , ainsi que pour la matrice R, nous awvons les 2 relations

suivantes :

C(a1) ((ue),, e R

(22)  {(u8) gy = (i) 5

(211) an €eR,

1

(22%) 322 = 333 .

Nous explicitons les 2 relations (21) et (22) pour le produit de 2 matriess ph
et ph' , o h et h' sont deux mts de XX .

Si les matrices ph et ph' s'éerivent respectivement

a b ¢ fat b' ¢!
— h! - 1 ! 1
ph={d A22 e et ph' =1d A2 5 ©
7 v 3T
e Ay e Ay

Les 2 ceonditions (21) et (22) permettent d'éerire les conditions suivantes :
(23) [bd' + cf'e R,
(24) |bd' + e'g = cf' + gle

Les 2 conditinns (23) et (24) démontrent que
(25) db' et cf' € R

(26) eg' - ge' € R

(26") geeR

A 1'aide de la relation (26') explicitons la relation (26).
En faisant les calculs nnus démnntrons que

(27) eg'e R.
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Soit ‘@ 1-algébre engendrée par la matrice’ R et les matrices pf sur 1?. Si
0 n'est pas triangulisable, auquel cas elle est bien entendu réductible, il existe
au moins un mot ho de XC pour lequel les 4 coefficients d, £, g, e de la
matrice uho ne sont pas tous nuls, et soient

0 0 O
Al la metrice d 0 O
-f -g O
st 0 0 0
B la matrice{ 0 O e |.
0O 0 O

#*
Pour trut mt h de XX et pour la matrice R, nous avons, d'aprés les rela-
tions (23), (24), (25), (26), (27), la relation suivante :

(28) Tr A ph+ TryghB=20
1B B

(28") TrAlR+ TrREB=0.

[La matrice ph (resp. R ) étant la matrice dont tous les coefficients sont con-
jugués de ceux de la matrice ph (resp. R ).]

Soit M une matrice de 1'algébre 2 sur la base (ph; sou 0<J< n2 - 1.

Fn convenant d'appeler R, (ue),, M s'écrit donc

M=2.«.(uh)., doy H=2.&.(gh).
5 luh) g, dlob 5565

2
o}
c:;

Tr A M-Tr¥MB="Tr2, [¢. A (uh). -&. uF. B] &
! g log Aluh)y ey uty B

En calculant la partie imaginaire, et en tenant compte des relations (24), (25),

(26), (27), nous voyons que
() Troh M-Tr¥BeR, VvMed.

Or les matrices A, et B ne sont pas nulles, donc la relation (29) n'est pas

triviale. L'algdbre ¢ est donc une algebre réductible sur C .

I1 existe donc une base dans laquelle les matrices de 1'algébre 2 s'écrivent

OU Py s By o Uy sont des représentations, u, ¢teant une représentation de degré 1,
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Si p, et W3 sont toutes deux de degré 1 , alors l'algébre ¢ est une algé-
bre triangulisable. Par un raisonnement élémentaire sur les modules des valeurs

propres, on démontre que

by f:czf pour tout mot f,

ce qui démontre en méme temps les lemmes 1 et 2.

Sinon, si Wby st une représentation irréductible de degré 2 , alors W3 est

la représentation nulle.

Dans ce cas, par un raisonnement sur le module des valeurs propres on démontre

que
si By f:af pour un certain mot f de XX ’
alors
by g:ag pour tout mot g de XX .
. n 3%
I1 suffit de raisonner sur les mots e g ou p,nel .

Si p, f=Bp pour un certain mot f de XX , alors de la mdme maniére nous

avons :

Ry

b, &= Bg pour tout mot g de XX .
En raisonnant simplement sur le module des valeurs propres, nous voyons dans ce cas

f

La démonstration du théoréme se fait exactement comme dans le cas ol les 2 valeurs

particulier, que Qfg =« c.fg » Ceci démontre & la fois le lemme 1 et le lemme 2.
propres sont confondues et ol « g > o fa'g .

3. Etude du cas ol une matrice pf admet 2 valeurs propres réelles opposées.

Toute matrice pg admet 2 valeurs propres Bg et eg g, ou eg = Z1 . Remar-
quons que eg conserve la rationalité, En effet, si X = (xl g eee xn) est 1'al~-

phabet, et si, pour tout i , nous définissons 1'application ' par

i

‘A
IA

! X, = | det p,xil-l , 1 n,

qui sera prolongée & X par multiplication, alors pour tout mot f nous avons
det pf x p' £=ef o
Donc la série Ef (ef) £ est rationnelle.

La démonstration du lemme 1 est immédiate dans ce cas. En appliquant les mBmes
méthodes que dans le cas ol la matrice uf a 2 valeurs propres confondues, nous dé-

montrons que la série Zf [(1 + ef) cvf] f est rationnelle, or

zf[(1+ef)af]f=22 ) £,

f/ef=1
donc la série Zf/ef:l (a»f) f est rationnelle.
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La série Zf (ef) £ étant rationnelle, la série de terme général
(1 =¢ef) Truf =2 Tr uf = 2a/f si ef:-l =.0:81 ef=1

est rationnelle. Donc la série Zf/ef——l (awf) f est rationnelle. Donc la série

Zf (@ f) f est rationnelle, et le lemme 1 est démontré dans ce cas.
Pour démontrer le lemme 2, nous nous ramenons & un cas qui ressemble au ler cas.
En remerquant que la série 2 £ (Tr R p,fz ) £ est rationnelle, et en développant son

terme général qui s'éerit

2

2 2
Tr R pf™ = apas+ bf(Bf)

et en appliquantles methes techniques que dans le ler cas, nous obtenons la rationa-

1ité de la série de terme général ap oz?. . Or la série de terme général a}l est

rationnelle. Ceci termine la démonstration du lemme 2.

Le théoréme se démontre ensuite exactement comme dans le ler cas.

Troisiéme partie.

4, Etude du cas général lorsque N = 3.

Le cas général est celui ou il existe un mot = de XX tel que la matrice

Wy admette 3 valeurs propres aq, Bo1 BO de modules différents.

Soit, en notant toujours par o la valeur propre de module maximum,
> I8l > I8y -
Pour tout mot £ de yodl , hous avons donc la relation
— ! ! b — 1 !
Tr R uf = 8p0a+ bf8f+ bef+ u, ot u=0 si Bf;é Bf.

Le terme général de la série c¢ s'éerivant :

(u, 9 (u, 9)
(30) () £ =iz = 5, B; SLBr  u
afarf(1+——x&—-+—-—-+a )
£ % fr% %%

¥ 3
Les matrices uf étant dans MB(-I.\I. ) pour tout couple de mots f, ge XX

Or det pf pg = det pf det pg , ce qui s'éerit aussi
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B B! B B! oL o B B!
T g =t e (B B R
fg fg f f fg g g

Si, comme nous 1'avons vu dans le cas ou les valeurs propres sont confondues,
1A 1 ey 2 N . _
affag/arfg <k, d'ou (IBfgI/afg) x (|Bfg|/a/fg) est une quantité trés petite lors

que la longueur des mots fg croit, il s'en suit que

|8l I8l
£, 5.11. —> 0 trés vite.
Yp £

I1 existe donc une certaine longueur n_ des mots telle que la relation (30)

0
peut s'éerire :

: f) n
(31) (c’ f) aja,.= (a’ T T =(a’ f)Z Uo
£ f bf Bf bf Bf N n>0 °f
l+-a—x&——+~a—x&-—+aa
bl £ f f £ f
ou
'b B 'b' Bf
-ufz-ggx&-i-‘+-a-i:xa—/§ EE-&-— et luf|<l si |f| >ng .
f f f f £ f

Les déterminants de Hankel de la série de terme général (c , f) 2p Ay 9 qui sont
des entiers slgébriques, tendent vers O trés vite et leur module est < 1 lors—
que la longueur des mots f augmente. Ils sont donc nuls & partir d'une certaine
longueur des mots f « Donc la série de terme général

(32) (¢, ) 8pdp
est rationnelle sur 1'anneau des entiers algébriques. Or
(a, £f) = (¢, £f) x Tr R puf,
d'ol
(a, £) x e p = (c, £) fpdp X Tr R uf .
"Donc la série de terme général :

(32') (a, f) x 8,

est rationnelle sur 1l'amneau des entiers algébriques.
Ceci démontre que, pour tout entier n, n>1, la série de terme général
n n
(33) (c, ) 8o &
est rationnelle sur 1'enneau des entiers algébriques.

Pour terminer la démonstration, il suffit d'examiner les différents cas selon la

matrice R .

Si R=AI, oi A # O, donc ap = A pour tout mot f . I1 est immédiat, dans ce

cas, que la série de terme général (c, f) «

P est rationnelle. Donc pour tout
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entier n , la série de terme général

(33") (¢, ©) a/ril.
est rationnelle.

Yoy étant une valeur propre de la metrice uf , vérifie le polyndme caractéris-

tique de la matrice pyf , soit

3 2 -
X +a1X +a2X+a3-—O,

d'ou

(34) (c,f)[ozg+ ala§+ azozf]:-(c,f)QB.

a, et ay s étant des fonctions symétriques des valeurs propres, sont d'apres la

proposition (30) de la premidre partie des termes généraux de séries rationnelles.

Or -«, = det uf , donc la série Zf (¢, f) £ est rationnelle sur 1l'anneau des

3

entiers algébriques.

Cas ou R appartient au centre de 1'algébre O engendrée par les matrices uf ,
et R#DMN .

Ce cas est aussi le cas ou l'algebre @ est une algébre triangulisable sur )
d'ol

ap= 2, si Iflxizlglxi

Donc, Vh, h'e X ,

pour tout x, € X = (x1 s sas xn) ’

Shrh' = Phgh' ?
d'ou

-1 -1
Snrh! = Phgh'

Les déterminants de Henkel de la série de terme général af.1 sont tous nuls. La

série de terme général a;_.l est rationnelle. La série de terme général (c , f) @e

est donc rationnelle, et la suite de la démonstration est identique au cas précé-
dent. La série c = Zf (¢, £) £ est donc raticnnelle sur 1'anneau des entiers al-

gébriques.

Cas général. — Soit uf 1'image d'un mot f de XX . Dens la base o la matrice
3%
uf est triengulisable, nous avons pour tout mot g de X et pour tout entier

n=1,
(35) Tr R ug p,fn = Tr PR p,g Pﬁl P p,fn P-l .
P étant 1a matrice de passage.

La reletion (35) s'éerit aussi ;
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(36) TrRpg ufn

-1 -1 - ~1
= (PR g P )11“’2* (PRyug F'),, 83+ (PRug P 1)33 Bl + (PRyug F1)y, uf

A — L4 1
oh uf=0 si B8 £ £ 8 P
L'idée de la démonstration est de prouver que

s
a vgeX , Yyn,n" =21,

a ~ t 9
gfn gfn

et d'utiliser la continuité de la fonction déterminante au voisinage du point O .

Or si N => o«

Tr Pug FlL.pu Pl oo .

g
D'autre part,
(37) Tr Ppg PP P> (Pug P o},
d'ol
-1 n
(38) o ~(PpgP )llozf.

gt

D'autre part, nous avons

Ter,gp,fn:a x I e

o + b B + b _B' 4+ u
gf gff gffn gf  gf gf gt

(39) Ir R pg p,fn — quand n —==> © ,

o
gf-n gf-n
En comparant les relations (37), (38), (39), nous en concluons que
(PR yug F)

H 11

(40) a ~
gt (P ug P"l)]LjL

Remerquons que (P pg P"l)ll # 0 . En effet, si (P uf P_l)11 = 0, on aurait
2 —1 — . —l n "".1 "'1 'n
Tr Pug uft F = Trpg uft = (P g P ) Bpr (Pug F)gonu v (Pug F )y PY
a4 partir d'une certaine longueur dés mots f et d'un indice n , on aurait
Tr pg pf < Tr uf" ,
or ug p,i"“ > p,fn , d'ol
Trp,gp,fn>Trp,fn.
Pour tout indice n , 1l'expression (40) a un sens, d'oh si (PR pg P—l)ll #0,
-1
o (Pug P,

(a ~
gfn (PRp,g P-l)ll
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2.0 -1 . S s, 2 »
Donc la série de terme a est rationnelle. Les séries de termes généraux, egaux
3

f
Donc la série c = Zf (¢, f) £ est rationnelle sur 1'anneau des entiers algébri-

respectivement & (¢, f) @ s (¢, ) af, et (¢, f) @, sont rationnelles.

ques, ce qui termine la démonstration dans le cas ou N = 3,

Quatriéme partie

5. Démonstration du théoréme 2. (cas ol la représentation est de degré quelconque) «

THEOREME 2. - Soit u =y o (w, £) £ uno série rationnelle & cosfficients entiers

algébriques. Si pour tout mot f,

est un entier algébrique, . étant une représentation inversible de X dens

MN(E“) , alors la série c = Zf (¢, £f) £ est rationnelle sur 1'anneau des entiers

algé,brig_ues.

Démonstration. - Elle est exactement identique 3 celle faite dans le cas général
et o N= 3. En effet si, pour tout mt f, Tr kK pf s'éerit :

(41) Tr R uf = a o, + XlgisN—l (bif Bip uif) .

oo étant la valeur propre réelle de module maximum, il existe un entier g tel
que, si

—Uf =D . X +
1igi=-1 ap o 8p @ a
alors |ug| <1 dés que |f| >n.
Par les mmes techniques de mejoration, on démontre que la série de terme général
(42) (¢, f) 8, ¥

est rationnelle.

Puis, que pour tout entier n > 1 , la série de terme général

1 n n
(42') (¢, ©) g U p
est rationnelle.

Si la représentation | engendre une algébre triangulisable sur G alors
a.= a V£ geXX* tel que |f]. = |él pour tout x, € X = (X, ,X. ymyX )
£ g? 0 7? ’ Xy Xy i 12722 n

La série de terme général a}l est donc rationnelle. Donc la série c::Zf(c, f) £

est rationnelle sur 1'anneau des entiers algébriques.

Si 1'algébre engendrée par la représentation | n'est pas triangulisable, il
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suffit de remarquer que, pour tout couple de mnts f , g de XX* et pour tout
entier n , ‘
-1 n
(43) [# ~ (P we P ) (e’
gfn 11 7 f
( P étant la matrice de passage qui permet d'écrire la matrice pf sous sa for-
ne triengulaire supérieure), d'ou

n

TI’Rug p,fn: TI‘PRp,g P-l prn P-1~ (PRU,g P-l)ll Q’f

Ter,gp,fn~a &

gt gt
d'ou 1
(PRug Py,

~ Y

a
)
g (Pug F1)

Si (PRug P"l)l # 0, alors

~1

a nN .

-1
gt (P R V723 P )11

1

Donc la série
-1
(44) Zp (ap) £

est rationnellc, toute matrice pf vérifiant son polyndie caractéristique, qui

s'éerit

Xn+al,XN-1+...+aN_lX=aN,Of) aNz(-l)Ndetufo

En tenant cormpte des relations (42') et (44), nous voyons que la série c:zf(c,f)

est rationnelle sur 1l'anneau des entiers algébriques.

Ce cas général dérontre cussi de meniére plus rigeursuse le résultat énoncé en

[2].
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