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FORMULATIONS ALGEBRIQUES DE LA CONJECTURE DE LEOPOLDT
ET APPLICATIONS

par NGUYEN-QUANG-DO Thong ()

Soient k un corps de nombres, et p un nombre premier fixé., Le but de cet ex-
posé est de donner (sans prétendre 8tre exhaustif) diverses formulations algébriques
de la conjecture de Leopoldt pour k et p , aveec, pour chaque formulation, des

applications en direction de la démonstration de cette conjecture.

On notera toujours r et r, les nombres respectifs de places réelles et com-

plexes de k, et p = L+ Iy = 1 le Z-rang du groupe des unités Ek de k.

1. RaEEels.

Soit (ui) un systéme fondamental d'unités de k . On pose la matrice

R.p = (logp L(ui)) ,

ou logp désigne le logarithme p-adique, et r parcourt les plongements de k
dans 0 = complété de Q_).
, (= comp )

CONJECTURE Dk LEOPOLDT. - Le rang de la matrice Rp est maximal, c'est-a-dire
dgal & o

Si le corps k est totalement réel, cette conjecture équivaut & det Rp 40,

c'est-a-dire & la non-nullité du régulateur p-adique [7].

Par des méthodes "a la Baker", A, BRUMER a démontré le théoréme suivant.

THEOREME 1 (BRUMER [1]). - Si k est une extension asbélienne de Q ou d'un corps

quadratique imaginaife, k vérifie la conjecture de Leopoldt.

Pour d'autres résultats de type analytique, voir par exemple 1'exposé d'EMSALEM

(3]

2. Traduction par le corps de classes.

I1 est immédiat que le rang de R.p ne change pas si 1l'on prend, & la place des

engendrant un sous-groupe de E_ d'indice fini. On prend

u, des éléments de E
i? k

.
d'habitude le sous-groupe Ei , défini comme suit.

(*) Texte regu le 4 octobre 1982.
NGUYEN-QUANG-DO Thong, 49 rue Pierre Valette, 92240 MALAKOFT.



19-02
Pour toute place v de k au~dessus de p , soit Ui le groupe des unités

. . sy 2 T P .].__"1" l
principales du complété kv de k. Soit U = iv/p Uv . Posons

Ei ={xe B, i(x) e Ul} ,

pour la topologie-produit. Par le corps de classes, nous avons une suite exacte :

(*) 0 —> Ul/i(Ell{) —> Gal(M/F) —=> & -=> 0,
ou Fk = p-extension abélienne maximale non ramifiée de k,

Mk = p-extension abélienne maximale non ramifiée en toute place de k ne di-

visant pas p ,

A

I

p-groupe des classes d'idéaux de k .

Posons enfin §(k) = rang Ker(Ei @_gp — i(Ei)) (cet homomorphisme envoie

uj ® 8 sur i(uj) d 5 41 et surjectif).

THEORMME 2. - Les conditions suiventes sont équivalentes :

(i) x vérifie la conjecture de Leopoldt,

(ii) rangy X, =1l+r,, o % = Cal(M,/k) ,

(iii) s(k) = 0 (6(k) est appeléd le "défaut" de la conjecture de Leopoldt).

Preuve. - En prenant les Z%—rangs dans la suite exacte (%), on a :

rang.gp X, = ranggp Ui - rang, i(Ei) =r +2r,-p+ s(k) = 1 + r, + s(k) .
~p

Q. E. D.
Une autre fagon d'exprimer la condition (ii) est de dire que k doit posséder

exactement (1 + r2) Z%—extensions indépendantes.

Remarque 1. - Au lieu de considérer seulement les places de k divisant p , on

peut introduire un ensemble fini S de places de k , contenant toutes les places

divisant p . En désignant alors par Mk la p-extension abélienne maximale de k
non ramifiée hors de 8, et X = Gal(Mk/k) , le théoréme 2 reste entiérement va-

lable.

Application. - Supposons maintenant que k contient le groupe by des racines
p-iémes de 1'unité. Suivant BERTRANDIAS et PAYAN [2], introduisons les deux sous-

groupes suivants de K /P
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3 = {a € kx/k><p 3 k(r\)/'a) se plonge dans une §p~extension de k} ,

= {ae x¥/K¥P ; k@ 3) se plonge, pour tout entier n , dans une surextension
cyclique de k , de degré égal a pn} .

En notant dim la dimension sur le corps Ep y il est clair que dim y, 2> dim g,
(pas d'égalité en général), et dim & > 1+ r,, avec égalité si, et seulement si,
k vérifie la conjecture de Leopoldt (voir théoréme 2). Pour que k vérifie Leopoldt
il suffit donc que dim Uy = 1+ ry .

Exemples ([2], [8]).

(1) p=3, k=a(~2, Jd) .
Pour d==-2, -5, -11, =14, - 17, - 35, dim¢k=l+r =3.
Pour d= 83, dimy, =4 .

(ii) p=5, k

i

QT , ”p) , alors dimy, =2+ r, .

(iii) k= Q(HP) , P irrégulier, alors dimy, > 1+ r, .

(iv) p=3, k=Q(~1,J7, f/b?) , avec o = - 3(2 + J7)2 . On vérifie que
k= QTN , ot N=Q(/~3, /7, /8+4F 3) (corps diédral), et dimp,=l+r, .

PA N\
THEOREME 3 (MIKI [8]). - Les conditions suiventes sont équivalentes :

(1) dimlyk:l+r2.

(ii) X,
1'unité contenues dans le corps L.

l+r, N ;s .
:x’gp 2 (Hv/p e, )/p,k , o p; désigne le p-groupe des racines de

Exerple. - p=3, k=0Q/Z+ 353)(4+ 3~3) , uy) + Alors X, ~(%/3)%(2,)°

3. Traduction par la théorie d'Iwasawa.

Dans toute cette section, ka/k désigne la Z -extension cyclotomique de k ,
r = Gal(km/k) , A= Zp[[F]] ’-*‘gp[[T:]] (1'algébre d'Iwasawa des séries formelles
en T, & coefficients dans Zp ). Deux modules d'Iwasawa vont intervenir de fagon

essentielle ¢

M =1la p-extension abélienne maximale de k_, non ramifiée en toute place de
k e divisant pas p, et X = Gal(M /k ) »

L= la p-extension abélienne maximale de k_, non ramifide, décomposant tota-
lement toute place de k_ divisant p, et Y = Gal(Lq/kw) .

X, et Y_  sont des A-modules, via 1'action naturelle de T .

On peut maintenant compléter le théoréme 3.
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7 N .
THEOREME 4 (GILLARD [4]). - Si dim Y= 1+ r,, alors Y =0. La réciproque

est vraie si aucune place de k au-dessus de p ne se décompose dans kw/k .

Les modules Y et X  sont 1liés par un résultet foncamental d'IWASAWA [6]1.

Soit NOo 1'extension de kOo obtenue en ajoutant toutes les racines pn-iémes
( n vadsble) des p-unités de k_. Alors Gal(Md/Nm) est quasi isomorphe & Y ,
ot la notation (.) signifie qu'on a "tordu" le module Y par le caractére cy-
clotomique. Le module X = lui-mBme vérifie le théoréme suivant.
/ \
THEOREME 5 (IWASAWA [6])e = On a rang, X =r,.
L A e

COROLLAIRE 1. - On a 6(k) = rang, X = rang, T . En particulier, k vérifie

o©

la conjecture de Leopoldt si, et seTlement si, Z%i =0, si, et seulement si,

Y:Oo

[oe]
Preuve. - D'aprés le théoréme de structure pour les A-modules, on a :

A
rang, X /TX = r, + rang, X .
g, /T = rp v Ty X,

Or la théorie de Galois fournit une suite exacte
0 -=> X /TX —> X, —> _g_p - 0 .
Qe Eo Ds
COROLLAIRE 2. - Soit (kh) la tour canonique des extensions cycliques contenues

dens k /k . Alors les défauts 6(kn) sont bornés ("forme faible" de Leopoldt,

voir [5]).

r
s s n N .
Preuve. = Comme précédemment, 6(kh) = reng, X =, o T :rGal(k /kn) . Or X_

est un A-mwodule wnoathérien, donc la suite {85 sous-modules Xwn est stationnaire.
QD E. D.

Remarque 2. — IWASAWA [6] a montré que X_n'a pas de sous-module fini non nul.
La condition XZ = 0 équivaut & ce que T ne divise pas la série caractéristique
de X .

@

4. Traduction par la cohomologie galoisienne.

Les notations sont les mdmes que dans la section 2. En outre, désignons par Gk
le groupe de Galois de la p-extension (non abélienne) meximale de k , non rami-
fiée en toute place de k ne divisant pas p . Soit d (resp. r) le nombre mi-

nimal de générateurs (resp. de relations) du groupe G o Per définition, on a

Lol P
d_dlmH(Gk,_gp) et r_d:LmH(Gk,Ep),
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et 1'on sait que -1+ d - 2= r, (caractéristique d'Buler-Poincaré). Par des

considérations de suites spectreles, on montre le théoréme suivant.

PO :
THECRRME 6 (voir [9])s = Soit K une extension galoisienne finie de k , non ra-

mifide hors de p , dont le groupe de Galois est un p-groupe G . On a une suite

exacte de (Z_ G)-modules.
e ——————— -hp ——— e—————r——

(3¢) | 0 - A(K) —> (2, o) R Rgb(G) —> X -0,

ot A(K) est le dual de Pontrjagin de HZ(GK , g_p/zp) , et le module Rgb(G) est

le "module des relations™ de G, défini comme suit.

Considérons G comme un quotient du pro-p-groupe libre Fd & d généreteurs.
Soit R, le noyau de la projection T

4 4 -=> G . Par définition, Rgb(G) est 1'abé-

lianisé de Rd , sur lequel G opére naturecllement.

COROLLAIRE. - On a §(K) = rang, 4(X) « En particulier, K vérifie la conjecture
. ; . 2
de Leopoldt si, et seulement si, (GK , Bp/_%p) =0.

Preuve. =~ I1 suffit de calculer les Ep -rangs dans la suite exacte (*?i-), en sa-
chant que rang, Rgb((}) =4+ G(d-1) + 1.
~p

Qe E. D.

Propriété fonctorielle. = Soit L/k une surextension contenant K/k « On a un

diagramme commutatif s

U
X, ==t X
XK
ou can est 1'homomnrphisme canonique Gib —_— sz s Ver est le transfert
6% > 6%, et u est la norme g0, E=Gal(y/K) .

K L

/N . '
THEOREME 7. - On garde les hypothéses du théoreme 6. Si k vérifie la conjecture

de Leopoldt, alors K la vérifie également.

Preuve. - D'aprés le théoreme 6 et la propriété fonctorielle, on a un diagramme

commutatif aux lignes exactes :

r ab
0 —> A(E) —=> (_g_p G - Ry (G) —mmmmmmm> X ==> 0

K

Vool L

0 =—> A(k) == (ﬁz_p)r - R;‘b(l) = (__z_p)‘jl —> X ~=> 0



19-06
ou les fléches verticales sont las fléches canoniques.

On en déduit deux diagrammes commutatifs :

" ab
0 ==> p(K) —> (gp Gf’-4>1K —> 0 et 0 > Ty —> Ry (G) -= X =-=>0
r d
o__,>A(k)..-.>(Z_p) ...._>Tk._.>o 0.....>'_[‘k....>(z) —> X, —>0

De plus, par définition du module des relations, on sait que le transfert
Rgb(l) _— R:b(G) est injectif. Le lemme des cing et la propriété fonctoriclle

montrent alors que u(TK) =T, , 00 v= ZceG o .

r

Supposons que k vérifie Leopoldt. Alors T, = (_Z_p)r , d'ou u(TK) =~ (Ep) ,
d'ou u(TK/p TK) >~ (f_p)r . Comme T, est sans torsion (en tant que sous-groupe de
Rgb ), il résulte d'un leme de représentation modulaire bien connu que le (Zp G)=

module TK admet (-?-p G)r come facteur direct. Un calcul de ~Z_p -rangs doens la

suite exacte (¥*) montre alors que reng, X g1+ 4| G r,, i. e« K vérifie
~
Leopoldt.
Qo E. D.
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