PIERRE JARRAUD
Jacobiennes des courbes de Mumford

Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 9, n°2 (1981-1982), exp. n° 18, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1981-1982_ 9 2 A1_0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1981-1982, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=GAU_1981-1982__9_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Groupe d'étude d'Analyse ultramétrique 18-01
(Y. AMICE, G. CHRISTCL, P. RGBBA)
9e annde, 1981/82, n° 18, 6 p. 8 mars 1982

JACOBIENNES DES COURBES DE MUMFORD

par Pierre JARRAUD ('(-)

1. Introduction et notations.

(1.1.) Soit

K un corps local d'anneau des entiers R et de valuation v(v(K*) = _?_) .

C la cldture algébrique complétée de K .

r < PGLZ(K) un groupe de Schottky (i. e. tout élément différent de 1'élément
neutre peut 8tre représenté par une matrice dont les deux valeurs propres sont de
valuations différentes). On sait qu'un tel groupe est libre. On notera Yio s Vg
une base de I' , et encore vy, , «.. , Y, une base de T=r/[r, '] (qui est abé-

- g -
lien libre). On note vy la classede ye I' dans T .

Soit £ 1'ensemble des points fixés de T - {1} et Q= Pl(K) -2 . Alors
S = /T est une courbe projective de genre g dite courbe de Mumford.

MUMFORD [ 8], MANIN-DRINFEL'D [7] et GERRITZEN [2] ont montré que 1'essentiel de la
théorie complexe des jacobiennes peut 8&tre obtenu dans le cas p-adique. A priori,
les obstructions ne manquent pas : une théorie additive est impossible (par manque
de sous-groupe discret dans K& ), et il n'est pas évident d'obtenir des périodes
d'intégrales ebéliennes. Mais (cf. [4] chapitre 2, § 6) si A est un réseau de _Q_g,

on sait qu'on peut choisir une base (el g eeo eg) de Eg , et g vecteurs

g, >\1,

N s see s }\g de _Q_g tels que (el y eee 5 ©
A o Les conditions de Riemann indiquent que le tore analytique _Q/A est une varié-

cee )\g) soit une base de
té abélienne si et seulement si, la matrice 7 des Ay sur les e; est symétrique
et Im Z est définie positive. Appliquons 1l'exponentielle exp 2imz ; la partie de
A , engendrée par e , .eo , & _, vasur L, et on obtient un sous-groupe (mlti-
plicatif) discret A de (_Q:e)g , le quotient étant isomorphe & G/A . C'est cette
théorie multiplicative qui passe au cas p-adique, 1l'existence d'une polarisation

assurant 13 aussi 1'algébricité du tore analytique.

(1.2) On trouvera les démonstrations de ce qui suit dans le chapitre 2 de [3] dont

on adopte les notations.

Soient a et b deux points de  , le produit infini Hyel" (z = va)/(z - yb)
définit une fonction méromorphe sur Q (de zéros les vye.a , et de poles les vy.b

pour vy déerivant T ) notée o(a, b3 2z) . Cette fonction est automorphe :

(*) Texte regu le 6 juillet 1982, _
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3 ,
Vael, dcl) ek , vzeq, 6la, b; z) = cl@) 8(a, b3 &ez) .

L'application I —> K , o w=> c(@) , est un morphisme de groupes appelé fac-
3 ’ oo

teur d'automorphie de 6 .

Si e Q et aoe ', on pose uo{(z) =9(a, et 3 %) ¢'est ume fonction ene-

lytique sur Q , ne dépendant pas de a sans zéro, et vérifiant

ua(z).uB(z) = uch(Z) .

On note ¢, le facteur d'automorphie de wu , on a donc cQ,(B) = (uq(z) )/(ua(Bz))

et notant (z1 s Z z4) le birapport

23 %30
Zl-ZB.Zz-ZB

. -~ ’
Z].—Z4 Zz 24

on a

CQ(B) :ﬂYeI‘ (z , Bzo 5oya , ya) .

Enfin si ae Q , on note a sa classe mdulo I' dans 3.

2. La positivité de la matrice des périodes.

(2.1) Définitions. — Pour o et B dans T on définit un scalaire de K par

Qe 5 B) = ¢, (8) .

Des propriétés rappelées ci-dessus et de 1l'invariance du birapport de quatre

points de pl (K) sous PGLZ(K) découle la proposition suivante.

PROPOSITION. -~ Q est une forme bimltiplicative symétrique.

Donc si « (ou B ) est un commutateur Qe s B) =1 , et @ induit une forme

bimltiplicative (on note T mltiplicativement)
FxT->kK @,B -=@,d=0, s .

(2.2) Définition. - La matrice de ( , ) relative & la base (yl y see yg)
est appelée matrice des périodes.

{EZOREME (DRINFEL'D). - La forme v{({@ , BY) , [ x I —> Z , est définie positive

(i. e« v{@ ,@)) >0 si ae T - {1} ).

Démonstration. - On la trouvera dans [6] ou [7].

On introduit l'arbre A de PGLZ(K) et A. le sous~arbre engendré par les axes

T
des yer - {1} .81 Z 5 Zy s 235 %4 sont des bouts de A , on montre que

, e s ——>
v(z1 y 25 3 z3 s z4) est donnée par l'indice de recouvrement des axes zl z2 et

7y 2y o Cela permet d'exprimer ensuite v({& , @)) en fonction d'une forme définie
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positive sur les 1-cochaines entiéres sur AT/T .

Signalons une démonstration d'inspiration différente dans [2], chapitre 6, § 2.

3. ’(\}'onstruct&:\lgg_\de la jacobienne. - Soit

Hom(T" , K') = Hom(F R K') = (£)8 par le choix d'une base de T

T =
A={Ae T; TaeTl, A=, facteur d'automorphie de ua}
=f{he T: Ec?el-“, Tvel, ?\('r)=<§;&>-

(3.1) PRVPISITION. - L'spplication ¢ 3 [ ==> T, @ t==> (y 1==> (y, @) ,
induit un isomorphisme I ~=-> A (et A est donc un groupe abélien libre de rang

g)e
Démongtration. — La bimltiplicativité de ( , ) feit que A est un sous-groupe
v(@ , @)) = 0=>q = 1 donne 1'injectivité.

ot s

de T, et ¢ un homomorphisme.

est un sous-groupe discret de T .

(3,2) PROPOSITION. ~ A

A est un sous-groupe, il suffit de voir que toute suite

Démonstration. — Comme
pour A et )‘n dens A .

convergente est stationnaire. Soit donec A = limn—-)m )\n

IT existe un entier ng tel que,

Tnzng, Vi=l, ..,g, V(?\(yj)) = v(?\n(yj)) s

d'cu par linéarité

Vyel, v(xy) = v, (y)

Prenons des ¢ et ¢, dans I tels que AMy) =4, V), )\n(y) = (En s YD)

alors

vnzng, Vyel, v((Ge, , V) =0

-~
commz la forme v({(. , »)) est non dégénérée, on obtient ¢ = -e-n , Aol A=)
pour n 3 ny e

J = T/A a une structure naturelle d'espace analytique ri-

(3.3) Pr. .POSITION. -
gide (on parle de “tore analytique" )

Référence. - G'eost une conséquence classique de (3.2) (ef. [1] VI. 4, ou [3]
chepitre 3, section (2.4)).

(3.4) THEOREME. — J est une variété abélienne (autrement dit, est une variété

(algébrique) projective qui est un groupe algébrique).
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Démonstration. — Grice au théoréme de positivité (2.2) et & la proposition (3.1),

T/A est mni d'une polarisation et, comme dans le cas complexe (cf. [4], chapitre

2, § 6), 1'algébricité en résulte. Plusicurs approches sont possibles.

(3.4.1) Suivant [1C], on construit 1'anneau & des fonctions "théta" assocides
4& Q. On montre que c'est une K-algébre de type fini, et que A= Proj R est un
schéma en groupes com:utatifs. On construit ensuite une application p s J==> 4,

dont on montre que c'est un isomorphisme de groupes.

(3.4.2). Ou bien (cf. [1] VI. 6, et [2]) on remarque que, grace au théoréme d'al-
gébrisation GAGA et au lemme de Chow [9] étendus au cas ultramétrique, il suffit de
voir que J est une variété projcctive (la loi de groupe du tore analytique étant
alors automatiquement algébrique par GAGL), et pour cela de prouver que 1l'on a un
plongement de J dans un espace projectif fd , ce que l'on obtient en construi-

sant des fonctions théta & partir de la polarisation.

4, L'application d'Abel-Jacobi. — Dans ce qui suit, on traveille sur C (sinon il

faudrait considérer aussi des extensions finies de K ), et on, suppose (pour sim-

plifier certaines notations) que le point & 1'infini « est dans O .

(4.1) Soit a dans Q ; on note j(a) le facteur d'automorphie de o(a, « , z)
On sait [3], chapitre II, que ce facteur est vy F-=> u (a) . Si on remplace a par

cv(a) (e , on obtient le facteur

-1
=== u (wa) = u (g c (o =u (a).cC
vI-- o) = u () o 67 = (@)ee ()
Y
grice & la symétrie de Q donc j(xa) = j(a) mod A, et 1l'application

Joe S:%—->J, a === j(a) mod A ,

est bien définie. Elle est analytique puisqu'aprés le choix de la base (yl s Yg

de T, j: Q—-—>(C)g est donnée par a J--> (u (8) 5, «ee ,u(a)) (uiqu )e
4

Utilisant GAGA, J peut &tre algébrisde ; on 1l'appelle application de Jacobi.

(4.2) On définit ensuite 1'application

J(a)

51 S8 fom> T, ('él y eee 'ég) l-—->|.; 1

(le tore J est noté multiplicativement), et notant 6 le groupe symétrique sur
g lettres qui opere sur g8 par permutation des coordonnees et laisse & inva-

rient, on a unc factorisation

Comme tout polyndme symétrique s'exprime en fonction des polynAmes symétriques

élémentaires, le quotient peut &tre muni d'une structure naturelle de variété
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(8)

g (il suffit d'identifier le g-uple non ordonné (El 9 eee Eg) et la somme

projective. On sppelle S la variété des diviseurs effectifs sur S de degré

2 LN ] 5.
(3, % ver v 3

Ve
(4. 3) Tﬁﬂﬁﬁﬁﬁh ~ & est un morphisme birationnel.

Démonstration (cf. [3], chapitre 6, § 3). - On montre d'abord que & est bianaly-

tique en dehnrs d'une hypersurface, puis que les filtres sont des espaces projectifs,
1'égalité des dimensions fait que & est génériquement injective. A partir de la
matrice des périodes, on construit des séries de Laurent formelles dont la positi-

vité assure la convergence, et on en déduit la surjectivité.

(4.4)  On voit aussi que (J, j) vérifie la propriété universelle des jacobien-
nes (cf. [5], chapitre 2) :

PROPOSITION. - Soit £ un morphisme de S dans une variété abélienne A ; il

existe un unique homomorphisme g : J --=> A, et une constante c¢ tels que

f=gj+c.

e - ° 3 ° g g
Démonstration. — Soit ¢ : S° == A, (al y eee ag) [ — Zi:l f(ai) comme A

est commtatif, ¢ est invariant sous 1l'action de Gg , et induit

~

(P: S(g)—~>A.
Soit i 1l'injection S -=> S(g) s, Jz=godi.

En comparant avec @“1 , on obtient une application rationnelle g : J —=> A
telle que

~

go@oi:goj:f.

On sait alors ([5] chapitre II, théoréme 4) que g est du type g+ c, ou g

est un homomorphisme et ¢ une constante.
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