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JACOBIENNES DES COURBES DE MUMFORD

Pierre JARRAUD

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. ROBBA)
9e année, 1981/82, n° 18, 6 p. 8 mars 1982

1. Introduction et notations.

( 1.1. ) Soit .

K un corps local d’anneau des entiers R et de valuation v(v(K ) = Z).
C la clôture algébrique complétée de K.

r  PGL2(K) un groupe de Schottky (i. e. tout élément différent de i’ éiément
neutre peut être représenté par une matrice dont les deux valeurs propres sont de

valuations différentes). On sait qu’un tel groupe est libre. On notera ... , y g
une base de r , et encore ... , une base de r = r~ qUi est abé-
lien libre) . On note  la classe de y E r dans f .

Soit ¿ l’ensemble des points fixés de r - [1) et 03A9 = ¿ . Alors

S = n/r est une courbe projective de genre g dite courbe de Mumford.

MANIN-KRINFEL’D [7J et GERRITZEN [2J ont montré que l’ essmtiel de la
théorie complexe des jacobiennes peut être obtenu dans le cas p-adique. A priori,
les obstructions ne manquent pas : une théorie additive est impossible (par manque
de sous-groupe discret dans et il n’est pas évident d’obtenir des périodes

d’intégrales abéliennes. Hais (cf. [4J chapitre 2, § 6) si 1B. est un réseau de Cg,
on sait qu’on peut choisir une base ... , e ) de et g vecteurs

g -

À-1 ’ ... , 03BB de Cg tels que ... , e 9 03BB1,..., 03BBg) soit une base de

A . Les conditions de Riemann indiquent que le tore analytique est une varié-

té abélienne si et seulement si, la matrice 2 des À. ]. sur les est symétrique
et Im Z est définie positive. Appliquons l’exponentielle exp 2i03C0z ; la partie de

A , engendrée par ... " e , va sur 1 , et on obtient un sous-groupe (multi-

plicatif) discret é’ de (C) g, le quotient étant isomorphe à C/1B. C’ est cette

théorie multiplicative qui passe au cas p-adique, l’existence d’une polarisation

assurant là aussi l’algébricité du tore analytique.

(1. 2) On trouvera les démonstrations de ce qui suit dans le chapitre 2 dont

on adopte les notations.

Soient a et b deux points de (&#x26;, le produit infini 03A003B3~0393 (z - 03B3a)/(z - yb)
définit une fonction méromorphe sur n (de zéros les y. a , et de poles les y. b

pour y décrivant r) notée e(a, b; z) . Cette fonction est automophe:

(*) Texte reçu le 6 juillet 1982.
Pierre VER 47, Mathématiques, Tour 46; Université Pierre et Marie Curie,

4 place Jussieu, 75230 PARIS CEDEX 05.
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b9 b~ ~.z) .

L’application r 2014&#x3E; K*, 03B1 ---&#x3E; c(03B1), est un morphisme de groupes appelé fac-
teur d’ autonx)rphie de 9 *

Si ae Q et a e F , on pose = 03B8 (a,03B1.a; ss) une fonction 

lytique sur Q , ne dépendant pas de a sans zéro, et vérifiant

On note c le facteur d’automorphie de a donc c03B1(03B2) = (u03B1 (z))/(u03B1(03B2z))
et notant z2 ; z4) le birapport

on a

Enfin si a E 0 , on note a sa classe module r dans S.

2. des ériodes.

(2 . 1) Définitions. - Pour ~ et j3 dans r on définit un scalaire de par

p) = c~(~) . 
’

Des propriétés rappelées ci-dessus et de l’invariance du birapport de quatre

points de sous découle la proposition suivante.

PROPOSITION. - Q est une forme bimultiplicative symétrique.

Donc si 03B1 (ou 03B2) est un commutateur j3) = 1 , et Q induit une forme

bimultiplicative (on note fi inultiplicativement)

(2.2) Définition. - La matrice de ( , ) relative à la base (y  , ... , y )
est appelée matrice des périodes.

THÉORÈME (DRINFEL’D). - La forme v(03B1, 03B2&#x3E;), f x est définie positive

(i. e. v((J, J)) &#x3E; 0 si ?e r - (l3 ).

Démonstration. - On la trouvera dans [6] ou [7].

On introduit l’arbre A de PGL2(K) et a le sous-arbre engendré par les axes

des Y E r - Si z2 ’ z4 sont des bouts de A ~ on montre que

z4) est donnée par l’indice de recouvrement des axes et

~""~.. Cela permet d’exprimer ensuite v( (0153 , ?)) en fonction d’une forme définie
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positive sur les l-cochaînes entières sur 

Signalons une démonstration d’inspiration différente dans [2], chapitre 6, § 2.

3~ Construction delajacobienne. - Soit

T = i~) = K") =~ par le choix d’une base de r

A=(XeT; À=c facteur d’automorphie de u}

(3.1) L’application 03C6: r --&#x3E; T , OE -&#x3E; (03B3 -&#x3E;03B3,03B1&#x3E;),
.induit un isomorphisme r  A (et A est donc ury groupe abélien libre de rang

’""1’ )

Démonstrationo. - La blimiltiplicativité de ,&#x3E; fait que A est un sous-groupe

de T 9 et cp un homomorphismeo = 0 ===&#x3E;c~ == 1 donne l’injectivité.

(3., 2) PROSITION,- A est un sous-groupe discret de T.

démonstration. - Comme A est un sous-groupe, il suffit de voir que toute suite

convergente est stationnaire. Soit donc x = À n pour À et X n dans A . .

Il existe un entier n0 tel que,

d’où par linéarité

2renons des e et e dans r tels que X(Y) * (e ’ ), ~n~~ ~ (en ’ y) ,
-alors

(3.3) = T/A .aune structure naturelle d’ espace analytique ri

(on parle de ’"tore analytique")

Référence. - une conséquence classique de (3.2) (cf. [lJ VI. 4 , ou [3]
chapitre 3, section ( 2,, 4) ) o

(3~ 4) J est une variété abélienne (autrement dit, est une variété

( algébrique) projective qui est un groupe algébrique) .
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Démonstration. - Grâce au théorème de positivité (2.2) et à la proposition (3. 1),
T/A est muni d’une polarisation et, comme dans le cas complexe (cf. [4], chapitre

2, § 6) ~ l’algébricité en résulte. Plusieurs approches sont possibles.

(3.4.1) Suivant [10], on construit l’ anneau R des fonctions "théta" associées

à Q. On montre que c’est une K-algèbre de type fini, et que il = Proj ? est un

schéma en groupes commtatifs. On construit ensuite une application J --&#x3E; A,
dont on montre que c’est un isomorphisme de groupes.

( 3. 4. 2) . Ou bien ( cf. VI. 6, et [2]) on remarque que, grâce au théorème d’al-

gébrisation GAGA et au lemme de Chow [9] étendus au cas ultramétrique, il suffit de

voir que J est une variété projective (la loi de groupe du tore analytique étant
alors automatiquement algébrique par et pour cela de prouver que l’ on a un

plongement de J dans un espace projectif ce que l’on obtient en construi-

sant des fonctions théta à partir de la polarisation.

4. Dans ce qui suit, on travaille sur C (sinon il
faudrait considérer aussi des extensions finies de ~~ ) ! et on suppose (pour 
plifier certaines notations) que le point à l’ infini ~ est dans Q .

v (4.1 ) Soit a dans Q ; on note j(a) le facteur d’automorphie z)
On chapitre II, que ce facteur est y ~--&#x3E; u ( a) . Si on remplace a par

E r) , on obtient le facteur .

grâce à la symétrie de Q mod 1B, et l’application

est bien définie. Elle est analytique puisqu’ D,Près le choix de la base (y 1 ’ ... , yj
de r ~ j : Q2014&#x3E; (C")° est donnée par at--&#x3E; (u(a) ~ ... , u (a)) (u.=u ).
Utilisant peut être algébrisée ; on l’appelle application de Jacobi.

(4.2) On définit ensuite l’application

(le tore J est noté multiplicativement), et notant g le groupe symétrique sur

g lettres qui opère sur S par permutation des coordonnées et laisse ~ inva-

riant, on a unG factorisation

Comme tout polynôme symétrique s’ ’exprime en fonction des polynômes symétriques

élémentaires, le quotient peut être muni d’une structure naturelle de variété
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projective. On appelle S la variété des diviseurs effectifs sur S de degré
g (il suffit d’identifier le g-uple non ordonné ... , *a ) et la somme

(al + ... + a)
(4.3) est un morphisme birationnel.

Démonstration (cf. [3J, chapitre 6, § 3). - On montre d’abord que $ est bianaly-
tique en dehors d’une hypersurface, puis que les filtres sont des espaces projectifs,
l’égalité des dimensions fait que $ est génériquement injective. A partir de la

matrice des péri.odes, on construit des séries de Laurent formelles dont la positi-
vité assure la convergence, et on en déduit la surjectivité.

(4.4) On voit aussi que (J , j) vérifie la propriété universelle des jacobien-
nes (cf. [5], chapitre 2) :

PROPOSITION. - Soit f un morphisme de S dans une variété abélienne A; il

existe un unique homomorphisme g : J 2014&#x3E; A y et une constante c tels que

f = g. j + c .

Démonstration. - Soit (p : sg --&#x3E; A , (al’’’.’ ag) l--&#x3E; f(a.) comme fi.

est commutatif, cp est invariant sous l’action de et induit

Soit i l’injection S -+ 3~~~ , j =$ o i.

En comparant avec ~-1, on obtient une application rationnelle J 2014&#x3E; A

telle que

On sait alors ([5] chapitre II, théorème 4) que g est du type g + c , où g

est un homomorphisme et c une cnnstante.
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