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SUR L. SERIE D'IWASAWA ATTACHEE A UN GARACTERE DE DIRICHLET

¥
par Daniel BARSKY ( )

[Université Peris-7]

Résumé. — In partant de la définition de KUBOTA et LEOPOLDT des fonctions L
p—aalques, on donne une construction de la série d'Ilwesawa associée. Comme applice-
tion, on donne une démonstration anelytique p-adique du théoréme de Ferrero-
Washington pour p = 2 et pour p = 3 , sur la nullité de 1'invariant y_(K)
d'Iwasawa ( p=2 ou p= 3 seulements pour un corps abélien, K , sur Pq . Cette
démonstration est différentc de celle de FERRERO et WASHINGTON, et fournit aussi
une majoration de 1'invariant xp(K) , P=2 ou p=3.

Notations et reppels. = On désigne par p un nombre premier. On pose q=p si

p#2, ct g=4 si p= 2. Les notations non définies ci-aprés sont celles
d'IMICE [1], ou IWASAWA [8]s On désigne par Ep le complété de la cléture olgébri-

que de Q5 la valeur absnlue sur G, est notée | | et normalisée par
- p~1 '
|| = p~t .

On désigne par 6 un caractére de Dirichlet primitif, pair, de conducteur m
ou mg, avec (m, p) =1 . On note Koy le groupc des racines pn-iémes de 1l'uni-
té, et H: le groupe des recines primitives p -itmes de 1'unitée. Soit ( e E: ’
on note m 1l'unique caractére de Dirichlet de conducteur qpn et d'ordre p° ’
tel que m(l + mq) = gﬂl s c'est un caractérc de deuxiéme espéce au sens d'IWASAWA
[8], et tout carsctére de Dirichlet y (pair ou impair) de conducteur mgp"  peut
se mettre de meniere unique sous la forme x = Om ou bien yw =6m, o 6 est
un carcctére pair de conducteur m ou mq . w est le caractére de Teichmiller
sur Z_ , et m est un caractére de deuxiéuc espéce de conducteur q_pn et d'ordre
> (cf. [8]). On pose pp = qp—l/(p_l) .

On note K, = gp[e(l) » 8(2) 4 «ee , 8(mg = 1)], on note O son annean des
entiers, et M, son idéal meximele. On note s —=> Lp(s , 6m) la fonction L
p-edique de Kubota-Leopnldt associée au caractere 6m et définig pour SED(l,pp)—,
on D(1, pp)-: {x €l |x - 1] <pp} .« Onpose, si ael et peR :

Ma, p)" =fxel s |x-alsp}, Da, ) ={xcC s |x-al <p}.

Rappelons que la série d'Iwasawa IG(T) associde & 6 est définie par les con-

ditions suivantes : (T - mp) Ie(T) est 1'unique série de Taylor de © e[[T]] telle
*

que, pour tout entier n > 0, pour tout ( e U >0 B = E,_pm

et pour tout

¥

() Texte regu le 20 septembre 1932.

Daniel BARSKY, UER Mathématiques et Informatique, Université Paris-7, 2 place
Jussieu, 75251 PARIS CEDEX 05. '
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s eD(1, pp)-, on a

L(s, em) = T((1 +m)°¢-1),

N . . . N NN -1
ol ¢ est l'unique caractére de deuxiéme espéce associé 3 m par w(l + mg) =¢ .

Nous donnons aux paragraphes 1 et 2 une démonstration de 1l'existence de I6 (1)
& partir des formules de Kubote-Leopoldt, qui montre que les deux méthodes exposées
dans [ 8] sont en fait irdentiques.

Soit K un corps de nombres abélien de degré fini sur Q. Soit K = Upso K(gn),.
o ¢ e L": , soit K K(g ) « IWASAWA a montré que, si h ~est le nombre de
classe de K , et si p est la plus grande puissance de p qui divise hn ’

(K) = ) = K) = tel
0’ VIP\K) Hp ) AP(K) )\p ) Up( ) Up elLs
que e = p p +A_n+ u si n> O . Le théoréme de Ferrero~Washington affir-

il existe des entiers ng (K) =n

me que (K) = 0 (ef. [5]) Soit Kn le sous-corps totalement réel maximal de
K, » 301t h son nombre de classe, soit h =h n/h+ . On sait que h_ est un
entier (cf. [6]), et IWASAWA a montré qu'il ex:Lste des entlers n (K) =1y,

u(K) p’ ?\(K)-Ap,
pulssance de p qui divise hj , on ait

up(K) u; tels que, si p °n est la plus grande

6;=p,; pn+)\;n+u; si n 2 n, (cf. [8]).

On sait, depuis les travaux de FERRERO (cf. [4]), que p,-(K) = 0, pour tout corps
abélien K sur Q, entraine o (K) = 0, en outre on sa-'_t que A (K) 2>\ ~(K)
(cf. [5]).

Posons, pour un caractere de Dirichlet 6 ‘non trivial (primitif, pair de conduc~-
teur m ou mq avec (m, p) =1)

“Hg 1 1
p = sup|T|<l ] 3 Ie(T)I = H§ IG” .

Nous montrons au paragraphe 3 que, si p=2 ou p= 3, g = 0 pour tout 6 .
I1 est bien connu que ce résultat entraine le théoréme de Ferrero-Washington, pour
p=2, 3, car pu_= 29 g o ot © parcourt les caractéres primitifs pairs non
triviaux de Gel(X/Q) (ef. [3]).

Le principe de la démonstration est le suivant. Toute fonction analytique bornée

sur D(0, 1)”, F(T) , peut s'écrire de maniére unique

h .
- P _ )
F(I) =2, (0 + D) DR
on F i(T) est un polyndme de QP[T] de degré ph - 1 au plus, et en outre on
i

sup|T|<1|F(T)| = sup; g Sup|T|<l|Fh,i(T)| = SuPyq SuplT|<l|Fh,0(T)|
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On écrit donec :

h .
1,(1) = 2, ((1+ TP - 1)t Ie,h’i(T) ,

e

ou (1) e QP[T] , de degré ph - 1 au plus. 02 calcule alors directement

To,n, 1 1
Ie,h,O(F) et, si p=2, 3, on peut montrer que Sup|T|<1|'é Ie,h,O(T)I =1 pour
h assez grand. Si p# 2 ou 3, la mime démonstration montre qu'en fait, il

existe toujours au moins un entier 2j , 0S2j<p =3, tel que
L1, -2(D] =1
SUP| | <113 Tgo = 2T =1,

ce qui permet d'espérer un résultat plus général en p . On notera, pour toute
fonction analytique bornée, F, sur D(0, 1) : ||F| = supITl<l|F(T)] . Si
ae€ Ep - p_gp , on notera (a) = a/w(a) (cf. [8]).

1. Existence de la série d'Iwasawa attachée & un caractére de Dirichlet.

Dans ce paragraphe et dans les suivants, on note ¢ le caractére trivial. Soit

¥
f un entier positif (# 0) . On note (%/fZ) 1'ensemble des éléments inversibles

%/£Z pour le multiplication.

LEMME l. - Pour tout entier h > O, pour tout entier m 3> 1 premierd p, on

a

h % * ¥* 1 7 5t 1 7
(%/np” 2 = (3/u2)"s (Ha2)"x ) ~ (/mn)"% (%) .
‘ L+ qgp2 1+ qp2

Pour la démonstration, voir [6] ou [8].

LEMME 2. - Soit y un caractére de Dirichlet de conducteur m ou mqpn s avec

(m, p) =1 e n>0, alors x est de maniére unique le produit d'un caractére

de premiére espéce de conducteur m ou mg et d'un caractére de deuxiéme espéce

m , de conducteur qpn et d'ordre pn , défini par la condition

e s ey

-1 *
x(1l+ m) =n(l + mg) = ¢, od G €y o
Pour la démonstration, voir [6] ou [8].

LEMME 3. - Soit r e H:; , soit m un entier positif non nul premier & p . Soit

. I PN N n n
m 1l'unique caractere de 2-iéme espece d'ordre p et de conducteur gp  tel que

m(1l + mq) = z;“l . Alors, pour tout entier ae€ Z premierd p, on a:

xlr(a)

N log {a)
ou 1{f(a) = - ]T(;E%%TT.DQ) .

Dans la formule précédente les log sont & prendre au sens p-adiques (ef. [1],

m(a) = ¢

[8] ou [10])s La formle m(a) = (,\”(a) est & prendre au sens suivant :

S S LG
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la série du second membre converge p-adiquement, car ﬂ;(a) € ~Z-p et donc

I(‘bl({a))l <1, et il est bien connu que, si ( € E‘.: , Oon a

-1
lg - 1] = p'l/(p"l)pn (cf. [1] ou [10]).

On seit que si a et Db appartiennent a 2 - pZ,

l4(e) = y(0)| = I%H)I .

Donc |a =~ b| < q"l p " entraine |y(a) - y(b)| <€ p ™, car |log(l + my)| = q_1 .

-1

Et par conséquent, |a - b| < q_1 o implique V' = Y ), m outre, si a

et b appartiennent & Z - pZ, on a y(ab) = y(a) + y(b) , done
RIESERTOIRIL

gq; ( 1+mq) _ -1

et enfin ( ¢ . Ces remarques suffisent & prouver que, si l'on pose par
y(2)

convention ¢( =0 pour ae€pZi, ona g“" a) = m(a) .

/(o) ok
LROE 4, - Soit r_ = P V-1 pew.si [1)=p<mr,, slors

-1/(p-1)

|log(1 + T)| € e(p) P° p , avee 05 elp) <1 et Lim . elp) = 1.
h

Pour la démonstration, voir [1] ou [10].

LEMME 5. - S1 n=n
on EOSS

. i .
o+ 0y P+ ees + 0 P avec Ogn, §p~-1 pour 0 kg i,

Schiffp(n) =Ny 4+ N+ oees D

On a

n - Schiffb(n)

-v(nt)
p 7

n} = avec v(nt) =

Si p-1 divise n, alors p - 1 divise Schiffp(n) .
La formule donnant vp(ng) est bien connue (cf. [1] ou [10]), le reste est évi-

dent.

Rappelons (cf. [3]) que 1l'on sait, depuis les travaux de KUBOTA et LEOPOLDT, que,
pour tout caractére de Dirichlet y , primitif de conducteur f , il existe une
unique fonction méromorphe sur D(1 , pp)- : 8 —=> Lp(s , X) s non identiquement

nulle si, et seulement si, x est pair, telle que
h
. 1 s'fp'-1 \~S
st(s + 1,5 = llmh_m—f;ﬁ EB:O x(a)(ay =,

1
ol Za désigne une sommation sur des entiers premiers & p , la limite est, bien
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entendu, une limite au sens p-adique.

PROPOSITION 1. — Soit 6 un caractére de Dirichlet pair de conducteur m ou

mg . Il existe une unique fonction analytique sur D(0O, 1)~ , G, (1) e Ky ({11,

telle que 3 pour tout entier n > 0, pour tout ( ¢ E: , pour tout s e D(l R pp) s

e

on a

Ge((l +mq)® ¢ -1) = st(s + 1, 6m ,

. N . . n
m est l'unique caractére de deuxiéme espece de conducteur gp et d'ordre

ou
n
p

tel que w(l + mg) = g-l . En outre, si r, est défini comme su lemme 4, on

SuP|T;<rh| G (D] £ ot g7/ (P

Enfin, si |T| < r ,ona

h
6, (1) = (mpty*t (VO Dy g TPl g 2K, ¥ (P

Zk;o

ou Bj{ est le k-i2me nombre de Bernoulli.

]
Dans toute la suite de 1l'exposé, on notera par . une sommation sur les entiers
XP » a

a, premiers 3 p . On sait (cf. [3] ou [11]) que, si h>n>0 et si .SGD(l,pp)-,

g

on a

. h
SL(s+ 1, om) = = S0 (e (%) B IIF T en(a) 87w

D'aprés le lemme 3, on a

m(a) = g“’(a) ol C e E:; et m(l+ mg) =¢ .

On a aussi, si s e D(1, pp)— , (>”% = (1 + mq)sw(a) . Donc

st(s + 1, 6m) = _Zk;O (mgp?) ¥ (—ks) Bkvaf__lgp = 6(a) aX({1 + mq)® g)ﬂr(a)

Considérons la série obtenue par le changement de variable 1 + T= (1l + mq)S ¢,

qui implique que |T| <r, si s eD(1, pp)_ et ¢ ep, avec ngh. Il vient

! ! h_ - a
Gy, (D = = 3o (™ (U0 D) 5 TP g() KL ¥

ceci définit G. . (T) . Nous allons montrer que la série du second membre converge

6,h

pour |T| < r,, et définit sur D(0O, r une fonction analytique. Soit p < r

h) h
et soit T tel que |T| = p . Avec les notations du lemme 4, et grice au lemme 5,

on a
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e(p)k (QPh)k p-l/(p_l) si p~-1 ne divise pas k,

SO AR I
e(p)k (pD¥ pt si p-1 divise k.

I1 est bien comnu (cf. [8]) que

{<1 si p-1 ne divise pas k,

(2) | B|
=p si p-1 divise k.

Enfin, si T < r, ona

! h i ( &
(3) IZ;ISP -1 o (a) a-k(l + T)w(“)l <1

Les indgalités (1), {2), (3) suffisent alors & montrer la convergence pour lT|<rh
de la série qui définit G h(T) . Ces inégalités montrent en outre que
2

suplTl<rhi Ge,h(T)| < qph p-l/(P-l) .

I1 est évident, par construction, que, si [ € J&i avec n< h, et si seD(l,pp)-,

on a
S —
Ge,h((l +mq)” ¢ - 1) = SLP(S + 1, 06m .

Donc toutes les fonctions =znalytiques Ge,h(T) , he N, coincident sur D(0, ro)—
Par conséquent, si h' > h, Ge,h' (T) est le prolongement analytique de Ge,h(T)

a D(o, rh,)- > D(0 , rh)_ . D'aprés le principe du prolongement analytique

(efe [1]), il existe une unique fonction enalytique GG(T) sur D(0, 1)” telle

que la restriction de GG(T) a D(o, rh)— coincide avec Ge h(T) , d'ou la pro-
b

position.
COROLLAIRE 1. - Si Te p{o, 1)7,

G, (T) = 1i - L y'mgp’-1 v(a)
y =lim —F < 5 p(a)(1 + T) .
mgp

Rappelons (cf. [8]) que l'on a uniformément en k
£
. 1 -1 .k
Bk = llm‘_'oo ;Z ZI' 0 b .

Done, si |T| < r
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(D = G (0
h
= :I.:i.l‘rl“'__‘oo mqph*’ﬂ Zi:al Z mqp -1 6(a) (1 + T)‘l‘(a) Zk?o ( h_g)k (¢(1k+ T) .

Or, si |T| <r

Xbo (mqph _E)k (\b(lk+ T)) = (1 + mqph £)¢(1+T) - (1 + T¢(a+mqphb)_¢(a) .

s

Par conséquent, si |T| < ry

" h
_ . 1 p —1 -1 4 (a+mgp b)
G, () = Ge’h(T) =lin,  —33 - 7 T z 6(a)(1 + T
- R TO L
= llm,c—»oc - h+£ =0 6la + .

PROPOSITICN 2. -- La fonction

3,(1) = %_g%_;%ﬂ 6, (1)

est une fonction méromorphe sur D(0 , 1)  ayant au plus un pdle simple pour T=0.

En outre, J8 vérifie les propriétés suivantes :

(i) Si © est non trivial, JG(T) est analytique sur D(0, 1)7 et
sup| g <1 [T (D] € 1

(ii) 8i e=¢, Je(T) a un pdle simple pour T = 0, de résidu —(1—%)log(l+q),

27 (DI <q e,

(iii) 8i ¢ e E; s 8i m est le caractére de deuxiéme espéce tel gue n(1+mq_):g-l,

et si s eD(1, pp)-, on a

3, ((1 + mg)® ¢ - 1) = L(s+ 1, em .

Si n>1 etsi QEH‘;’ on a G(g-l) =0, en outre, si 6 ostnontrivial,
“on a =ussi Ge(O) =0, et st 0 est trivial, on a G (0) =- (1 - -) Donc, si
6 est non trivial, Ge(T) a parmi ses zéros tous ceux de log(l + T) . Par con-
séquent, dans ce ces, Ge(T)/log(l + T) est une fonction analytique sur D(0, 1) .

D'aprés la proposition 1, on a, pour tout h> 0,

log(l + Inq') | BPR .
Sup|Tl<I‘hl GG(T) —"'—('_——‘log T+ T)I s 1 ’ d'on (1) .

Si 6 =¢ , alors FngT—T) Ge(T) est une fonction analytique sur D(0, 1)~ et,

d'aprés la proposition 1, on a
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J*Og(l + mq) < —1 | JPLN P
Sup|T|<rh‘TGe(T) 'I'Eé(l + 1) | <q p, d'ou le (11).

COROLLAIRE 2. - On pose, pour h eN et pour T eD(0, 1),

"mgp’-1 y(a)
Fe’h(T) :Za=0 p(a)(1 + T) .

Alors
o
3,(1) = lim__ - ieg_(iaé_z@ ((1+ 7P -1 () -

ph : s
h” , 1+ T =1f =1, et il est évident que
Fe,h(g) =0 81 ¢ E H‘-h - {l} Donc

I1 est clair que [

h

rloglem0) (L P LTy ) =

mg Gh()

est une fonction snalytique sur D(O , 1)7 bornée par 1 sur D(0, 1)” . Enfin
si Td y o~ {1}, alors lim TJe,h(T) = 17, (T) . Par prolongement analytique,

p
on déduit que cette égalité est encore vraie si Tepy - {1} .
p

COROLLAIRE 3. - On pose

1+ T
Ie(T) - Je(TI'r'na" 1) .

Alors I, est une fonction méromorphe sur D(0, 1) ayant au plus un pdle sim-

ple pour T = mg et telle que :

(i) Pour tout ¢ ep _, pour tout s e D(1 , pp)— » ona si m(l+ mg) = g-l s

p

Ie((l + mq)® g =-1) = Lp(s , 6m)

(i1) Si 6 est non trivial, I  est analytique sur D(O , 1) et !!IGH <1

°]
(iii) 8i o = ¢ , Ie a un pdle simple pour T = q de résidu Ei%_ﬁ:g)

ot (T-a I(Dfsd’p.

log(l+q)

En effet, I, ((L + mg)® ¢ - 1) = I ((1 + mg) 5!

et cep -
p

¢ - 1) pour tout s e D(L, pp)_

PROPOSITION 3. - Soit 6 un caractére de Dirichlet de conducteur m ou muq .

(i) Si © est non trivial, il existe une unique série IG(T) e Oe[[T]] telle

que, pour { e p _ et pour tout s e (1, pp)_
p

IG((l + mg)® g -1) = Lp(s , 6m) ,
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ob m est le caractére de deuxiéme espéce défini par m(l + mg) = g-l ,

(ii) 8i 6 = e , il existe une unique série de Laurent I (T) e Q((T)) telle

que (T = q) Ie(T) egp[[T]] , et pour tout ¢ e Epm , s eD(, pp)' - {1},

I((14 Q% ¢ -1) = Lp(s , T .

C'est évident & partir des corollaires 2 et 3.

La série IG(T) est, par définition la série d'Iwasawa attachée au caractére 0

(ef. [8]).

Si yx est un caractére de Dirichlet impair de conducteur m ou mng , alors
I(T)=0.
X

il

2. Une expression de la série d'Iwasawa.
o TR L S S S S T

On notera & 1'indicatrice d'Euler, i. e. si a e N’\ , alors g(a) est le car-
* —~
dinel de (%/a2) .

LEMME 6. = Pour tout entier h > O, pour tout entier k

A

©
kg O
®

existe un unique g(mg)-uplet de nombres entiecrs (premiers 3

que, si a est un élément de ce Q(mq)-uplet, on ait

(1) 0Sasmp’-1 ot (a, m) =1,

. -h

(i1) |y(a) - x| <p ,

(iii) en outre ce g(mg)-uplet est un systére complet de représentants de

(%/ma2)" .

Les affirmations (i) et (ii) découlent immédiaterent de 1'isomorphisme

(4) (%/map” ) = (7/map)" x ()
1+ qp” 2

et du fait que 1'application a ——> y(a) cst un isomorphisme du groupe multiplica-

+i 1+ gZ ere h ' e s . , .

if % sur le groupe additif Z/p E . L'affirmation (iii) découle en fait
1+ qgp 2

de (i) et (ii) ou bien de (4).

DEFINTTION 1. - Soit h wn entier > O ot k un entier, OSk<p ~1. 0n

définit ng’k’ h) , corme étant une sommation sur les entiers a vérifiant les

conditions (i), (ii) et (iii) du lemme 6.

PROPOSITION 4., - Posons, pour tout ceractére 6 primitif pair de conducteur m

ou mq et pour tout entier 1 e XN,

h
r‘;’j_(k , h, 8) = ng’k’h) 6(a) ((\U(a) -i-k)/p ).
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Alors, pour tout ie N, ona |g,(k, h,8)[ <1 . En outre, si 6 est non
trivial

Je(T) - lim_ .l.‘li(_l_t_ﬂlﬂ)_zp -0 ¢l(k, h, 6)(L + T)k

h
3 (D) = 10g(lma ng) {a(pT, ) _ lin Zi:al o,k , b, e)(1+ ns,

l1-p si p#2,
ou a/(p,e)z

] -h
Par définition de ng’k’ h) 8 (a) ((tb(a)i- k)p ) , ona ﬂg)_ﬁ-_—__l_c € Ep (condition

(ii) du lemme 6). Ceci implique que lcgi(k , h,8)] £1 pour tout i elN.

D'apres le lemme 6, on peut écrire, avec les notations du corollaire 2,
(5) F, (1) = 1 5(m k, b) 6(a) (L + T)Ma)
8,h - 0 "a
h h , -h
= 61 (1+ 1) Zim’k’h) 6(a) (((L+ DP = 1) 4+ 1)l¥(a)-B)p
I1 vient alors aisément de la formule (5) :

LS (e o R (L D e (k, b, )
Fe,h(T)‘i;O 1+ 1P 1) Zﬁ:o + D) gk, b, 8),

ot la série du second membre converge simplement sur D(0 , 1) .

Si o est non trivial, ¢y(k, h, 8) =0, et donc, dans ce cas,
p" p" =1 zp -1
Fe’h(T) = ((1+TF -1) Zi;l (1 + DY =1) (1+ DE p;(k, by 0) «

Si 9=¢, on a ;po(k,h,e)zp-—l si p#2 (respe =2 si p=2),

et donc @

ph-l
F (1) = ((1 T)ph - 1){- 2(pye) 2 ((1 T)ph D3 3 (1 6. (g hye))
€’h B * T + i;l: + - kéo + cpi yfly €/ 1o
Donc, si 1l'on pose o(p , 9) = - c,go(k , h,8),
J(1) = log(l + mq) calp, @) _ \'ph‘l (k, h,e)l+DY+E (T T)ph - 1)
A mq T Sp=0 ¥12F 0 Ho 5,h *

ol Ee h(T) € Oe[[T]] . Or, il est bien connu que, pour la topologie de la conver—
’ _ h
gence simple sur D(0O, 1) , on a limh.-.m ((1t+ TP -1) =0 (cf. [2]).

PROPOSITION 5. - Soit © wun caractére de Dirichlet de conducteur m ou mg .
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Avec les notations de la proposition 4, on a :

(1) Si 6 est non trivial,

h
I(T) = lim_ Zpkzgl (1 +

Bk smI) oy @ = O ng)
ngp

(ii) 81 e =¢,

1 (1) = log(l+ @) (L+ g alp, €)

§ &
q T-q + lim Lk::Ol (1 + T)k Zgl’k:h) (8) = (lh+ q)

ap

On a montré, & la proposition 3, qu'il existe une unique fonction analytique bor-
née sur D(O, 1)”

LR log(1l + mg) {1 + mg) abp , 6)
I,(T) = I(T) = o ) )

telle que, pour tout s e D(1 )~ , pour tout e si m(l + mq) =
) ’ Pp ’ CEWP o9
P

’

* A log(l + mg) (1 4+ mq x(p., 6)
L1+ m)®¢=1) =L(s, om) - =E - L
0 R ™ (1+m)®¢-1-nrg

Posons alors :

\ h “k
r (D=2 e nF simh) o (q) (22 -m;h+ my)

Par définition de Z;(im’k’ h) )

-k
15 (m,k h) o(a) (2= (lh+ ng) ~
mqp

| 1.,

D'aprés la définition de Kubota-Leopoldt des fonctions L p-adiques, on a, si

-1

C e py s ot si m est le caractére de deuxiéme espéce tel que m(l + mq) = ¢ = :

3*
I@,h(g - 1) = Lp(O s om , 81 6 £ e o

Si 6 =¢ :
(c - 1) spi-L Kr(lkn) (@ = (1 Q7% _ L 0 m elp,e)1-(isa) P
- - = s - -
h k=0 a qph o qph T =/ +
Donec, pour [ €y o
1Y
¢) logl(l 3#
lin 1% (e - 1) =10, ) -dRas) el D o)
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Ceci entraine, d'aprés [2] ou d'aprés [1] (leme 4.4.2)

h
(1) + ((1 + P - 1) ag,h(T) , si B8 #¢e,

*
I(1) = Ie,h

WV
o
-

¥* . .
avec I'be,h“ < “IGH et ae’h(T) € Ke[[T]] , et si 6 = ¢ , pour tout n

& ki3 h
I (1) = lim__ Ie’h(T) + (1+DP -3 (1)

€y

¥, N ey .
Il < Hsell et Se’n(T) e gp[[T]] . D'ou la proposition, car

lim  ((1 + T)ph -1) =0 si [T <1.

3. Premiere application : Nullité de by bour p= 2 et p=3.

Nous allons démontrer directement par une étude des coefficients de son dévelop-
pement, comme & la proposition 5, que H-% Iegl =1 si p=2 ou 3. Ceci repose
sur la proposition suivante qui nous sera utile ultérieurement aussi. In fait, on
peut donner une présentation un peu moins calculatoire de la nullité de Mp en
perdant les msjorations effectives sur )\p (cf. la remarque & la fin du paragra-

phe

PROPOSITION 6. - Soit F(T) wune fonction analytique bornée sur D(0, 1)~ . Pour

tout entier h 3 0, il existe une unique écriture de F(T) sous la forme

4

(6) F(T) =2,

ohn F h(T) est un polyndme de EP[T]’ de degré ph - 1 au plus. En outre, on a

I|Fll = supi;OH Fi, W= WPy 0 “FO, b e

La série du second membre de (6) converge simplement sur D(0, 1) et uniformé-

ment sur D(O , p)+_ pour tout p, O<p<1.
On sait (cf. [2] ou [1] (lemme 4.4.2)) que toute fonction analytique bornée sur

p(o, 1), F(T)e Ep[[T]] , peut s'écrire de maniére unique

ph

B = 7 1)+ (e DF - 1) 6 (D)
Y m r m 4 h N |
ol Fo,h(l) egp[ T1 est de degré p -1 au plus, et ol Gl,h(T) e‘Ep[[T_,] ,
et enfin
HF“ = SUP(HFO’hH ’ HGl,h”) .

On peut définir par récurrence une suite de polyndmes Fl h(T) e C [T], de degré

s
ph - 1 au plus, et une suite de fonctions enalytiques (bornées) Gy g h(T)eCp[[T]]
, N
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par

h
Gi’h(T) =y (D + ((1+ TP -1) Gi+l’h(T) , Go’h(T) = F(T) .

On montre alors par récurrence que

R N R I AN T R

h
Si |7l =p<1, |(1+ S L 1] < sup%igh(p ) « Donc la série

ph
1>o (1+ 7P -1t Fy h(T)

converge sur D(O , p)+ , uniformément, pour tout p, O < p < 1 . Elle définit
une fonction analytique bornée f£(T) , sur D(0, 1)” . On a pour tout ie N et
pour tout ey 3

p

T (e (1) |, =0
LEEI £(T) - F(T) ITEQ =0.

Ceci entraine que f(T) = F(T) . Supposons que r_ ., <p <1, alors

h-1

, ph ot
sup!TI<p|(l+T) —ll:p .

Donc :
iph

En faisant tendre p vers 1, il vient [|F|| < sup, , et comme on a vu

i O h”
. Rema_rquons que, si 0<p<1,

ae 7yl < IH , on & bien |7 = s 7, |
ph
lim suplT|<p| (1+ T -1 =0
d'ou 1l'on tire
sup| | <, | F(D| < 1my supy ) 17y (D]

ot en faisant tendre p vers 1 il vient [|F|| < lim_ ||F, || + La méme remarque
o Yy

que ci-dessus permet de conclure que [|Fl| = limh—m!lFO h[
’

DEFINITION 2. - Soit m un entier strictement positif, premier & p « On note

~
~

ng’ ky b) (ou Za si aucune confusion n'est & craindre) une sommation sur les en—

tiers a tels que :

h
(1)0 agaq -1, (a,p)_l,

(i1) ITE{E'%%_-P— + k| <
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Les a satisfaisant (i) et (ii) forment un systéme complet de représentant de

(z/92)" .

/ ~
DAFINITION 3. - Soit m un entier >0, premierd p . On note 5 %D

(31_1 Za si aucune confusion n'est & craindre) une sommetion sur les entiers véri-

fiant les conditions (i) et (ii) de la définition 2 et, en outre,

p-
1,0..’ 2

i

.(iii) w(a) mod PZp si p#2

(resps w(a) =1 si p=2).

Remarquons que Zz(im’ k, b) est différent en général de Zgl’ k, h) si m#Z1 a

cause de la condition (ii).

4
DEFINITION 4, - Si a €Z et si m est un entier >0, premier 3 p, on note

a le plus petit résidu de a mod mZ , positif ou nul.

LEMME 7. = On pose, pour tout caractére de Dirichlet 6 , primitif, pair, de con-

i

¥
ducteur m ou mg avec m>1, 6 =26 w" y OU 6 est primitif de conducteur

m e

Si h est un entier tel que qph = 1 mod mZ .

-k
ngak,h) 6(a) (&) - ip‘*}'l mg)

=2 Z(m’k’h) (a) Zm—l Ta+3) 6 (a + 3)

+ 29*(— 1) ng’k’h) m“-l(a) (o (T) + eee + O*(E)) .

. ¥ -h . .
Si loz : fmq) + k|l £p , h>0; alors pour tout entier j,
log (a + j9p By ~h
| log(l + mg) +k 59 .
En effet :
log {(a + jap ) log ¢ay . log(l + jqph/a)
Tog(l + ma) ~ Tog(l + mq) Tog(l + mq)
. h . h?2
_ . tog () Jap _ _{Jap ) ..
~ log(l + mq) a log(l + mg) 232 log(l + m)
On pose 3
-k
(my k, b) (8 = (1 +mg) ~_
25777 (o) R = by p o(0) -
mgp
On a donc :
~ £-1
k,h) o a) <m=1 . _hy . _h
bk,h,O(e) = Z,f(lm, ? ) —_fg—Ele:O (a+ Jap ) 0 (a+ Jap ) .
mgp
Or Xm:é 9-)‘(a+ jqph) = 0, donc
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*
(a) o " (a+ jap)

A-1, b
- 1 *, h . h
je (a+Jqp)+———%’i—-——9)A§lf_o jo (qp” - a+ jap )},

bkho(e)"Z wm

=1
5o (a) 511
a m J =0

h
log (a) ~-h " log (gp~ - a) ~h
car Ilog ) k| £ p~ entraine | Tt r ) * kKl <p . Or

m-1 ¥ N ¥ h . _h
Z?;OJG (" - a+ jop™) =3 Jl(m-a)e(qp -a+ (m=3) ap) .

Par conséquent,
. 41 ,
el . h
B, n,0(0) = L (Lo d0 (2 + Jap)
* g o . h,
26 WD T D e (e (G- 1) @)

By, ofe) = £ 22 (2220 36"+ s

* fe 3 . h
-0 ok L= 1)2?:'(1) 5 (a+ jap )l »

-1 %
Or 6 est un caractére pair par hypothese, donc ot Ly (- 1) ==1, et par
£-1
s W ( 8) «m=1 . %* . h
kho(e)—2z = Zj___oge (a+ jap ) .

Supposons maintenant que qph = 1 mod mg « Il vient alors

Nii(

(0) = 25 w_{&) -l

* ]
— %50 jo (a+ 3)

e n,0

P i O] X AR W

e e o0 s

Or si l'onpose a+ j= (a+ j)+ A (g)m,ona

Donc
~ 1
by 00 = 25, T T (ETD <2, W 6 2k ) .
by, o(®) = 2 3 o (a) o D) oMas 9 - 25 WP @) T G s o)
-1

o5 0 (8) shel pmee—— ¥ _ 1e1 m-l-':'é o
k,h’o(e) = 2/_8.—-:-[.1'1———- L.zo (a+ J) °) (a+ J) 22 ® (a) Z (.]) ,

I

N

MM
€

om0 =2 5, @ L ETD 6Mar D 27 0 T 0@ T M
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THEOREME 1. - Si p= 2 et si 6 est un caractére de Dirichlet primitif pair
de conducteur m ou 4n avec (2 s m =1 s On a

II/2 =1 (¢ non trivial) .

Posons

y=k
bk,h’o(e) = Z(:l’k’h) 9(a) (2 -4.(;h+m4m) ’

on sait, d'aprés les propositions § et 6, que

Il =11 sup
HO~ P ng

\k$2h-llbk’ n,0@1 -

I1 découle du lemme 7 que, si 4. 282 1 mod mz , On a

sup | b (0)] £ 1/2.
oy o1y 0071 S

Donc, pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que, pour h assez grand vé-

rifiant 4.2h =1 mod mZ, on a

sup | b (8)| = 1/2 .
el B0

Corme (2/45) ~{+1, -1}, on a, si 4.2hs 1 mod mz ,

[ 3 -
_ -1 (a+ 3) 9 (a+ J) * a #*,.
bk,h,()(e) = 223:0 = + 29 (= 1) ijl 8 (3) »
Donc, pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que, si 4. 2h = 1 mod mZ ,
on a
w1 (F50) 0% (e 9, Mgy 5B ot
a a + | a .
sup h 'Zj_o * m J‘ + 9 (" 1) Z-_l 3] (J)| =1
kg2 =1 =
. n}-l . * . , .
Or il est clair que Zj—o (2% 3) 6 (a+ j) ne dépend pas de a . Si

1 ey # .
IZ?::O e+ j)o(a+ =1,

on choisit 0< ag 4.28-1 tel que

Il

a=1 mod4Z et a=0 mod nz, ce qui est
toujours possible si 4. 2h >4m, car (2, m) =1 . Pour ce choix de a, on a

3
Izm—-l (+ 3) 6 (a+ 3)

- e o e 3
* a Lt _ose=l (&+ j) e (a+ ) _
=0 - +6 (-1) Zj:l 0 ()] = 'ijo = | =1.
_____ 3%
Maintenant si |5 g (3773 6 (a+ )| <1, on cioisit 0Sag42 -1 vé

rifiant a=1 mod 42 et a=1 mod mZ, ce qui est toujours possible si
h ~ =

4,2 >4m car (2, m) = 1 ., Pour ce choix de a, on a
D Y . 3 a *, . 3 3
L7 @D (e e D o' 02, MW = 10" 0 ot = 1

r

THEORRME 2. - Si p=3, si ©

est un caractere de Dirichlet, primitif, peir,
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non trivial, de conducteur m ou 3m, avec (3, m)=1, on a “16” =1,

Cn pose :

_ Z;m,k’h) 6 (a) (a) = (1 + Bm)'-k

h+1 *

%%, 1, 0% B

Pour montrer le théoréme, il suffit donc de montrer que

sup sup | b (@) =1.
h>0 OSkSBh-l k, h,0
Donc il suffit de montrer que, si h est assez grand et si 3h+1 =1 mod mZ, on
a
sup | o ()] =1 .
O$k§3h-l k,h, 0

Donc il suffit de montrer que, si 3h+l =1 nod mZ et h assez grand,

3%
Tee | i a i * *, .
I%:O(a-'-'])?n( +'])+9(—l) 2?209(3)121)

sup
<31

car (Z/B_\Z‘)% ={+ 1, = 1} « La démonstration est la mme qu'au théoréme 2.

COROLLAIRE 4, = Si p=2 ou 3 et si K est un corps abélien sur Q, l'inve-

riant I d'Ivasawa associé & K est nul.

Pour la définition de by 9 (cfe [5])s Il est bien connu (cf. [4]) que, si K
est abélien sur Q, by = G équivaut 2 HIQ/ZH = 1 pour tout caractére de
Dirichlet primitif, pair, non triviel, ¢ , de conducteur m ou mq, avec
(my pp=1.8 p=2 ou 3, les seuls caractéres & considérer sont ccux pour

lesquels m>1 .

Les démonstrations que nous avons données des théorémes 1 et 2 sont effectives

et permettent de donner une majoration de )\9 qui est le nombre de zéros de I9
dans D(O, 1)” , A, est fini car K = est une extension finic de Q .

COROLLAIRE 5. - Si p=2 ou 3, et si ), est le nombrc de zéros de I, dans
re(m) > gqm , alors,

D(0, 1)”, soit r un entier positif strictement tel que p

)‘e S q-l prg\mi .
Posons Ie (1) = an() a, T s 8 €0y c Ke » Comue z{e est une extension finie
de , il existe un entier n, > 0 tel que }anol = HIei . La théorie du poly-

gonc de Newton (cf. [1]) montre elors que Ny =1 Or, si

h o+ n
I,(1) = 5 (e DF = DT F by (6000 n*,

4

On a clairement, comme |]I€)H =1,

. . h
sup | o (0)| =1 dirmplique n . <p = 1.
okl o0 0
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Le corollaire est alors une conséquence immédiate de la démonstration des théorémes
1l et 2

Remarque l. ~ La majoration obtenue pour ). entraine immédiatement une majora-

€]
tion de 1'invariant x; , et donc de . (ef. [5]), car hp S 2}{3 . I1 est, en
effet, facile de voir que )\; =2 g » ol la sommation porte sur les caractéres

primitifs pairs non triviaux © du groupe de Galois de K sur Q .

Remarque 2. ~ Le nombre r , défini au corollaire 5, peut &tre pris égal & 3
pour tout entier p et tout entier m> 2, il peut Btre pris égal & 2 si p23,

n>2,ctsi p>3 et m¥£2, 3,4, 6, 10 et 12, on peut choisir r=1.

Ce résultat m'a été cormuniqué par G. ROBIN et H. DELANGE.,

Remarque 3. =~ On aurait pu donner une démonstration un peu moins calculatoire du

lemme 7 en utilisant le lemme suivent

LEpMME. - Soit, pour 1 < i< n, des nombres B; e Z, 5 avec By #B. si 1#]

ot a eG « Soit F(D) =3, o (l+ DL, slors ||F| =

i= Sup I<isn | %

Mais les majorations obtenues, pour A_ , sont moins bonnes.

S
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