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LES FONCTIONS THETA D'UNE COURBE DE MUMFORD

#
par Marius van der PUT ()

Soit K un corps algébriquement clos et complet pour une valuation non archimé-
dienne. Une courbe de Mumford est une courbe X sur K de genre g > 2 , paramé-
trisée par un groupe de Schottky I < PGL(2 , K) . Plus précisément, I' est un
sous-groupe discontinu de PGL(R , K) , libre & g générateurs. Son ensemble de
points limites dens El = El(K) est noté £ . Alors Q= fl - £ est un sous-espace
analytique de fl avec une bonne action du groupe I' , et (YT est isomorphe 3 X .
D'aprés [2], chapitre VI, la variété de Jacobi Jac(X) de X est un tore analyti-
que. On donne ici une autre démonstration de ce théoreme, et on introduit en mdme
temps une nouvelle construction des fonctions th8&ta qui interviennent dans la théo-
rie. La forme quadratique sur le tore analytique est calculée & 1l'aide du graphe de

la réduction stable de X .

1. Fonctions inversibles sur Q et courants sur T .
B i e i o U A NN NN NN NN I IS

L'ensemble £ des points limites de I' est compact et parfait. D'aprés [2] cha-
pitre IV, et [1], on peut associer & Q= fl - £ une réduction canonique
r: Q-=>0. I'espace O est une variété algébrique sur le corps résiduel K de
K « Les composantes irréductibles de ([ sont des droites projectives sur X . Ces

droites se coupent normelement. On associe & () un graphe T par :
(1) les sommets de T sont les composantes irréductibles de § .
(ii) les arBtes de T sont les points d'intersections des composantes de Q .

On sait que T est un arbre infini. Soit G un grephe localement fini. Nous uti-

lisons les notations suivantes :

(a) @ désigne une arlte orientée ; l'origine et le terminal de © sont notés

par ¢(0) et B(1) ; 1l'ardte opposée de e est notée par - o .

(b) un courant (3 valeurs dans E) sur G est une aspplication uw des ardtes
orientées de G dans Z avec pj(— 3) = - u,(é’) et telle que, pour chaque sommet

a d¢ G, ona ZE(O):a“(g) =0,

(¢) le groupe des courants sur G est noté par C(G) .

3¢

(') Texte regu le 25 janvier 1982.

Marius van der PUT, Mathematisch Instituut,. Univ. Groningen, Postbus 800, NIL-9700
AV CRONINGIN (Pays-Bas).
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(1.1) PROPOSITION. - Il existe une suite exacte O --> K o= o(Q)* - C(T) —=> 0.

Remarque. - 0O(Q) est 1l'algébre des fonctions holomorphes sur Q, et G(Q)*
est le groupe des fonctions holomorphes inversibles sur 0 . Nous allons décrire
1'application 0((2)‘}e -=> C(T) « Un sommet a de T est une droite, composante de
G.Soit a =a-0 anb. Alors r-l(a*) est un affinoide de ( avec réduc-

ba -

# #
tion canonique a . On voit aisément que r l(a ) posséde la forme (pour un para-

métre convenable 2z de fl) :
{z €K ; |z|=1 et lz—)\1|=...=lz—)\n|=l},oﬁ '}\1]=...=|)\n]=l.

Une fonction inversible f sur (Q est alors de valeur absolue constante sur
-1, % _
r1(a") . On note cette valeur par EI

Soit meintenant @ une arlte orientée, o(0) = a et &(1) = b .

° *—
Soit (a ub) —aub—U#a’bcn(aub)

Aors r—l((a U b)*) est un affinoide dens
*
a Q) avec réduction canonique (a ub)
ey Pour un parametre convenable z de P
pr b v 1'affinofde r-l((a U b)*) posséde la
(a v b)* forme :
{z e K; |ﬂe|s]z|$l; ]z-—ai|:l; ]z—bj|3|ne| 3 i=1,m nj j=1,= m,
ou O< Iﬁe‘ <13 Ial‘ = ees = lanl =13 |bll = eee = lbml = Inel .

- 3
Une fonction f , holomorphe et inversible sur r Ha um™ , s'écrit comme
*
=2 g,o00 nezZ, reK , et g est une fonction holomorphe sur

- ¥
r 1((a u b)) avec valeur absolue 1 .

L]

n -1 -
mors | £ = [m |® (Al 5 [£ly=[A] « Donc |£]y [£7 = [m |

Le fonction f/X , vue comme fonction rationelle sur b , satisfait

N e

ordr% sur b.(?7xy

De m@me,

R
ordr% sur a(f/)\ T\'e)

1
i
(o
.

. ¢
- Le courant M s associé & f e O(Q)-) , est défini par p,f(—é) = - n . Bien sfir
uf(- e) = - uf(g) . La formle z—e»(o)za p,f(é’) = 0 se déduit de : "le degré du di-

viseur de /X , vue comme fonction rationelle sur b, est zéro".

Le noyau de 1'application £ > e est formé des fonctions holomorphes sur O
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& valeur absolue constante. Une fonction holomorphe bornée sur (Q est constante.
Donc le noyau est égal a K « Dans [1], on a montré la surjectivité de f b=> TP
Toutes les constructions précédentes sont canoniques, et en particulier les cons-
tructions sont invariantes par T . On déduit de (1.1) une suite exacte de cohomolo=

gie
(102) 0 ==> H(r , (1)) —=> H'( , K') —> B, o(@)") —> B, e(T) —> 0 .

Notons que I' est un groupe libre & g générateurs Yy s cee s yg « Pour un tel
groupe Hl(l" -)=0 pour i > 2 . Plus explicitement, pour un TI-module M , on
forme le complexe M ——-> M& avec d(m) = (m - v (@, oo, m= Vg (m)) « Alors,
H(F,M)_kerd et H(I‘,M)-—cokerd.

Dans le reste de 1l'exposé on va interpréter, et "calculer", les groupes qui fi-
gurent dans la suite (1.2). D'abord, Ho(r , ¢(T)) s'identifie a2 ¢(T/T) =
groupe des courants sur le graphe T/T' . Le graphe T/T est le graphe de la réduc-
tion stable de X = (/T . Ensuite, H (I, K') s'identifie cenoniquement 3
Hom (T , K*) o (K%)g . On peut compléter la suite (1.1) avec la proposition suivante.

(1.3) PROPOSITION. - La suite 0 —> 0(Q)" —> Ma)" —=> Div (Q) -= 0 est_exacte.

Remarque. - () désigne le corps des fonctions méromorphes sur . Fosons
() = M) - {0} , et Div(Q) est le groupe des diviseurs sur (0 & support dis-
cret. Par définition, un sous-ensemble S de Q est discret si S nF est fini

pour chaque affinofde F < Q. L'image de fe J'L(Q) est div (£)=2 ordrup(f) oD o

pell
Pour vérifier que la suite est exacte, il faut trouver pour D =2 n, x; € Div ()
une fonction méromorphe avec diviseur D . Supposons que o € G Pour LEQ, et

A # ©» , on désigne par pr()) un point du compact £ avec
IV = pr(W)| =min ([N = p[ 5 per}.

On pose pr(e) = X, un point quelconque de £ .
Z - X, ny
On voit aisément que le produit infini £ =T] (-——-I-)-;L—_GC—)-) définit un élément

de ;W(Q) avec diviseur D .

(1.3) est un cas spécial d'un théoréme montré dens [1], chepitre I. La suite de

[-module (1.3) induit la suite exacte de cohomologie :

(1.4) 0 =—> K —> WX)™ = Div(X) -> B (", 0)%)

—> 11, M)y ~> BHAT , Div(Q)) = 0.

__ . .
On & identifié ici HO(r, o@™) = K ; 0, ma)™) ~ w0)™ ot
B(r , Div(a)) = Div(X) .
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(1.5) FROPOSITION.

. 1 *
(1) B, o@") =5 (X, 0 .
- 1 * .
(i1) # (O, 2() ) = ut(r , biv(®)) =o0.
La proposition (1.5) est une conséquence de la proposition suivante.

3

(1.6) PROPOSITION. - Soit $ wun faisceau sur X tel que le faisceau m § sur Q
* o *

satisfait H(Q, m $) = 0. Alors n $(Q) est un T-module ;

@, o s(@) =s@ et B, s(0) = B (X, s) .

Dénonstration de (1.6)e — Soit m: Q ==> X 1'application canonique, et soit &

un faisceau (abélien) sur X . Pour chaque we ' , ona mw= w, et alors

O ~ 3%

w m $=—>m S . Pour un sous-ensemble admissible V< (Q , invarient par T,
3 3

cet isomorphisme induit un isomorphisme [w] : 7 $(V) —> = $(V) . En particu-

¢
lier, 1-1-) s(¢) est un I-module.

Un affinofde U © X est appelé "petit" s'il existe un affinoide Ug < Q tel que
n uo

est un isomorphisme. On a @

= 9 et que uonwuozﬁ pour wel , w#id . Dans ce cas m: Uy -=> U

(m 8)(rtu) Fes Tl s(wug) === appl(r , s()

= 1'enseumble des applications de I’ dans $(U) .

1

La structure de T'-module de Appl(l' , $(U)) est donnée par (8c)(y) c(ém1 v)

oh y, 6e€l,ctou ce Appl(r , s(W) .

L'isomorphisme ci-dessus est un isomorphisme de T-module et alors ('rr* s) (n-l U)
est un [-module induit, et 1'application ceanonique s(uw) —-=> HO(I" , m g(n-l u))
est un isomorphisme. Soit {ul s eee 5 U} un recouvrement de X par des affi-
nofdes petits. Alors {n-l Uy y eee sy ull U} est un recouvrement admissible de Q,

et la suilte

%, -l
m S(w 'Ui) —->Zi<.

3 «hn
0 =—>1 $(Q) =-=> Zi j

¥* -1
1 1'r S(n 'uij)

est exacte.

En prenant Ho(l" , =) de cette suite on trouve que 1'application canonique

*
S(X) > HO(T , m $(Q)) est un isomorphisme.

) s
Supposons que $ est un faisceau mou sur X, alors m § est aussi mou, et la

suite de Uech est exacte :

%* 3¢ 3
_ ; G oo =l gy _o T |
0 ==>1 $(Q) -—> ol T S (m i) >Li<jn S(m uij)

#* o =l
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3¢ ) :
Cette suite est une résolution du I'-module m $(Q) par des I'-modules induitss

i *
Aors H (T , m 8(Q)) est égale au i-idme groupe de cohomologie du complexe

0 n % _, -1, 0 S ® o =1
O ==> H ([, 2, m 8(m U)) —>H(T, Zis T 3 (i uij)) — T

Mais ce complexc est égal &

n Z . .

1<J<h

, %
Par conséquent, Hl(r , m $(Q)) = 0 puisque Hl(u , 8) =0 .

*
Soit maintenant § un faisceau sur X tel que Hl(Q s T §) =0. Alors $ est
un sous-faisceau d'un faisceau mou ¢ . De la suite exacte de faisceaux sur X,

0 ==> §==> g ==> G ==> 0, on déduit des suites exactes :
0 ==>8(X) —>8(X) —>5(X) —> H (X, ) —> 0,
** * *
O==>m 8(Q) =—>n §(Q) =—>m z(Q) -—> 0 s
et

0= B0, m 8() —> BT, m 5(0)

¥* H*
—_— Ho(r s M G(Q)) ==> Hl(r , m 8(Q)) ==> 0.
1 1 L3
Cela montre H (X ,8) =H(I, m $()) .

Démonstration de (l.5)s = Sur X s On considére la suite exacte

0 mms OF > T e Di ~
- X > Iy —_— 1vy -—> 0 .

% % *
La suite exacte 0O ==> 1 OX - 7 mX - D:'LVX —> 0 sur & est égale a

* a* ! .
0 —> 0y, ==>M —=> Div, —=> 0 . On trouve, d'apres (1.6), un diagramme commutatif
et exact @

5 3 *
0 —> K > M(X)" mmmmmmem>  DiV(X) —mmmemme> H (X, 0g) ==> «ou

i I I -

¢ ¢ *
0 —> B, ()" - 00, m(®)* — P, piv(e) > B (T, 9(@)") —> ...

Le faisceau Divy est mou, et alors Hl(X , DivX) =0 . Il est moins clair que
%
it (x, ;m ) = 0 parce que Ty n'est pas un faisceau constant sur X . Mais on sait

gk
we H'(X , O
q ( D = g

de Zariski sur X . En outre, M (X) est égale au corps des fonctions rationelles

(X, *) = le groupe de cohomologie de @X pour la topologie

sur X, et on a une suite exacte

#* ¥*
0 ==> K ==>N(X) ~=> Div(X) —> H1

(X, 05 0
alg i ’ X —-> L]
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*
Cela montre que Hl(X , mx) =0.

(1.7) PROPOSITION. - HO(T , A1) =~1 ~28; H(r, o) =2, et 1'applica-
tion Div(X) --> 1 (r, @(Q) ) — (1" s C(T)) = 7 associe & chaque diviseur D

sur X son degre.

Démonstration. - On a une suite exacte de I'-modules

0 ==> ¢(T) —> E(T) A H(T) =—> 0,

ot E(T) est le groupe des fonctions y sur les ardtes orientées & valeurs dams
Z telles que yu(- ) = - u(8) , ou H(T) désigne le groupe des fonctions & va-

leurs dans Z sur les sommets, et ot d(y)(a) = Z*(O)—- u(@) .
La suite de cohomologie pour le groupe I est
0 —> C(1/T) -=> B(T/T) —> H(T/T) - Hl(I‘ , C(T)) —> 0.

En effet, E(T) est un TI-module induit, et alors H (I , E(T)) = O . La premidre
partie de (1.7) se déduit du lemme suivant.

(1.8) LEMME. - Soit G un grsphe connexe et fini. Il existe une suite exacte

0 —=> ¢(G) --> E(G) RN H(G) =2-> Z~-=>0, et il existe un isomorphisme canonique

m (Q) o =——> ¢(G)

Démonstration. — Lfapplication ¢ est donnée par ¢(f) = - ZaEG f(a) » I1 est

by

clair que od =0 et que ¢ est surjective. Il nous reste & montrer que
3
ker ¢ ¢ im d . Pour cela, on prend G un sous-arbre maximal de G .

Pour o , la suite 0 --> E(G ) RN H(G*) 2o % -=> 0 est éxacte ; E(G%) est
un sous—groupe de E(G) tel que E(G)/E(G*) = Eg , ou g est le nombre des ardtes
de G - G . En outre, H(G) = H(G*) . Cela montre que la suite est exacte. L'iso-
morphisme canonique nl(G) ab —> ®G) est construit comme le suivant. Soit vy un
lacet dans G . On peut écrire v comme une suite d'ardtes orientées —él y e —én’
ou gi(l) = 3i+1(0) (1gi<n) et gn(l) = 31(0) o Au laget v on associe le cou-
rant by par
- 7
=-T7

ol
H

1. si

ol

p,(e)-znl{e,e} et {e,—f} -1 si

0 autrement.

On voit aisément que ,_,,Y est un courent, que u’Y ne dépend que de la classe
d'homotopie libre de vy , et que p Pour voir que 1'application
Y1 Ya Yl “\(g
ﬂl(G) ab —->C (G) est un isomorphisme, on utilise encore un sous-arbre maximal G

de G . Soit @ oo e - e cee - ¢ 1'ensemble des ar®tes orientdes
1 ’ 3 g ) 1 ’ ’ g
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# - -
d¢ G-G . Pour @ eG=G , on construit un lacet v(©) =
T, e, Y’ est le chemin unique (sans aller-retour) de o(1) & o(0) dens &

1
Aors, y(e) s see s yr ) est une base libre de m (G) b ? ot les y,; = M.Y(‘éi)

ont les propriétés Wy (e ) = 845 ¢

Soit maintenant |y un courant sur G . Alors 0= -Zl . u(e ) u; satisfait

E(E;i) = 0. Alors [ est un courant sur G .

Donc i = 0 . Cela montre que nl(G) ab — c(G) est un isomorphisme.

Suite de la démonstration de (1.7). = Pour voir que 1'application Div(X) —-—> 2z,

de (1.7), associe & D son degré, il suffit de prendre D= x . Soit y e Q avec
n(y) = x « Alors, rr_l (x) =Ty € HO(I“ , Div(Q)) , et il existe une fonction fem(Q)*
avec div(f) = I'y « Le 1-cocycle wl==> f(wz) f(z)-l dans Hl(I‘ s O(“)*) est

1'image de x . Pour simplifier, nous prenons le cas ou r(y) est un point simple

de O (l'autre cas est laissé au lecteur). Posons
|f|a= max{|f(z)| 3 zer a},
et “‘f(—é) , avec e(0) = a, ¢(l1) = b, est défini par

- b p(€)
E S E: R e I

L'spplication g, e E(T) n'est pas un courant. En effet,

- Z—»(O)_ p,f(e) = le nombre des points de I'y situés dans r-l(a*) .
Mors dug € H(T) est invarient par I et se trouve alors dans H(T/T) . 1'ime-
ge de du, dens H (r, G(T)) est W > uf(we) - t_,,f(e) C'est aussi 1l'image de
(w=> f(wz) £(z)~ ) e ut (r, 0 ()" ) dans H' (r, e(1)) . Ensuite

) = - (du,) (8) = le nombre des prints d ~H(a")
cp(duf = aeT/l" du ) (a aT/I‘ e nombre des prints de I'y Ar (a ) = 1 .

s
(1.9) Définition. - Une fonction thdta pour T est un élément 6 e o(Q) tel que

o(wz) = c(w) , 6(z) avec we I, cl(w e K* .

PROPOSITION. - Le groupe des fonctions thé&ta pour [I' est isomorphe 3

N, e
Kw x Fab == X Zg

L]
—~

Démonstration. - La définition équivaut & : 1'image de ©® dans ¢(T) est inva-

rient par T . Comme T . -> ¢(T/T) , le résultat est clair.

Les fonctions théta (et 1'isomorphisme) peuvent &tre donndes explicitement. Soit

wel, et soit ye O tel que r(y) e 0 est régulier. Le produit infini
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u, —FyeI‘ Z - Yw:;y) converge sur Q, ot est un élément de ©(Q) . Pour o , avec

e(0) =a, ©(1) =b, et {p} a nb, l'espace (I - p a deux composantes con-

- * -
nexes : O qui contlent b , et (G~ qui contient a . Ecrivons O = r 1(Q+)
et O = rt (") o Pour une fonction f de le forme (z — xl)/(z - x2) sans zéro

" -l -l ' A
ou pdle dens r (p) , on a lflblfla =|ﬂe|6’ ol

. + -
+ 1 si x, e et x. €Q

1 _ 2 .
§ =4~ 1 si xlen et X, e

0 autrement.

A 1'aide de cette formule on peut calculer
T 1 osioyuly) e’ et y(y) ed”
- 3 6 O\ 6 = - i - N
Z\EI‘ y o b 1 osi yu(y) e @ et v(y) e d

0 autrement.

Il est clair que le courant ""u est invariant par I' . Donc, u, est bien une

fonction théta.

(1.10) PORPOSITION, - Le courent de la fonction th8ta u —ﬂz - Ywé ) est dgale

au_courant y e c(T/T) associé & 1'élément we T = ™ (T/l")

Démonstration. - Supposons que r(y) €e ac{ et r(uy) €eb< 0. Le chemin (sans
aller-retour) -él s soe 'é'n dans T de a vers b posséde comme projection dans

T/T 1le lacet d'origine a correspondant &4 w . Le courant W, s VU comme courant

invariant sur T , satisfait &

(e)— =1,. n.r{'Ye,e},

et on calcule facilement que

-

oy =28, {vé, &} .

2¢ La forme quadratique associée & une courbe de Mumford.

Les calculs du § 1 montrent que la suite exacte (1.2) peut s'éerire

¢} ¥* -
(2.1) 0 —> T —> Hom(l"ab sy K') => Jac(X) —> 0,
DivO(X)
ou Jac(X) = ~——— désigne la variété de Jacobi de X = Q/T .

Nous éerivons (y, , v,) = c(yl) (yz) .
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(2.2) PROPOSITION.

s s oy s *
(1) (¢, ) est biblinéaire, symétrique, et est 3 valeurs dans K .

(i1) (, ) =-1og |(, )| est unec forme réelle, bilinéaire, symétrique et dé-

finie positive.

Démonstration.

(1) Soit OY une fonction th8ta avec courant by Aors
1 1

<Yl ] 'Y2> = 9 ('Y2 Z) 9 (Z)

Avec le choix ug (z) = 6 r (2 = svy(a))/(z = 6(a)) , on a
<‘Y1 . \(2> = 'U.'Yl ('\(2 Z) qu (Z)-l .

Dens [2] (p. 190), on fait un calcul explicite pour démontrer la symétrie de
(s ) o+ L'essentiel est de regarder uY comme fonction de deux variables z8ta. Il
serait intéressant de trouver une démonstration qui ne dépende pas de la forme ex~
plicite de u . On peut essayer la suivante. L'homonx)rphlsme Tob — c(T/T)
reléve d'un homomorphisme Y b— uY , de I" ab > O(Q) o L'homomorphisme peut aussi
relever d'un l-cocycle v k> f dans 1 (1 , 0(Q) ) . Bien sfir, :E‘Y =c(y) u

J¢
ol c¢ est une gpplication I ==> K .+ On voit aisément que

vy s v = elyy vy) C=(\(l)"l C(yz)-l .

LY
g

En utilisant le fait que (, ) est une applicetion bilindaire Fap * Tgp = K ,
on peut esseyer de montrer que c(y) dépend seulement de 1'image de vy eI dans
Tap * Cela implique évidemment que ( , ) est symétrique. Notons que la symétric

de (, ) sera montrée indépendement de (i).

(ii) La démonstration de cette partie utilise encore T et T/T' . Posons
Pot(T) = le groupe des potentiels sur T = les fonctions V sur les sommets de T

a valeurs dans R telles que l'application dv

~

V(b) - V(a)

est un courant sur T .
- log

3:(8., b) p=->

(En particulier, V(b) - V(a) e Z log Inel )+ On obtient ainsi un diagramme commu-
tatif de I-modules dont les lignes sont exactes @
L
0 = K => ()™ cmee> o(T) ——> 0
(*) - log | ||-Tog | | id
Vv

0 ===> R —=> Fot(T) N c(T) ==> 0
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Cela montre que la forme (, )=~ 1log |( s )l se déduit de la suite de cohomo=-
logie de (%)

0 —> C(T/T) ==> Hon(r , B) —=> H (T, Pot(T)) ...

Soit p un courent sur T, et Py un sommet fixé de T . On peut aisément cons-
truire un potentiel V avec dV = . En effet, pour q € T, on désigne par

€ 9 ser s € le chemin unique (sans aller-retour) de Py vers q dans T . Le

potentiel est donné par

Vu(q) = Xn

i1 h(ei) “(gi) » ou h(e) := - log |m | .

Soit V& le potentiel avec dvy = MY = le courant correspondant & vy eI « On

trouve donc :

(5 vp) =V, Grpmg) =V, (pg) = I, hley) u, (35,

-

OU & 4 ees, € est le chemin unique de Pg Vers vy, Py e
Comme est invarient par T , on peut regarder cette formle comme une ex-

1 -
pression dans T/T en remplagant Po ¢t e, par leurs images dens T/T « Donc

(Yl ’ YZ) =Zl:’ll:l h(ei) qu (ei) = 12;.121 Z?=1 h(ei) {gl ? —f,J} ’

*
ot £ ... ?m est le chemin dans T/T correspondant 2 v, .

De plus, Z_éET/l" {ei , °e’}{fJ. , 8} = 2{6‘i s fj} .

Cela montre (yl s yz) =1/2 ZEETVF MYI(E) “yé(g) h(e) . Alors ( , ) est bili-

néaire, symétrique, et défini positif.

(2.3) Exemples. = X courbe de Mumford de genre 2 .

Les réductions stables de X ont les formes suivantes :

réduction stable = (/T le graphe T/T
el

(v) “) 2 D"é'z
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Nous allons calculer les formes quedratiques.

(2) Ecrivons hi = h(ei) . On peut supposer h g h, < h3 .
Une base des courants sur T/T" est {“‘l ’ p,z} ol
“‘1(31) =1, p‘l(‘é’Z) ==~-1, ”‘1(83) =0

p,z(_e.l) =1, pz(gz) =0, “‘2(83) = -1,

Le matrice de la forme ( , ) est alors

h 0
Pour (b) et (c) , les matrices sont( 1 \.
0 by

Ce qu'on a fait, c'est d'associer & un graphe muni d'une fonction positive (reelle
ou mdme entidre) sur les ardtes, une forme quadratique sur Eg » On peut se deman=-
der si on trouve ainsi toutes les classes d'équivalence (sous 1'action de Gl(g, 2))
des formes quadratiques positives. C'est bien le cas pour g= 2 . En effet, la
matrice d'une telle forme est (% g) avec a, d>0 et ad - °=D>0. lLa
classe d'équivalence est
t (a b

M ) M: M eGl(2, 2))

b d

Comme le discriminent D est invariant, il suffit de noter (a , b) au lieu de la

matrice. Le groupe PGL(2 , Z) est ongendré par les éléments

1 0

0 -1
0o -1 )

I=( 1 0

T=( S=(

0 1
et 1'action de ces éléments sur (a , b) est donnée par
I T S
(a, b) ==>(a,y,-Db) ;3 (2,b) —=>(a, 2a+b); (a2, b —=>(d, -b)
Un calcul simple montre que chaque classe d'équivalence contient un élément (a,b)
avec 2bgagd= (D+ b2)/a
h +.h‘2 h . h O
Pour b# 0, on trouve (1 1), et pour b= 0, la matrice (/! )
# b hl h[ +}5), H 0 }b
On vérifie sans peine, en utilisent les longueurs des éléments de Ez , que ces

formes sont inéquivalentes entre eux.

Dans un preprint "L. GERRITZEN : Der Satz von Torelli flr Graphen, Bochum, décembre
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1981", on montre que, pour g > 3, les graphes ne donnent pas toutes les classes
d*équivalence des formes sur Z8 . En plus, il est montré que le graphe, muni d'une
fonction positive sur les arBtes, est (modulo une équivalence banale) déterminé par

sa forme quadratique. ("théorfme de Torelli").

(2.4) Les propriétés de ( , ) dans (2.2) impliquent d'aprés [1], que le tore ana-
* *\ g . oy 2 P
lytique (Hom(I‘ab , K ))/(c(rab)) = (K )°/A est une variété abélienne.

3*
Finalement, on veut montrer que l'isomorphisme de (K )&/n et Jac(X) est un
isomorphisme de variétés abeliennes. D'aprés le théoréme GAGA en analyse rigide, il
: * *
suffit de montrer que 1'application (K Y€ = Hom(l"ab , K') ==> Jac(X) est analyti-

que. Pour cela on regarde le diagraomme commtatif suivant :

algébrique

\X X X X eoeoe X X JaC(X)
A @ A
g
analytique
*
\k‘X&]X oooXQ,r B > Hom(rb’ K)
analytique, a
g surjective
On fixe un point ay € {i « Soit Xy € X 1l'imege de ay Mors & est donné par

cz(xi, cee xg) =2 X, = 8%, modulo équivalence linéaire.

Soit (&, 5 ««v ag) e Of . On fabrique le fonction

(z - v(a)) «e. (2 - y(ag))
Yel’ (z - v(ay))8

£f =T

+*
K

AMors vy -—=> fg 2) e K

Cet élément dépend cnalytiquement de (al y see s ag) . En outre on peut montrer

*
cst un élément de Hom(Fab , K) .

que 1'application est surjective. Cela implique que Hom(l‘ab , K) == Jac(X) est

analytique et cela termine la démonstration.
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