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PRINCIPE DU MAXIMUM
ET THECREME DE LUBIN-HENSEL D/NS H(D)[[Y]]

par Alain ESCASSUT ()

Définition. - Rappelons d'abord qu'un fermé borné D de K est dit calibré si
diam(D) ¢ |K| et si, pour tout trou T de D, diam(T) e |K| [2].

En outre, nous dirons ici qu'une partie D de K est fortement infraconnexe si,

pour tout trou T=4d (a, r) , il existe une suite b, de D telle que

|bn—a|=|bn-bm|=r, Vn#m,

Remerque. — On montre aisément qu'un ensemble fortement infraconnexe est infra-
connexe. En effet, si un ensemble n'est pas infraconnexe, il admet au moins une

couronne vide qui contient des trous d (a, r) telsque C(b, r) nD=g.

7N
THEOREME 1. = Soit D wun infraconnexe farmé borné. Llors les 2 propriétés sui-

vantes sont équivalentes

(i) D est fortement infraconnexe et calibré

(i1) Pour tout f e H(D) , il existe o € D tel que |[f(a)| = ”f“D .

On montre le théoréme 1 essentiellement & 1'aide de la proposition 1 suivante,

qui est par ailleurs utilisée dans la démonstration du théoréme de Iubin-Hensel.

PROPOSITION 1. = Soit D un fermé borné fortement infraconnexe, et soit fe H(D)
tel que ||fll; € [K| « Alors il existe o tel que |f(a)| = £l -

D'aprés les propriétés Mittag-Lefflériemnes de f , on sait que ou bien

(1) il existe £, € H(®) tel que £l = 11£ll

{avec © = enveloppe cerclée de D ), ou bien
(2) il existe un trou T de D de la forme d (b, R)

et il existe f e HC T) tel que limlx[—'oo fl(x) =0 et tel que Hfl”C,T = HfHD .

Par exemple, supposons que nous somme dans le cas (1), et soit

) — u s
fo(zc)_z;:o}\n(x—_a) oh A e K.

Mors |[|fyll; est de la forme |>\ql RY, a'ot R%e |K| , et donec R e |K| (puisque
K est algébriquement clos).

7
() Alain ESCASSUT, Laboratoire de mathématicues et d'informatique associé au
CNRS, Université de Bordeaux-I, 351 cours de la Libération, 33405 TALENCE CEDEX.
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On procéderait de md®me dans le cas (2) pour fl(x) = Z::I )\n/(x - b, et on

montrerait que r e |X| .

Soit ae D. [lors, puisque D est fortement infraconnexe, il existe une suite
a, de D telle que

Ian—alzlan-aml:R, Vn#mn dans le cas (1)
|an-b|=|an-am|:r, ¥ n#m dans le cas (2) .

Par suite, pour n assez grand, on sait que
V(fO(eh)) = va(fo , = logR) = - logf!fO]LD dens le cas (1)
V(fl(an)) = Vb(fl , =logr) =~ log“fl”CT dans le cas (2) .
linsi ||fl|, est bien atteint.

Preuve du théoréme 1. — Soit R = diam(D) . Il est facile de voir que (ii) en~

traine (i). En effet, supposons D non calibré. Par exemple, supposons R ¢ |K| .
Soit ae D; alors

|x-alp=R>|a~-2a] , VaeD.

De mPme si le diamétre r d'un trou T=d (a, r) n'appartient pasa |X| ,
1'élément h(x) = 1/(x - a) montre que

2=l = 3> 0@, vaeD.

Enfin, supposons D non fortement circonférencié, et soit T=d (a, r) un
trou de D tel que seul un nombre fini de classes du cercle c(a ’ r) rencontre

D ; notons d (a, , r) , ces classes, et soit
i

1€ikn

h(x) = Zr:;:l (x - ai)/(x - a)n+l .

LMors ||hHD: 1/r , meis |h(x)|] <1/r, ¥ xe XK tel qu¢e |x - a] > r, donc en
particulier |h(x)| < Il , ¥ xeD.

Montrons maintenent que si D est calibi'é et fortement infraconnexe, alors il
existe « € D tel que |f(a| = l|fll; . Pour cels, il suffit de montrer que
!|f||D € |K| et d'eppliquer la proposition 1.

En effet :
ou bien logl|fll, est de la forme

(3) v (fy, logR) , f,eHO),

et alors puisque D est calibré, R e |K| , d'od Va(fG , = log R) ¢ v(K)
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ou bien log|fll, est de la forme
(4) v (£, , = logr) , £f,e BICT) ,

ohn T=d (b, r), et alors re |Kl , d'o v (f, , = logr)e v(X) . Adnsi

£l e |K| dans tous les cas ce qui achéve la démonstration.

Théoréme de Lubin-Hensel. - Lvant d'énoncer le théoréme 2 précisons quelques no-

tations.
Soit D un fermé borné de K, et soit

F(Y) = 37, g (%) Y° e H(D)[[Y]] .
Pour tout o € D fixé, on notera
S

Id
THEOREME 2. - Soit D un ouvert fermé borné fortement infraconnexe de K , sans

T-filtre, et soit

F(Y) = ¥, £ (x) ¥° e HD)[[Y]]

tel que

gn—z gz—n

.. S
llI;lﬁiup I '—Egm'-”])

n

<1’

pour tout £2=0, «co. ,, n =1,

Soit M 1'ensemble des ~ €D tels que gi(a% =0 pour tout i=0, oo , D=1

by

Supposons qu'il existe une fonction bornée r dans D\ M & veleurs dans 24 ’

telle que, pour tout x eD\M, le disque d(0, r(x)) contienne exactement n

zéros (yl(x) y sse o yn(x)) de F, (distincts ou confondus). Alors F se fac-
torisc dans H(D)[[Y]] sous la forme F = PG, o

P(Y) = ﬂn

2 (Y- y,(0) e HD)[1)

et ou Ge HOD)[[Y]] .

COROLLAIRE. = Soit D un ouvert fermé borné fortement infraconnexe de K , sans

T-filtre, et soit

F(Y) = Z‘;:O g, (x) 7° ¢ H(D)[Y] .

Soit ne N, ngq, et soit M 1'ensemblc des o€ D tels que €,(a) =0

pour tout i=0, <. , n -1 . On suppose que, pour tout x eD\M, il existe

un disgue d(0 , r(x)) contenant exactcment n zéros (distincts ou confondus)




9-04

(7,0 5 woe s 7,00) de E,

AMors F se factorise dans H(D)[ Y] sous le forme F = PG, ol

B(Y) =”?:1 (Y - y,(x)) e HODI[Y],

et ot G(Y) e H(D)[Y¥] (deg G=q=n) .

Preuve. - Quand F e H(D)[Y ], 1la condition sur la lim sup du théoréme 2 est

inutile.

Remarque l. = Le polynfme F(Y) = x + x2 Y , montre qu'il est indispensable de
supposer la fonction r bornée dans D\ M, méme si par exemple on choisit pour

M 1'ensemble des x e D tels que gO'(x) = oeew = E (x) = 0.

Remarque 2. = Le polyndme F(Y) =1 + Y + sz montre que 1l'hypothése " ) forte-
ment infraconnexe" est elle aussi indispensable. Considérons en effet D=d (0, 1).
Alors, pour tout x e D, il existe bien un disque d(C, r(x)) , od r(x) =1,

qui contient un seul zéro a(x) de L

Soit (x) =Z°i°:0 (142) (- 4x)% ; alors a(x) = (p(x)- - 1)/2x «

Or on va voir que ¢« ¢ H(D) et, par suite, le polyrdme P(Y) = Y - a(x) n'ap-
partient pas & H(D)[[Y]] . En effet, supposons ¢ e H(D) ; alors il existe
P/q e R(D) tel que |lp - B/Q <1, d'ot lo° - F¥/0% < 1, et par suite,
[]@2 Q? - P2”D <1.0r ;;,2 =1=-4x d'ol, dans 1l'anneeu résiduel K[X], on -
obtient (T - Z2x)0° = 7 ce qui est impossible si 2 # 0 . (On pourrait choisir

un exemple différent si la caractéristique résiduelle est 2 ).

Pour établir le théoréme 2, on commence par démontrer la proposition 2 en repre-

nant la démonstration classique du lemme de Hensel.

PROPOSITION 2. = Soit D un fermé borné de K, et soit

F(Y) :Zfl":o g5 (%) v e 5(D)[[¥]]

On suppose qu'il existe un entier n tel que gn = 1 et une fonction bornée

définie dans D, & valeur dans R ainsi qu'un réel A >0 tels que, pour tout

x €D, on ait

11

V(§i(X)) + iu(x) > V(gn(x)) +nu(x) si i=0, «oo ,n =1

v(gi(x)) + ip(x) > A + ng(x) si i>n.

Alors il existe un polyndme unitaire P(Y) e H(D))f Y] de degré n tel que,

pour tout x €D, Px soit le polyndme unitaire qui admet pour zéros, les zéros
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de F_ dems 4(0, gy

Preuve. - On nntera My et Wy deux réels tels que Wy <0< Wy et
ulsu(x)sp,z, "xeD.

Soit P = Z?:O gi(x) Y . Puisque P, est unitaire, on peut effectuer la divi-

sinn euclidienne dans 1'anneau H(D)[[Y]], de F(Y) par P, et 1'on obtient

G, (V) e H(D)[[Y]] et R, e H(D)[Y]
tels que F = Pl Gl + Rl , et degR1 <n.
En ~utre Gl et Rl sont uniques satisfaisant ces propriétés.
Plus généralement supposons obtenus pour chaque entier j =0, «ee , m,
Pj e H(D)[Y ] , unitaire, de degré n ,
G; e HD)[[Y]]

Rj «eHD[ YT tel que degRj<n, et tels que F=P G + R .

On pnse alors P =P +R , et on voit que P est encore unitaire et de
m 1 m m m1
degré n .
Il existe donc G, e H(D)[[Y]] et R, € HD)[ Y] tel que deg R, <n
et tels que F = Pm+1 Gm+l + le , et Gml le sont uniques. On peut done cons-

truire

- une suite de polyndmes unitaires, Rm de degré n ,

- une spite G_ de H(D)[[Y]]

telles que, pour tout me N, F se décorpose dans H(D)[[Y]] snus la forme
F= Pm Gm + Rm .

- une suite de polynAmes Om de degré <n,

Par hypothése, et compte tenu que E,=1, ona

V(&'i(X)) + ip(x) > ny(x) + A pour tout i>n,

d'ou
(5) v((F - Pl)x s, w(x)) >nu(x) +1, ¥xeD.
Posons h(x) = v((F - Pl)X , w(x)) - ny(x) . Supposons que jusqu'au rang q ,
P ,G , R vérifient
m? m? ‘m

(6)  v((B, =P, ), u(x) 2 (n-1)h(x) + nu(x)
(7 v((B), » u(x) = nu(x)

(8 w((By, s u(x) 3 mh(x) + nu(x)

(9 w6y =6 ), u(x) > m-1)h(x)

(10)  w((G), 5 u(x) =0 .
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fors nous ellons montrer que les relations (6), (7), (8), (9) et (10) sont

encore vraies au rang q + 1 .

Remerquons d'abord que (6) est satisfaite au rang q + 1 grice & (8) vrai au
reng q, et que (7) est satisfeite au rang q+ 1, car v((Pq”)x y (%)) > nu(x)
. ERN R S . 1 o
du fait que Pq+l est unitaire, et v((Pq+l)x » #(x)) & nu(x) d'aprés (7) et (8)
vrais au rang q .
D'eutre part, on a
P G R =(P +R)G + R
qGqt Bq= (B R)Go v Roy s

dton

-R G l:P(G

,—G)+R -R
a4 gt Q" g+l q q

g+l
Et on reconnait ici la division euclidienne de = Rq Gq+1 par Pq .

Par suite, et toujours d'aprés le lemme 4.4,2 de [1], on a donc

V((Gq+l - Gq)x y w(x)) > V((Rq Gq+1)x y w(x) - V(Pq » w(x))

d'ol, d'aprés (7) et (8) vrais au rang q,,

v((Gy = Gy s w(®) 2 ah(x) + nu(x) + V(G )y s w(x) = ny > v((Gy, )y s w(x)
ce qui prouve que V((Gq-a-l)x , w(x)) = v((er)X y u(x)) et par suite

v((G_ . - Gq) w(x)) > qu(x) , (9).

g+l x’

flors, toujours d'aprés le lemme 4.4.2 de [1], on wnit que

V((Ryyy = Ry s w(®)) 2 v((- By Gy s (@) = v((R) - u(x) = an(x) .

Nous allons en déduire la relation (8) au reng q+ 1 . En effet, considérons la

division euclidienne de R (1 - G_ .) par P . On obtient
q g+l q

- 3 —_ -
Rq(l G ) =P (G ) Gq)+Rq+1,

g+l q g+

d'ou l'on déduit que

(1) v{(Gy ) = Gy s w(x)

x ?

2 VR, s w)) + w1 = (6 )y s w0) = v(B), , u()

Et v((Rq+1)x y w(x)) aV((Rq)x s w(x)) + v((1 -G

ey » BOD)

or v( (Rq)x s w(x)) > qh(x) + ny(x) , et il reste donc & montrer que
v((L = G y)y s u(x) 2 B(x) .

Pour cela, remarquons d'abord que (11) ainsi que (7) et (8) vrais au rang q , et
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(10) déja vérifié au rang q + 1 , nous donnent

(12) V((Gq+l - Gq)x » w(x)) > qh(x) > h(x) .
Considérons
v(1 = (G )y s w(0) 3 mnlv((G), -1, u(x), infy neq V() = Gy s w(x))]

Gréce & (9) déja vrai pour m< q, et & (11), on voit que

v((G,; = G) s u®) 2 hx)

S
et que la division de F - P par P donne
W(6) =1, ) 2 w(F=2)_, ul®) = wW(2)_, w(x) = h(x)
d'ol finalement
v(1 = (G, Dy s u®) 300 .
Mors d'aprés (8) vrei au rang q , on a donc bien
V((Rq+ )X sy w(x)) > (g + 1Dh+ nu(x) aurang q+ 1 .

Les relations (6), (7), (8), (9), (10) sont donc vraies par récurrence, pour

tout me I (puisqu'elles sont vraies de fagon évidentes pour m= 1), et on en

déduit aisément, que la suite R converge vers O dans H(D)[ Y] pour la nor-
me de Gauss définie sur H(D)[Y] pap

1PL ) e, (x) T = max s lles (Dl

puisque d'eprés (10), on a - log|R ”D Mo+ g

Llors la suite P converge elle eussi dans H(D)[Y] vers un polynfme uni-

teire P de degré n .

liaintenant, d'aprés la démonstration classique du lemme de Hensel dans K[[Y]]
appliquée & F_, on sait que, pour tout x fixé, la suite (Pm)X converge vers
le polyndue unitaire dont les zéros sont les zéros de F_ dans a(o, p‘“‘(x)) y

ce qui achéve la démonstration.

PROPOSITION 3. - Soit D un fermé borné de K, et soit F(Y) e H(D)[[Y]] . On
suppose qu'il existe un polyndme unitaire P(Y) e H(D)[Y¥ ] de degré n , et une
fonction r définie dans D, & valeurs dans _&_ tels que, pour tout x € D,

les n zéros de Px soient les zérns de F_ dens a(o , r(x)) .

Mors F se factorise dans H(D)[[Y]] sous la forme

F(Y) = B(Y) &(Y) (a(¥) e v(D)[[¥]]) .

Preuve. - Considérons le division euclidienne de F par le polyndme uniteire P



9-08

dans H(D)[[Y]] .
On admnec F=PeG+ R, ot Ge HD)[[Y]] et RcHD[Y ], degR<n.
Perticulierement, F _=F G + R . Meois, puisque les zéros de P dans
d(0 , r(x)) sont ceux de F_, on recomnait ici le lemme de Hensel connu dans
K[[Y]] et, par suite, R =0 . Comme ceci est vrai pour tout xe D on a donc
R=0.

Rappelons meintenant le classigue théoréme de Riemann,

LEBME 1. - Soit D= d(a, r) A {a} , et soit f e H(D) tel que [fllj<+ «.
Mors f se prolonge en un élément de H(d(a, r)) .

Rappelons égelement une propriété classique des éléments quasi inversibles.

LEMME 2. - Soit D un fermé borné et soient f, , ... , f des ¢léments quasi

inversibles de H(D) tels que l'ensemble des x e D pour lesquels

fi(x):O, Vi=1l, eee yn,

est vide. Zlors il existe 6 > 0 +tel que

maxlsisn]fi(xﬂ >6, VxeD.

Preuve du théoréme 2. - D'aprés les hypothéses faites sur D, on sait que tout

élément non nul de H(D) est quasi inversible, et en particulier les éléments qui

n'ont pas de zéro dans D sont inversibles.
D'autre part, d'aprés la proposition 3, on voit qu'il suffit de montrer que le

polyndme P(Y) = ﬂrjl,:l (Y - yi(x)) appartient & H(D)[Y] .

Enfin, on peut toujours se ramener au cas ou r(x) = maxlSisnlyi(X)' , ce que

nous supposernns donc, et on e elors les relations classiques

(13) |§n(x)| r(x)® = maxos:Kn_ll gi(x)| r(x)i .

(14) |gn(x)| r(x)® > |§s(x)] r(x)® pour tout s>n.

D'aprés (13), on voit que g, ne s'annule pas dans D\ M.

Supposons d'abord que M= g . Llors g, ©st inversible dans H(D) et on peut

suppnser € =1 car g;ll F satisfeit encore les hypothéses du théoréme.
Maintenant, d'aprés le lemme 2, on scit qu'il existe 6 > 0 tel que
maXOSisn—llgi(x)l > 6

quel que soit xe€ D . Llors on voit, grice a (13) que, pour tout xe D, il

existe heN tel que & < r(x)n-h .

Done la frnction p,(x) = - log r(x) est bornée dans D (puisque r est bornée
par hypothése).
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Pour appliquer la proposition 2, il suffit maintenant de montrer que les rele~

tions (15) et (16) suiventes sont satisfaites pour tout x e D .

(15) v(g;(x)) + fu(x) >mu(x) (0Osisn-1)
(16) v(gs(x)) + su(x) > A + nu(x) pour tout s >n.

En feit (15) est équivelente & (13), et il reste drnc & trouver A > O tel que
(16) soit satisfaite.

Par hypothese on 2

Lim swplle™™ 5| <1 (0sisn-1),
S0 S )

et il existe donc v >0, et N elgl tel que pour s > N, et pour tout

e

E:O,ooo’n-l’ﬂn{_‘it
(17) v(gz—l(x) £5™(x)) >y quel que soit xe D .

Fixons x € D et soit h<n tel que r(x)*™* = Iah(x)l . Llors, pour tout
2<n-1,o0na r(x)n-z ;.lgz(x)I .

Soit s >n, on sait que Igs(x)l r(x)® < r(x)® et par suite

r(x) 2 |g, ()| 1/(n=2),
d'ol
g,(x) (§z(X)) (s =n)/(n=-y) <1
c'est-a~dire

(18) v((g (%)) (€,(x)%™ >0 (220, eee yn=-1, s>n).

Ceci est vrai en particulier pour s=n+ 1, «¢es , N

Maintenant, puisque D est fortement infraconnexe, on peut appliquer la propo—

sition 1, et on en déduit que

Yy

1 n-ji s-n
lnf?;D v(gs(x) gz(x) ) >0 (pour tout s>n, ¢ <n) .

En effet, supposons

S=n

inf,_p (g (0" g, (0" = 0

pour tout couple d'enticr (s ’ 4) s>n s 4 <n. Llors

n-; _s-n
le2™ €5y = 1
et la proposition 1 montre qu'il existe a € D tel que
n-1{, o
g () g, (@)% =1,

ce qui contredit (18).
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Posons vy, = - logugg"” gf-nHD pour n+ 1<s<N, 2<n et
Ly ©

A = 1/n min(y , minOSzSn—l(yz,s)) . Alors on a la relation

n-}

(19) - logll®

S=-n
l

quel que soit s>n, et 4 <n=-1. On peut facilement en déduire (16). Fixons
x eD et soit he N tel que h<n et r(x) = lgh(x)ll/(n-h) . Alors pour tout

s>n, on a

v(g (%)) + su(x) = nu(x) = v(g (%)) + H v(g, (x))

donc d'aprés (19), v(gs(x)) + (s =n) u(x) > A et c'est bien la relation (16).
Le théoréme est donc Stabli quend M= g .

I1 reste donc & &tablir le théoréme quand M # O « Remarquons d'abord que p est
fini puisque les-éléments de H(D) sont quagi inversibless Seit M= f{o, , ..., aq}
et pour chagque p > 0, soit

DD =7 \ Ugit d_611 » p) .
Alors puisque D o M= g , on peut appliquer le théoréme, déja établi quand M = f,
3 F lans H(Dp [[Y]] » Mlors P e H(Dp)[ Y] quel que soit p > 0.

. sn i . .

Soit P(Y) =250 ai(x) T, (an = 1) . On voit donc que a; € H(Dp) , ¥ p>0
Meis puisque lo fonction r est bornée dans D\ M, on voit que les a; sont

aussi bornds, puisque P est unitaire, et par suite, M étant fini, on peut pro-
longer chaque a; en un élément de H(D) grBce au théoréme de Riemann ultramé-

trique, ce qui achéve la démpnstration.
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