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LE NOMBRE DE ZÉROS DES POLYNÔMES DANS LES ANNEAUX DE VALUATION

DES CORPS COMPLETS VALUÉS DISCRÈTEMENT

Andrej SCHINZEL

Groupe d’étude d’ Analyse ultramétrique
(Y. G. P. ROBBA)
9e année, 1981/82, n° 6, 12 p. 23 novembre 1981

[Varsovie]

Soit K un corps complet par rapport à une valuation discrète v ~ et soit I
l’ anneau de valuation, P l t idéal de valuation, R le corps résiduel I/P, p

un élément de P avec v(p) = 1 .

Par une généralisation facile d’un résultat de N.AGELL ([2]~ p. 349 ; voir aussi

[3], th. 53), on démontre que le nombre de zéros dans I d’un polynôme f E 

de discriminant, disc f ~ 0 est égal au nombre de solution de la congruence

f(x) = 0 (mod P203B4+1), où 03B4 = v(disc f).

Cependant, pour les équations binômes, il y a une formule plus simple s Si

f(x) = é - a ~ et si on pose e,~ = v(a) , alors

où la barre désigne le résidu mod P .

Or, dans le cas générale il y a un résultat alnalogue pourvu que car R &#x3E; deg f

ou que car R = 0 . Pour le formuler, on pose, pour tout polynôme 

(où les vecteurs [03B1 1, ..., 03B1 l] sont distincts) :

( ) if- Texte reçu le 21 juin 1982. 
Andrej SCHINZEL, 12 m 24 ul. Brzozowa, PL-00286 
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En outre, oh pose

Maintenant on peut énoncer le théorème suivante

THÉORÈME 1. - Pour tout il existe un système de formes R.(a) (ii*)
et de polynômes y1, ... , yl) (jj*, k kj, lljk) à coeffi-
cients entiers, une décomposition

et des fonctions ~-~(v) ! ~""~.~n qui ont les propriétés suivantes. Si
carR== 0 ou si car R &#x3E; m~ si

et

alors

Les polynômes S 81" , les ensembles X 8 , et les fonctions 03C3 jk2 ne dépendent
pas du corps K, de la, valuation v , ni de l’élément p.

Le théorème 1 entraîne facilement le suivant.

THEOREME 2. - Pnur tnut m E N , il existe c (m) E.!! ét tels que,

si F E t] est de degré n par rapport à x et si on note la somme

des valeurs absolues de ses coeffients, alors, pour tnus les nombres premiors p

p lus g rands q ue c 1 (m) ~2 ~ F) ~~~0
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où Z est l’ anneau des entiers p-adiques, et F le corps fini à p éléments.
2014 ~p -.2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 .2014201420142014 2014 ~p .2014201420142014201420142014201420142014 201420142014201420142014

Pour comprendre les deux théorèmes, il faut remarquer que les valeurs d’un poly-

nôme, à. coefficients entiers pour des arguments dans un corps de caractéristique

positive, sont dans ce corps, un entier positif n étant interprété comme 1+1+..~.~

( n fois). 
’

L’égalité affirmée dans le théorème 2, restreinte aux nombres premiers p plus

grands qu’une fonction primitivement récursive convenable des coefficients de F ~
résulte d’un théorème de P. Son résultat (théorème 5.1) montre aussi que
dans la situation plus générale du théorème 1 la résolubiblité de l’équation

f (x) = 0 dans I est décidable en termes de R pourvu que car R soit ou zéro,
ou plus grande qu’une borne dépendant de f .

.. La démonstration du théorème 1 est compliquée, et nous ne donnons que les défini-

tions et les lemmes principaux avec un schéma des implications. Même eux exigent

beaucoup de notations.

Pour un polynôme a xm-u,f est le Donc

f est déterminé par f à une suite de zéros précédant le plus haut coefficient

près. La longueur de cette suite est claire dans chaque contexte.

Les caractères majuscules ordinaires, sauf ¿ , n , E , désignent des polynômes
à plusieurs variables, les caractères minuscules gras désignent des vecteurs, les

caractères majuscules gras des ensembles, les caractères majuscules de ronde des

opérations.

Enfin on pose

~=~~f"~ ’

Définition 1. - m2’ ... , mk) est la classe de tnus les polynômes
A E xz , ... , Xk’ ... , qui sont homogènes Par rappo rt à c hacun e

des variables x. = [xio, ... , x. ] séparément, et isobariques par rapport à

l’ensemble des variables, le poids de x.. étant j et le poids de y. étant 1 .

o , 

ij J~ ~ i
Le degré de 1i par rapport à x. est noté deg A et le poids commun de tous les

termes de A est noté w(A) .

... ~ m) ~ ... ~ n ) 
les B. dépendant formellement des mêmes variables x~ , ... , x et de y~. _ y ,
et si, pour tout i , on a degy Bi  m. , alors, pour tout 

on a
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(p,)
Où B. est dérivé par rapport à y , et B. traité comme un polynôme en y.

En outre,

Définition 2. - Pour un corps L et ae L on pose

Définition 3. - Pour un sr;us-ensemble Fi de ~~, Q(M) est la classe de toutes

les opérations a sur des polynômes à coefficients dans un corps telles que, pour

tout vecteur ... , ~o ~ ii existe des polynômes Bi E C~(m~~~i~) ~
Ci ... ~ i~) (i $ j.$ jO) et une décomposition

qui ont la propriété suivante. Si L est un corps,

Si, pour certains entiers ... , d et pour tous ... , 
E Nko,

j 5 j , on a nu C . = 0 , ou
0 --J

et

alors on écrit
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LEMME 2. -Suit OL eû(M) (l~~~~) ~ 0~ ~t
supposons que, pour tout corps L~ la condition

entraîne

Alors

En outre, ~ G(!!; ’B0’... , (l~B~~) , ’~ 6Q(MQ? ~)
alors

LEMME5. - Le s opérations "quotient g) et g)
de la division de f par g appartiennent respectivement à x 0 , 1 , - 1)
età 0 , 1 , 0) .

Définition 4. - Pour deux polynômes f ~ g , on pose .

LEMME6. - 6. 0~ 1 ,0) si k est pair, et 0 k E Q(N~~ 0~ 0~ 1)
si k est impair.

LEMI’iE7. - Pour tout k ~ 1 , l’opération sur les polynômes
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appartient à ~(IL.) . le cas k = 1 f désigne le polynôme f
divisé par son plus haut coefficient.

8. - Pour tout n1, l’ npération sur les polynömes

appartient à 12(îl_) :

LEMME 9. - pour tout corps L et tout polynôme f E satisfaisant aux con-

diticns f:f 0 et car .L = 0 ou deg f  car L , on a

£g£ à est la clôture algébrique de L.

Définition 5. - Pour un sous-ensemble. M de Nk- , 0* (£9 est la classe de toutes

les opérations a sur les polynômes à coefficients dans un anneau de valuation
telles que, pour tout vecteur ... , mk] E Nko, il existe des polynômes
Fi ,Gj ~ .2o(D.l ’ ... , mk) et .£1 ... , mk) (iio, j.:£. jO) et une

décomposition

avec la propriété suivante :

Si K est un cnrps muni d’une valuation discrète 1 , si 1 est son anneau de

valuation,  son idéal de valuation et f la réduction mo]d P des polynômes à

coefficients dans , f e Ï[xJ, deg f  m. (1 $ n $ k) ,

alors
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et

LEMME

LEMME12. - Dans la situation de la définition 5, soit ~ l’analogue de l’opéra-
tion K défini à l’aide d’un élément p de K avec v(p) = 1 . Alors 1~ opération
i sur les polynômes f définie par la formule

appartient et pour toute opération l’opération appar-
tient à G~(N~) . 

---

LEMME 14. - Soit f , carR= 0 ou carR&#x3E; max( deg f , deg g) ,

E03BB = 03BB (f, g)  0 pour 03BB l, E = 0,

Alors si dl &#x3E;0, on a g(03BE) = 0; si d = 0 , on a g(03BE) 1: 0 ,

et

Définition 6. - L’opération m sur les polynômes f E 5x] est définie par la

formule .

LEMME 15. - Pour dee entiers non négatifs quelconques ID, a , ... , nk
plus petits que car R si car R f; 0 , il existe des polynômes f. , G. , H.

~ ~ ~ ~ 

-- - -- 

~ ~ 

. J. JU JU
~~’ ~ iO, j ~ j 0’ u ~ ~" ~ ~ ’ ~ ~ ~0 ’ ~ ~ Ua) ~~ ~~

décomposition
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indépendants de K , v et p qui ont les propriétés suivantes.

et ou bien L. = 0 , ou bien

Si

et

alors

et si

alors, pour tout

et
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En outre,

17. - Pour tout N , il existe une décomposition

et’ pour tout r  r ! il y a un ensemble fini (éventuellement vide) de fonctions
03C0 r, s) : U ~ N (1 s fi s) qui ant la propriété suivante : Si

.,.r ^.- r ---

alors

Les ensembles U et les fonctions 03C0 (r , s) ne dépendent pas de K, v et p .

Définition 7. - Pour un polynôme f(x) ~ 0 ~

1 8. - Soit, pour un f E et un p E R, 0 K deg f  m ,

soit § l’unique élément de Z tel que
- 

p ~..~..~..~ ,.. ~y:~.,.~..............
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et soit, avec la notation du lemme 17,

Alors

LEMME 20. -Si A ~ (m), h(x) = g=K[x] , deg g m,
alors

22. - Pour toute paire d’ entiers nan négatifs m et n  m, il existe un
système fini de formes M. (a) (i ~,, i ~ et de polynômes N (a 9 ... , 1 -- mn jkl -- 1,...,y Q

( j ~ j , k~ k., ¿ ~ à coefficients entiers, une décomposition" mn J J k

et des fonctions u ( j , k ~ y.-~&#x3E;N. qui ont les propriétés suivantes

carR=0 ou si car R &#x3E; m ~ E deg f ~ m , tous les zéros de

sauf 0 ~ ont une multiplicité ~ n ,

et

alors
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Les polynômes 1’1. , les ensembles V . et les fonctions v (j, k , 2 &#x3E;
ne dép endent p as de v et p.

Preuve par récurrence par rapport à n.

~ Le lemme 22 re st e vrai avec n=m et avec comme

seule restriction sur le polynôme f e I[x] .

Preuve par récurrence par .rapport à m.

Voici un schéma des implications conduisant au théorème 1

T désigne le théorème 1, les flèches des implications, les nombres les lenmes. Les

lemmes 3, 4, 10, 13, 16, 19 et 21, comme moins inportants, sont omis. La démonstra-

tion complète paraîtra dans un article proposé aux Fundamenta Mathematicae.
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