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LE NOMBRE DE 7EROS DES POLYNOMES DANS LES ANNE/JX DE VALUATION
DES CURPS COMPLETS VALUES DISCRETEMENT

*
par Andrej SCHINZEL ()

[ Varsovie]

Soit K un corps complet par rapport & une valuation discréte v, et soit I
1'anneau de valuation, P 1'idéal de valuation, R 1le corps résiduel E/E s D

un élément de P avec vip) =1 .

Par une générelisation facile d'un résultat de NAGELL ([2], p. 349 ; voir aussi
[3], th. 53), on démontre que le noubre de zéros dans I d'un polyndme f e I[x],

de discriminant, disc f # O est égal au nombre de solution de la congruence
£(x) =0 (md PP**1) | o 6 = v(aise 1) .

Cependant, pour les équations bindmes, il y a une formule plus simple s Si

£f(x) = X - a , ¢t si on pose « = v(a) , alors
O si «#0 wdn,
card{g € I3 f(g) = 0} =
bcard{ﬂelj._; nnz g]g;za} si =0 modn,
ot la barre désigne le résidu mod P .

Or, dans le cas général, il y a un résultat analogue pourvu que car R > deg f

ou que car R= 0. Pour le formler, on pose, pour tout polyndme ﬁsgyl,...,yjz] ’

Y
_ <o 2 WA
=218 T{)\:l ¥,

(ol les veeteurs [aul s oo 4 a/p‘z] sont distincts)

XA =

0 si A=0,

- ——e
(") Texte regu le 21 juin 1982.
Andrej SCHINZEL, 12 m 24 ul. Brzozowa, PL-00286 WARSZLW.: (Polngne).
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et’ Si A E';[-[yl 9 oo y}‘,’] ’

En outre, oh pose

&::EU{O,m}z_IEO U{oo}:{O,l,...,oo}.

Maintenant on peut éncncer le théoréme suivent.

s N\ 3
THEOREME 1. - Pour tout me N, il existe un systéme de formes Ri(a) (igi)

*
et de polyndmes Sjk,l(a’ Ty 9 eve s yﬂ) (i€ , ksk

cients entiers, une décomposition

5 0 i< ’?’jk) 34 coeffi-

¥* j‘)('
=" X,
U J:l ~J

Nl
~t

et des fonctions ij,a(v) : z(-j

car R=0 ousi carR>m, si

—_— EIO qui ont les propriétés suivantes. Si

£(x) ’—‘-Z:f___o auxm-“GE[X], £#0, Ez[aoy cee a’m]’

v=[v(R(8) , +or, V(R ((&))] € %
1

et
§jkﬁ(y1 y eee y'z) :gKSjkz(g , pcjkl(v) Vs eee s pdjk}'(V) yﬂ) s
alors
card{g e I3 f(g) = 0}
:Zlkzl card{‘["ﬂl s My s eee] egzjk; Ajilf gjkz(nl s vee nz) = 0}.

Les polynfnes Ri s Sjkz s les enscmbles Z{-j y, et les fonctions cjkz ne dépendent

pas du corps K, de le valuation v, ni de 1'élément p .

Le théoréme 1 entraine facilement le théoréme suivant.

THEOREME 2. - Pour tout me N, il existe c,(m) € N ¢t cz(m) € N tels que,

si Fe ZJx, t] est de degré n par rapport & x et si on note 4(F) la somme

des valeurs absolues de ses coefficients, alors, pour tous les nombres premicrs p

) [}
plus grands que Cl(m) J&(F) 2\ s On a
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cardfe e Z 5 F(5, p) = 0} = card{t e F[[t]]; F(g, t) =0},

— o~

ot Z_ est 1l'annecu des entiers p-adiques, et Fp le corps fini & p éléments.

Pour comprendre les deux thénrémes, il faut remarquer que les valeurs d'un poly-
ndme, & coefficients entiers pour des arguments dans un corps de caractéristique
positive, sont dans ce cnrps, un entier positif n étant interprété comme 1+l+.+1

(n fois).

L'égalité affirmée dans le théoréme 2, restreinte aux nombres premiers p plus
grands qu'une fonction primitivement récursive convenable des coefficients de F ,
résulte d'un théoréme de P. COHEN [1]. Son résultat (théoréme 5.1) montre aussi que
dens la situation plus générale du théoréme 1 la résnlubiblité de 1'équation
f(x) = 0 dans _E est décidable en termes de .E pourvu que carlg snit ou zéro,

ou plus grande qu'une borne dépendant de f .

.. La démonstration du théoréuwe 1 est compliquée, st nous ne donnons que les défini-
tions et les lemmes principaux avec un schéma des implications. Méme eux exigent
beaucoup de notations.

. _ <l m—p A
Pour un polyndme f = Lu:o ap X s £ est le vecteur [ao s see am] . Donc
a

f est déterminé par f une suite de zéros précédant le plus haut coefficient

prés. La longueur de cette suite est claire dans chaque contexte.

Les caractéres majuscules ordinaires, sauf 2 , I , B, désignent des polyndmes
4 plusieurs variables, les caract&res minuscules gras désignent des vecteurs, les
caracteéres majuscules gras des ensembles, les caracteres mejuscules de ronde des

npérations.
Enfin on pose
deg 0= = o, No= u{- =} .

Définition 1. - Eﬁ(ml »y oy

= 2[51 s Xy p eee g Xy Ty s eee s ¥,] qui sont homogénes par rapport & chacune

ces mk) est la classe de tous les pnlyndmes

des variables X, = [Xio ) eee X0 ] séparément, et isobariques par rapport a
1l'ensemble des veriables, le poids de Xij étant j et le poids de s étant 1 .
Le degré de L par rapport a X5 est noté deg:L A et le poids commun de tous les

termes de L est noté w(d) .

LEMME 1. - 8i Le G (m.l s My y eee , M), B €0 (s ey m f (lgign,

les Bi dépendant fnrmellument des mémes varlables X5 eee s X, etde y =y ,

o~

et si, pour tout i, on a deg_ B. < m. alors, pour tout vecteur [p,,eee,p N
) s O a gy 1N 050 9 19 s Py

NN a

(p,) (p,)
B o= A_(Bl g eoe Bk ’ yl 9 e o yf,) E’g'a(nl g eee nr) 9
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(p,)
ol Bi est dérivé par rapport & y , et Bi * traité comme un polynfme en y .
En outre,
deg? B = Zli‘_l deg’ A deg? B, (l1<€qggrn),

w(B) = w(Li) + Zliizl degi A(W(Bi) -m, = D.) e

Définition 2. - Pour un corps L et o€ L u{=} , on pose

1 si a#0,

si =0

Définition 3. = Pour un srus-ensemble M de ﬁ.lf ’ Q(}‘\’{) est la classe de tonutes
les opérations { sur des polynémes & coefficients dans un corps telles que, pour
tout vecteur [ml y ese mk] € ’lﬂg s il existe des polynimes 4, , B, € Eo(ml,...,mk) 5

Cj e El(ml y eee s mk) (i< igs I jo) et une décomposition

19

J
{0, 1} =U0

=120

qui ont la propriété suivante. Si L est un corps,

£, e Ux], degfysm (Lsigk,
[deg £, 5 oes , deg fk]F M,

[sgp 6,(£; 5 eev s £) 5 eee s 88 Aio(gl y ses y £k)] e 85,

alors Bj(;:l s eee s ) #£0, et

Ci(£) 5 eov s £y s %)

f DY £ =
alfy , » ) BT, 5 oor 5 I

Si, pour certains entiers do 9 see dk et pour tous [ml‘, cee mk] € }\% :

jsjo,onar)u Ej:O,ou

degd" Cj—deg% Bj:d% (1 gn<k

et

w(C.) =w(B.) =d + 2 4 m ,
J J "

alors on écrit
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Geali; dy, cee s 4y)

k

LEE 2. - Soit Me NS, M cN, a eal) (lsris), d

supposons que, pour tout corps L, la condition

o €0ty » et

f; e Yx), [deg £, «.. , deg flen

entraine
[deg &, (£, y eee s £) 4 oo, dog® (£ , eee , £)] €M o
1'X1 ~k 2 ~1 k 0
Alors
ao(al 9 oo a,’) € Q(E) [

ihlonutre,_s_:'k a}\eQ(’M\_; d‘)\O""’d)\k) (1gragi), O'OEQ(MO; dOO"'"dﬂg)
rs

. . R/ A 7,
G‘o(e‘l r az) € QQ/I? ? doo - szl dox dxo ’ Z‘le dox d)\l 3 0t szl de dxk) *

LEMME 5. - Les opérations "quotient incomplet" a(f, g) et '"reste" R(f, g)

de la division de f par g appartiennent respectivement & Q(;I\l_ xN. 30, 1, -1

=0
etd Q- xNy; 0,1, 0) .

Définitinn 4. = Pour deux polyndmes f , g, on pose

SO(f,g):f; Sl(f,g):g

8 1(f, 8 si g,(f, 8 =0.
E;k+1(f’ g) =
(e (£, 8, g, (f, ) si g (f, g #0.

Lﬂﬁ»@é.-gkeﬂ(ﬁ; 0,1, 0 si k estpair, et &, ca; 0,0, 1)

si k est impair.

LEMME 7. - Pour tout k > 1, 1l'opération sur les polynfmes

©,: [f

k eee fk] —>

l 3
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appartient 3 Q(E__l.) + Dens le cas k=1, f #0, ‘(fl) désigne le polynme f,,

divisé par son plus haut coefficient.

LEMME 8. = FPour tout n > 1, l'opération sur les polyndmes

(£, vuoyn £ Dy e, L, ploed)y
(£, e, £1))2

si £#£0

Onf:<

{0 si £=0

appartient & Q(N.) .

LEMME 9. = Pour tout corps L et tout polyndme -f e I{x] satisfaisant aux con-

diticns f# 0 et carL=0 ou degf<carlL, ona

o £ =T] A (x- ’§) s
“ (e-0) 1 £(x) £,

0 fL: est la cloture algébrique de L.

e

Définition 5. = Pour un snus-ensemble- E’l- de yf , Q*(irﬁ) est la classe de teoutes
les opérations @ sur les polyndmes & coefficicnts dans un anneau de valuation
telles que, pour tout vecteur [ml y eoe mk] 5 Eg , i1 oxiste des polyndmes
F, , G, ego(m1 sy eee s M) b Hj €0 (m 4 eeny m,) (ig ips §< 3y et une

1 J
décrmposition
i
o_Jo
yj’ - Uj:]_ ~J

avec le propriété suivante :

~

Si E est un corps mmni d'une valuatinn discréte v sy si I est son anneau de
valuation, :LE son idéal de valuation et £ la réduction mnd E des polyndmes a

coefficients dans i, f% € i[x:] , deg f% < m (1su<k,

[deg £, , eee , deg £ ] e M,

[‘N"(Fl(ﬂf-.'l 9 oo Ek)) gy oo ?T(Fig(:?—l 9 *ce £k))]€ Ij [}

alors

H.(f LN Y f X)
G.(fl r» —-:?-k) ;é O ’ ﬁ’j(,_i:l 9 oo zky € I[X]

J—s.
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et

~1,...,£k,x)

CHERPRPPRRFE 9 B

@(fl,.on,f):g J

3* R
LEMME 11, ~ 81 B8, € Q (M) (1sA<2), aeQ(y_ﬁ) , alors a(@l,...,%)eu a .

A

LEMME 12, - Dans la situation de la définition 5, soit % 1'analogue de 1'opéra-

by

tion ¥ défini & 1'aide d'un élément P de K avec ¥(B) = 1 . Alors 1'opération

M sur les polyndmes f € K[x] , définie par la formile.

L EXEf si £40,

1 si f=0.

* ~
appartient & (i (N_) et pour toute opération @ e Q(NE) s l'opération M A appar-
X - * 2 ~ —~ e A o ottt —_m———

tient 3 Q (N2) .

LRMME 14, - Soit f, ge I[x], carR=0 ou car R > max{deg f , deg g} ,

gel, Ekzgx(f”g)#o pour A$4, E =0,

,2'+

(x—if)d)‘”f!iE)\, dy=1.

Alors si d, >0, ona g(g) =03 si d, =0, ona g(e) £ 0,

12 el
g(e) = ﬂf_l (= 1)d)"'l (J‘_d,.)\__o_g_)67\’l (5_:%__;_) g pr(8(E))+1
- . —]_ ~

(a,)
v(E}\ Moe)) = V(EA) (tgrs2)

Définition 6. ~ L'opération M sur les polyndmes f € K[x] est définie par la

formile
e¥E si £4£0,

MNe =
1 Si f:O.

LEMME 15. - Pour dee entiers non négatifs quelconques m , o , Dy eee ym

K
ju? 5o
sk, <€y, vsyy) et une

plus p'etits que car R si carR# O, il existe des polyndmes fi , G

Gsig, iy, vy, K

jon ?

Jjun
décomposition
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i J
0 0
N = Uj:l Ej

indépendants de

(=
<

et p qul ont les propriétés suivantes.

i,GerEO(m,m,nl, cee s 1), Hjuep_l(m,m,nl,...,nk),

, L. eg_l(m, nk)

Jun Jun
et ou bien L. =0, ou bien
1 1 2 2
d L. =d . . = . 1
eg [ eg K,]un , deg LJU% deg KJun +. ’

W(Ljun) = W(Kjun) + n% .
Si f,, fzy 81 9 ey ngE[X],

~

degfc'<m (0:1,2), deggnfn% (%Sk)

et

1
f25£0, Oamlemfl, ((%Mz,w)—l
et
[v(F (f £y 85 oee s «qk)) g so0 v(F (f fg s Bl s vee s gk))je Ej ,
alors
G, (£, , f ) #0 Hju(fl’fz’gl"“’gk’}‘)
. LN ] E
JU"—]."\'Z,'g—l’ ,’g—k # ’ (f 2, gl,.oo,gkr o;[_l:x]’
v H. (£ f g e 4, & x)
o mfz ﬂolg JG ]éf’ 2 ? 81 ’ k’) ,
U= 2, gly“" gk
et si ge}_,
fl(g) =0, xHjU@l s o5 8 5 v0r s By X) ]ngzo
alors, pour tout nS ky
L,
(flyg » E) £0, Kngfl"g%’fi €1
Jun n jun ~1 2 g s &



6~09

g (g) = A A mod P‘r(g"(g)”1
" Kj\m(£1 v B £) -~

(L ,g%,§)=0 entraine gn(g):O).

Jun (£1

En outre,

v(k, (£, 8 5 E))

X
o v(Kj (£, , - ),

U%—-\.-

)

v(L, (£, 8 »8)

3 v(L, (~f-1 - x)) .

Jun

LEMME 17. - Pour tout me N, il existe une décomposition

oy 1 rm
!
-Iy:i‘ - Jr:]_ Er ’

et, pour tout r<g ros il y aun .ensemble fini (éventuellement vide) de fonctions

m{r, s)s Ur -—~N (1&sg Sr) qui ont la propriété suivante : Si

f(x) = Zm’_o a xWw
w=0 "u

e IIx], £#0
u= [v(ao) y eee s v(am)] €U,

b (7) = A,

alors

S
card(g € P\ {0} ; £(§) =0} =2 cardfn =I\ B3 h_ (1) =0} .

Les ensembles Er et les fonctions m (r, s) ne dépendent pas de K, v et p.

Définition 7. = Pour un polyndme f(x) # O,

LEMME 18, ~ Soit, pour un f e I[x] etun p€R, O0<deg f<m,

)

(r, Mg -1 (D) _ 4

;8= i
oo ordX__p fr>1, 51

soit gp 1'unique élément de I tel que

(v=1) —
f =0 =
(gp) ) gp p
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et soit, avec la notation du lemme 17,

e )
g
L s= [V(——ﬁf’?e—) y eee v(f(gp))] €U,
n(r,8>(3p)
hprs = f(gp + P x) (1gsg Sr) .
Alors
cardfg e I\ P; £(g) = 0}

S
= cardfp € R 5 3o, M£(x) | = 0} + % R0} 21 cardfee I\ P; h () = O}
ord;_plﬁfgz

LEMME 20, - Si Ae_ga(m), h(x) = g(ex) , ge Kx], deggsm, cek,

alors

m deglA-w(A)

A(h’ yl g soe y{’,) = C A(g’ cyl g vee Cyl) .

LEMME 22. - Pour toute paire d'entiers non négatifs m et ng<m, il existe un

systéme fini de formes M,(a) (ig imn) et de polyndmes ij(g s Ty s eee s yz)

(i< S o k< kj sy 4 < ’ejk) a4 coefficients entiers, une décomposition

imn Jmn
N =U, .
~ =1~

et des fonctions v (j, k, 2) 3 Vj —— % qui ont les propriétés suivantes

My € Golm) Wy € Gy(m)

81 carR=0 ousi carR>m, f(x)e I[x], 0& deg f< m, tous les zéros de

nf , sauf O, ont une mltiplicité < n,

(20) , T EL oDy =y

v=[v, (), ..., (M, (£)] egj
m

(f , pU<j’k)1>(Z) v pU<j)k:,@>(X) v

,%)’

jkz 1 9 e

Njkz(yl 9 e yL) P E:KN

alors
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cardfg € I\ P; £(g) = 0)

ik Ak

k. .
=Zki—1 card{[1; 5 My s «oe] € ; Azil y_jk,z(nl g see o nz) =0.

Les polyndmes M, , ij » les ensembles V., et les fonctions v (j, k, 2)

~

ne dépendent pas de K, v et p.

Preuve par recurrence par rapport 3 n .

- LEMME 23. - Le lemme 22 reste vrai avec n=m et avec O < deg f<m comme

seule restriction sur le polyndme f e I[x] .

Preuve par récurrence par rapport 3 m .

Voici un schéma des implications conduisant au théoréme 1

@ @

T désigne le théoréme 1, les fléches des implications, les nombres les lemmes. Les
lemmes 3, 4, 10, 13, 16, 19 et 21, comme moins importants, sont omis. La démonstra-

tion compléte paraitra dans un article proposé aux Fundamenta Mathematicae.
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