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MAJORATION EFFECTIVE ET APPLICATION

#
par Bernard DWORK ( )

[ Princeton University ]

Soit X un corps algébriquement clos de caractéristique O , valué. ultramétrique
complst.

Posons D = d/dx , et soit

(1) L=C, D’“+cn_l -ty cee +Cg s

un opérateur différentiel lindaire d'ordre n (Cn #0) & coefficients fonctions
analytiques bornées dans le disque unité D(0 , 17) . On suppose de plus que L

possdde n solutions linéairement indépendantes analytiques dans D(0 , 17) .

Soit alors u = X:LO ag x> une solution de L dans le disque D(0O , 17) ; dans
une série dtarticles ([1], [2], [4]), nous avions entre autres choses étudié le

comportement asymptotique des coefficients ag s et montré que
(2) lag] = o(s™) .

La méthode était fondée sur 1'idée de disque générique avec une condition de ré-
ductibilité d'un opérateur différentiel ayant des solutions non hornées dans le dis-

que générique.

Plus tard [3], nous avons obtenu une majoration effective de la croissance des
coefficients par une méthode directe évitant 1l'utilisation du disque générique et

la propriété de réductibilité.

Nous nous proposons de montrer que si {ij y Je X, est une suite d'opérateurs
différentiels linéaires d'ordre n & coefficients analytiques bornés dans
D(0 , 17) , ayant tous n solutions lindairement indépendantes analytiques dans
p(0 , 17) et si, de plus, Lj converge vers L quand j —> + < (au sens que
les coefficients de Lj convergent vers ceux de L uniformément sur le disque
p(0, 17) ), alors L aussi possdde n solutions lindairement indépendantes ana—
lytiques dans D(O , 17) .

Nous verrons que ce résultat est une conséquence facile de la majoration effec-

tive, et qu'il est essentiel que la majoration soit effective.

Si 1l'on revient aux démonstrations originales de la majoration (2), on voit que
sous des hypothdses concernant la factorisation de L en opérateurs différentiels

ayant toutes leurs solutions bornées dans le disque générique, on peut améliorer la
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nmajoration (2) et obtenir

(21) !a | = o(s™" avec m<n .

I1 est alors tentant de conjecturer que 1l'on peut obtenir des majorations effec-
tives concernant (2') analogues 2 celles obtenues concernant (2'. Nous discuterons

ce probléme au paragraphe 2,

1. Une application des ma jorations effectives.

l.1. Notation. - Soit £ =2 _ b_ x° une fonction analytique bornde dans

D(0 , 17) . Sa norme frontidre est

el = sup) )<y 1£G)] = sup [ ] -

I1 est bien connu que cette norme s'étend au quotient f/g de deux fonctions ana-

lytiques bornées dans D(O , 1) en posant

On note @ 1'anneau des fonctions analytiques bornées sur D(O , 17) , et

son corps quotient.

Soit L défini par la formule (1). On pose
S

D™ yn-1 J .
ST "'2j=0 Gs,j DY mod A[DIL .

1.2, Les majorations effectives ([3], § 3).

THEOREME. - Soit L € @'[D] d'ordre n possédant n solutions lindairement in-

dépendantes analytiques dans D(O , 17) . On a alors, pour tout sentier =n et
0SS js€n-1,

(3) | e,

ou, par définition, pour 0 £k <s,

J${s, n-1}

(4) (s, k) = 1/Inf|r wen Al

1'infinum étant pris sur tous les ensembles de k entiers distincts bornés par s ,

clegt=3-dire 1 £ A, < A < eee < s, et
1 ?

désignant la valeur absolue

K
dans K .

1.3+ = Soient Li et Le d[D], tous d'ordre =n y on dira que la suite Li
converge vers L quand i — © gi les coefficients de Li convergent uniformément

) vers les coefficients de L .

sur D(0O , 17) (donc au sens de

s \
THEOREME, - Soit {Li} , 1€ N, une suite d'opérateurs unitaires d'ordre n ) &

coefficients dans @ , possédant tous n solutions linéairement indépendantes dans

D(0 , 17) . Supposons que la suite L, converge vers Le a[D] . Alors L possdde

aussi n solutions lindairement indépendantes analytiques dans D(0 , 17) .
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De plus, soient A or ey &

1 donnés € K , et soit u (resp. u ) la solu-
tion de Li (resp. L) vérifiant u§S)(u) = as , 0S8<n-1. Alors u, con-

verge vers u uniformément sur tout disque DO, r") avec 0<pr<1,

Démonstration. - Comme Li (et L ) sont unitaires & coefficients dans @ , les

G; 3 (et G ; ) correspondants appartiennent aussi & @ .
4 b
I1 est clair que

(5) ¢ . = 1lim, G

o4 1654, 820, 1SjSn-1.
H H

Draprés lc théoréme 1.2, on a, pour tout i¢ N, s2n, 1S jsSn-1,

(6) € IS s, n-1y,

cette majoration reste vraie & la limite, et 1l'on s

(7) IGS’j(O)l S HGS,jH <{s,n-1}.
Par ailleurs, si u = Zggo ag x° est solution de L au voisinage de O , on a,
pour s 2 n ,
n-1
(8) ag = 25 €y 500) ay .

-1
On déduit alors facilement de (7) que Iasl = 0(s"") et donc que u converge
dans D(0 , 17) y ce qui montre que L possdde n solutions linéairement indépen-
dantes analytiques dans D(O , 17) .
i_s

ag X et u=2 ag xs les solutions de Li et L .

Soient alors ui =2 S0

s20
On a, pour tout se N,

n-1 y . n~1 i i
= G .O ¢, = _Z‘ G . €, = im. .
g Zj=O s,g( )QJ 11ml J=0 S,J(O) J llml 85
Done u; converge vers u coefficient & coefficient. Ceci joint au fait que

l'on a, uniformément en i , la majoration

'a:l s ('Supogjsn_l I‘XJ|) {S y N - lj

et que, pour tout r <1, rS{s , =1} =0 quand s —> «© , nous permet dec mon®

trer facilement que wu, convorge vors u uniformément sur D(O , r ) .

b
1.4, Exemple. - En 1961, LEOPOLIT m'avait fait observer que 1l'on a, pour
xe (1, 17),

pi
. x> -1
log x = 11miﬁw-——7r-—— .
jY pi
Réinterprétons ce résultat & 1l'aide du théoréme 1.3, I1 est clair que u o= X -;l
- i P
est la solution dans D(1 , 17) de L, = D%+ (1 - p )D telle que ui(l) =0,

u{(l) =1, et u=1logx estla solution dans D(1 , 17) de L = xD2 + D telle

que u(1) =0, u'(l) =1, et donc le résultat de LEOPOLIT découle du théorime
1.3
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2 Conjectures sur les majorations effectives.

2.1s = On note E 1le complété de K(x) pour la norme de Gauss. On rappelle
que E slinterpréte comme 1l'espace des éléments analytiques & coefficients dans K

sur le diSque générique D(t , 17) .

Soit L e E[D] d'ordre n s et supposons que L posseéde une famille compléte de
solutions analytiques dans D(t , 17) . On sait alors (voir [1], par exemple) que

1'on a une décomposition
L = Ll O see O Ik avec Li € E[D] ’

et Li a une famille complete de solutions analytiques bornées dans D(t , 17) .
On en déduit, par la méthode de variation des constantes, que les solutions de L
dans D(t , 17) ont une croissance logarithmique d'ordre k — 1 , ce qui équivaut
a

SUP Gisn-1 le,jIGauss = o(s"™)
On aimerait avoir une majoration effective, et l'on est tenté de faire la conjec-

ture suivante

2.2+ CONJECTURE (fausse). ~ Dans la situation décrite ci-dessus on a, pour

tout s2n, 0SS jSn-1,

¢ .
ey, 5l

2¢3e ~ Si cette conjecture était vraie, on aurait en particulier pour k =1 ,

S - [
Gauss {S ) k l}

c'est-d~dire si L a une famille compléte de solutions analytiques borndes dans
p(t, 17),

|GS jl S1 pour tout s€ N, 1< j<n-1.
’

Alors on pourrait montrer, comme dans le théoréme 1.3, que si L; € E[D] , si les
Li ont tous une famille compléte de solutions analytiques dans D(t ’ 17) et si
Li tend vers L€ E[D], alors L a aussi une famille compldte de solutions bor-

nées dans D(t , 17) .

Or 1'exemple de LEOPOLDT nous fournit précisément un contre-exemple. Les Li ont
des solutions bornécs puisque ces solutions sont des polyn8mes, par contre L pos-

. X
séde la solution non bornée log T
La conjecture est donc fausse.

2+.4. - Nous proposons d'affaiblir la conjecture 2.2. Soit L & coefficients
fractions rationnelles, L& Q(x) [D], d'ordre n . Nous nous proposons d'exprimer

que la conjecture 2.2 est vraie seulement pour presque tous les p .

o

Nous noterons S 1'ensemble des nombrés premier p tels que L posséde une fa-
mille compléte de solutions analytiques dans le disque générique de Q? « Pour
P € S, nous noterons k(p) 1le plus petit entier k =1 tel qu'il existe une dé-

composition L= L 0 .., © Ly chles L, e EP[D] ( Ep = complété de K(x) pour
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la norme de Gauss p-adique) et pour tout jJ, Lj a une famille compléte de so-—

analytiques et bornées dans le disque générique de Ep .

CONJECTURE. - Il existe S' < 8, avec card(S - S') fini, tel que, pour tout

SEE, lgjsn-1,

'Gs,jIGausss {s, n(p) - Hy

(od (s, k}p = {s y k} dans le cas de la valuation p-adique, c'est-a-dire

K=2C )o
~p
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