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FONCTION T p-ADIQUE ASSOCIEE A\. UN CARACTERE DE DIRICHLET

par Yvette AMICE ()

[Université Paris-7]

Iintroduction.
PN N S NPl tinr e

En 1975, Y. MORITA [10] construit une "fonction T' p-adique" de la fagon sui-
vantes Scit p  un nombre premier impair, Zp 1'anneau des entiers p-adiques et

lp la fonction définie sur les entiers positifs par

+1 .
(1) rp(l+ ) = (= )" Meian, (5,p)=1 3 *

Cette fonction admet un (unique) prolongement continu & Ep , encore noté I’p s

satisfaisant

fex 7T (x) si x Z

rp(®) ¢ P2
(2) To (L +x) =1

i =T (x) 81 xep 2

. p( ) b p?
et

) -0 = - 0% pouwr xe g,

ot =a(x) est l'unique entier tel que x = a(x) mdp et 1< al(x) <p .

En 1977, J. DIAMOND [5] donne une définition différente d'une fonction "lag rp“
FPlus précisément il montre que, pour xe Ep (voir notations ci-dessous) et
|x| <1, la limite

p'-1
q (X) llmk_)OD ( Zn:() f(x + n)) ,

ob f(x) = x log x = x , existe et définit une fonction analytique pour |x| < 1,
cofncidant avec log Fp(x) sur p Ep .

En 1979, B. H. GROSS et N. KOBLITZ [7] monirent que certaines sommes de Causs
s'expriment comme produit de valeurs de I‘ en des points rationnels et en dédui-~

gsnt que FP(N) est algébrique pour r € Z et Mp - 1 o Ils obtiennent sussi

une formule de multiplication pour des valeurs en certains rationnels.

(*) Texte regu le 15 juillet 1981,

time Yvette AMICE, UER Mathémntiquos, Université Paris-7, 2 place Jussieu, 75251
PARIS CEDEX 05.
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En 1980, M. BOYARSKI [4] obtient une formule d'interpolation pour Fp(px) ,
Xe Ep s dans laquelle les coefficients de la série d'interpolation sur les en- .
tiers proviennent de ceux de la série de Taylor & l'origine de B(x) = exp(x + %‘ )
puis D. BARSKY [ 3] prouve une formule globale (sur Ep ) d'interpolation de I’p
sur les entiers, ou les coefficients sont ceux de E(x) . L'un et 1'autre démon-
rent une "formule de multiplication" pour T_, prouvent que Fp est localement

analytique, et déterminent son rayon d'analyticité.
D'autre part, J. DIAMCND [6] et N. KOBLITZ ([ 8] et [9]) déterminent la série de
Teylor & l'origine de

a t

log I‘p(t) = Zszl s

ot a = o ()2 l) L(
p-adlque (cf. § 2)

1"S) pour s> 2 et a est une constante d'Buler

Neus construisons ici une fonction F;c p-adique "tordue" par un caractére de
Dirichlet yx : lorsque x = lp est le caractére unité modulo p , on retrouve, &
un facteur localement constant prés, la fonction I“p de Morita. On montre, au § 2
que la série de Taylor & l'origine de log I‘.X a des coefficients
g:...;_)j Lp(s s X wl—s) s ce qui généralise les résultats de [6], [8] et [9]. On dé-
montre, au § 3, une formule de multiplication généralisent celles de [7], [4] et
[ 3], sans toutefois en déduire de résultats d'algébricité de valeurs FX(T;;) . Bn-
fin, au § 4, on étudie les propriétés d'analyticité de I‘x(x) par rapport & x
meis sussi par rapport & g, aprés une extension convenable de la définition de
I‘x lorsque X est un caractére continu du groupe multiplicatif d'un anneau

2(m) = limy (Zup" 2) .

Notations.
BN NIl PNy,
- p est un nombre premier impair

- Ep ('sz) 1'anneau des entiers (le corps des nombres) p-adiques, munis de la

valuation p—adique vp et de la valeur absolue normalisées par vp(p) =1 et

o] =

1
b
- % est le complété de la cldture algébrique de -@p , muni des valuation et

valsur absolue prolongeant celles de Qp 5 ﬂp est son anneau de valuation.

~ si X est un caractére de Dirichlet de conducteur f(x) = f=mn pe s
4 T

(m, p) =1, KX =K= %(X) ; et 0 est 1'anneau des entiers de X .

h
- ® est le caractére de Teichmuller sur ~Z-p : o(n) = lin o n® s et pour

n
-1
ne —?—p , () =ny (n)

- pour ae_gp, r>0,
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B(a,r):{xegp; |x - al <r} et B(a,r+):{xe_gp; |x - 2| <} -

- & un caractére de Dirichlet y de conducteur f , on associe les polyndies de

Bermoulli B (x) et les nombres de Bernoulli B satisfaisant
Il,x n’X
(a+x)t n .
f x(a) te _ L =52 ™ B x.
21 T 2150 By, (¥) 57 ot B, ¥ =2ig (1) B

R Z
- si » est un entier, m>1, (m, p) =1, onnote Z(m = 1im, é——-’ﬁ-—u) 5
mp~ Z

glors 7(m) = (Z/m Z) x "Z‘P . On note X(uw) le groupe des unités de 1'anneau 4(wm)
- T st

() 3 X(m) = (&/m 2 Z

A : 10 = (Yn Dt

1. _Qgpstmction de T .

Soit X un caractére de Dirichlet de conducteur f=mp°, (m, p) =1. (n
supposera e > 1, i. e. p|f . L'anneau Z s'injecte de fagon naturelle (dense)
dens Z(m) = Lim (Z/m ph Z) = (%/m2) x Z , et on notera n -3 (am(n) , n) cette
injection, oh o (n) e Z/mZ, et n e_z_gp est identifié & n quand cela ne crée
pes de confusion. On crnfond x et son prolongement continu & Z(m) , qui est lo-
caleuent constant, nul sur Z(m)\X(m) , et dont la restriction & X(m) est un

caractére continu de X(m) dans K = gp(x) .

Soit  le caractére de Teichmuller de Z : il se prolonge continfiment en

wlz) = w(x) si z= (@, x)e (Zn2 x Z . On convient que le caractére continu
() défini sur EI; par (%) = X-U.)-l (x) est prolongé & E(m) par <(z) = (x) si
z= (@, x)e X(m) et (z)=1 si ze Z(m)\X(n) .

THIOREME 1. DEFIHITION. - Soit % un caractdre de Dirichlet modulo f = mp° ,

(m, p) =1 et e>1, il existe une unigue fonction continue FX Sur

~

2(n) = lim, (Zn ph 2) telle que F\(l) =1 et, pour n entier, n> 1 3

(3) r (L) = (nyX®) r () -

Remarque 1 : Soit =z e_g(m) , alors (z) =1 mdp et logp(z)e p Z_ s donc

exp (o logp(z)) = (z)¥ est snalytique pour o e _Q_p et vp(ar) > 5 l 1. m par-

-1
ticulier, corme vp(x(z)) >0, (zy% ) est bien définie pour ze Z(m) et

<z)X(Z) e 1+ pOK .

Remarque 2 3 Supposons le théoréeme démontré, on aura alors par continuité, pour
ze Z(m ,

(4) e o) = @41 () .

Remargue 3 3 Si x = 1p est le caractére unité modulo p , f=p et m=1,
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2w = Zp , on a, pour n entier positif,
r(lemn)=(-0"r (1+n) T, . v, o™ .
X P =1(3,p)=1

Jnc si n=a mdp, Cga<p, ona

n
Pl = 0P 0T u()
soit
(3) Fx(l + 1) = T‘p(l + m)[w(=1) eoe o= &) pour n=a wodp .

On retrouve ainsi, pour y = 1_, la fonction T de Morita avec en particulier

our < Z (1 = 1 .
P X e p~p, FX( + X) Fp( + 1)

Déinnstration du théoréme l. — On sait, ([1] ou [2]), qu'étant donnée une fonc-

tirn g bornée sur N et & valeurs dans —gp s & admet un prolongement continu

a E(m) si, et seulement si, sa fonction génératrice
G(X) = 20 g(n) X°
se prolonge en un élément analytique nul & 1'infini sur le domaine

=G (g Be, M =lxe g BE-ulz

Une conséquence de cette propriété est le leume suivant.

LEMME 1.1. - Soient f _é_§ g deux fonctions continues sur g(m) a4 valeurs

s par

dens »gp s la fonction hs N -3 Ep définie, pour ne N

Tl ~

h(n) = Zli”‘zo g(i) f(n - i)

est prolonzeable en une fonction continue sur _g(m) notée h=f*g.,

En effet la fonction génératrice H(X) = Zn>0 n(n) X* est le produit de
FO) = I o £n) X et G(X) =3 _, g(n) X° . Donc H est prolongeable en un élé-
ment an:al)/rtique nul & 1'infini sur A e Le produit de convolution ainsi défini
sur ¢(z(w) , Cp) en fait une algébre de Banach (pour la norme 'I{fﬁw sup | £(4)])-
- i 7 te Z(m)
Application. — En choisissant fy(x) = x(x) log (x) et g(x) =1, alors

bX = fX * 1 est continue sur Z(m) et satisfait

(1) hx(O) =0,

(2i) hx(l + x) = x(x) log (x) + h)e(x) pour x e 2Z(n) ,

(138) In i < Il -
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En posant I“X(x) = exp(hx(x)) , ce qui est possible d'aprés (iii), on obtient le
théoréme.

CCROLLAIRE 1.2, = Ea fonction FX satisfait, pour x € g(m) H
, (—1)
(6) r(xr (1-=x%"7=1.
X X
30it en effet ux(x) = (x)x(x) , alors
u).((- x) = (= x)x‘(—x) = (x)%(x)x(“l) = ux(x) ®(=1) .

Donc, pour n entier positif, on a

1

r (@ = [y am) r e =r e X =

d'ol le corollaire, par continuité.

Ainsi, si y est pair, I'_(x) I (1 - x)

1 et si yx est impair

r (A) I' (1 = x) » Dans le cas partlculler ou X = 1p , et compte tenu du facteur
de Dropor'blonnallte (5), on retrouve les relations (2) pour la fonction [ de
ticrita. Par exe'"lple, si y est pairona T (- =1, et comme |FX(X) - 1]

on en déduit l"x(-—) =1.

2. Série de Taylor a l'origine de log 1“.x .

On connsit des relations entre les propriétés d'analyticité locale d'une fonc-
tion g sur E(m) et des propriétés de prolongesbilité hors de A, pour la fonce
tion géndratrice G(X) ([1] ou [2]) : ceci permet de montrer par exemple, que si
f et g sont localement analytiques sur Z(m) avec un rayon d'analyticité au
noins p , il en est de mére pour f % g . Ceci permettrait de montrer que log T’
est localement analytique et d'évaluer son rayon &'analyticité. Cependent un cal-
cul direct permet de déterminer explicitement la série de Taylor & l'origine de
log T : en utilisant la relation fonctionnelle (4) on peut en déduire la série de

Teylor en tout point de 2(m) .

THECREME 2. - Pour z = (0, x) € {0} x {p° z}=12m , ona
7 1 1 = - N .
(7) og Fx( + 2) yp(,d X+ )

My = X w? et ‘{p(x) = Lp(l , x) si x estnon trivial et

nle

YP(X) = Mg, (Lp(l +8, % - E.g.)_

si x est triviel.
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Remarque l. = On retrouve exactement la formule de KOBLITZ [ 8] et DIAMUND [5]

lersque £ est une puissance de p .
Remarque 2. - On déterminera, au § 3, le domaine de convergence de la série (7)
il peut Btre plus grand que le domsine de validité de la relation (7).

Démonstration. - On sait que, uniformément pour n ¢ N,

x(n) log (x) = Lim__ & (0P - 1)) .

N
Ln) = 5o x(p) Pmmt

alors log F (1 +n) = Lim Lh(n)

Si n est multiple de f , on peut encore écrire

—ph b
() = 30 (o x(3) o@D FP) =32 (3)

1 1 o(f) 1
Tl CBup X, Bpyp» Xph(O)) e(x) 5= n
o e(y) vaut 1 si x est trivial, et O si non.
On a donc
L (n) = Zl+ph c nj
h =0 Sj,n
avec
1+ p* e(§ EE
5sh T PT(T p’) ( j ) Bl =Js Xph %55
. o s . 1-.
Pour j fixé, j> 1, posons { = x w I = Xjml alors
T J-ph-1 _ .
Xph =X W = Xj-—l w = \l’l+ph—j 5

ainsi, pour j> 2,
B h . = B h .
L+p" =35 X L+pT=ds ¥y paj
Or on sait que, pour n>1,

L(l—ﬁ,x)

B .n‘::—n_-_..-p‘
hyX W L -y wi(p)ep T’

on a donc
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-1 (x) olf
> ey

(P B .
%ish _T:T':_') J= 2 TLPh =gy on g

. h v )
Lp(g p* , Aj_l) e () wlf) £,

.—1-h h—.
7P (p) o T

- 1 h b
=-qy=p (Lo Oy ——

+ ® , on obtient, pour j> 2, oupour j=>1

h—l)

si x est noa trivial,

quand h -2
. 1 Jj=2 .
= l:Lm] == (=1 L .

Cg,h 3 ( ) p(J ’ XJ_l)

et yx trivial, on sait qu'au voisinage de

( £) l Y (x) + o(s) ,

s=0 onn a

four j=1

pp(l + 8, X)
ce qui donne, lorsque h =3 o,
1 f) 1 £ 1
o (22 S - 00+ ole?) - A0

C
1,h )
! l=xuw (p)-p

d*od
- v,(x)

1l

lim °l,h |

ke N, et donc, par densité,

Ceci démontre la validité de (7) pour x = kf,
pour z € f E('m)
et E1 o la mesure de Bernoulli
, on a

ceg,(c,f):l et

b
. FITIEE

CCROLLAIRE 2.1. = Sonit
—— 3
, alors pour ze€ E(m) , (0, %,

assncide sur Z(m)
P

log T (3) = o x(c) log Fx(%)
(t) = (1 = x(c)) \/p(x) X .

= () KO Qog+ D - B
f
) = I "’l) X(J) t

I
N

On seit en effet [8] que (L - ¢ -3 X(c) L (3 5 Xjer El RO
5
2t le corollaire se déduit de (7) en y reportant 1'expression ci-dessus.

3. Formule de multiplication de Gauss.

et Xegp,ona

M. BOYARSKY [4] démontre que, pour (N, p) =1
) = (L O/l (B )

1§+l

ﬂr’ r(

et B sont des constantes dépendant de

(3
N . En appliquant la n®me démarche

o A
on obtient ici une formule analogue.
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Soit pX le fonction définie sur les entiers positifs par
n
L+n) =2, j) = * 1)(n
p,( ) =250 x() = (x* 1)(n)
elle est continue sur E(m)
Your y = lp et m= 1, on trouve px(l +n)=n- [%] .

Soit N>1, (N, £f) =1, pour x € Z(m) posons

9 (W=r&r .o Eetrn,
(9) @X,H(x) =T @ T g ) eee T =)

En notant uX(x) = (x)X(X) , on a

@X’N(l + X)/QX,N(X) = ux(%c) — <X>X(X)-)-((N) <N>-X(x);((l\{)

Pour ne N, on en déduit

~p_(n)x(N)
g = (B a @) & y(@ =1 @ a0

\To/

Yo I

Par continuité des deux membres on obtient le théoréme suivant.

i . " N1 X+ 1 I
THECREME 3. = Soit N>1, (N, f) =1, et @X’N(x) = ﬂi:O FX( = ) , alors
Z(N) . Py (D) X(N)
10 B x) =T (x x( Ny X 3 .(0) .
(10) X’N( ) X ) (W) | s N
Remarque le = Si y est pair, @X N(O) = N_ 1" ( 1, grice & la relatin:
—_— )

%) .

Remarque 2. - Si X2 =1, p (x) € Z pour x€ Z, et I‘X(n) est algébrique
C—————_rahs =Ty X o] L d

(dans Q(w) ) pour ne Z . Dans ce cas,

@X,N(X) € @x, N(O) I'Q(w) pOuI' X € Z .

Remarque 3. = Si & la fois y est pair et X2 =1, E;;X,N(x) € Yw) pour x€ %
Cependant aucun de ces résultats ne permet de préciser la nature des valeurs

§) prises individuellement.

4. Analxticité.

4.1. Dépendance en X .

Pour y fixé, on remarque que u (x) (X)X(X) est localement analytique sur

%(m) avec un rayon d'analyticité lp‘ 1/(p=1) ; en effet, exp{x(x) log (x)) a e
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reyon d'enslyticité locele donné par v(log (x) - 1) > 1/(p - 1) soit
v({x) - 1) > 1/(p - 1) . Pour crnnaftre le rayon d'snalyticité locale de F (%)
il suffit donc de le déterminer en x =0 (ou x =1, puisque, pour X € f Z(m) s

X(X) = ix(l + X) ).

THEGREME 4.1. - La série de Taylor de T (1 + z) en 2z = 0 définit une fonc=

tion anslytique bornée sur {z= (0, x) ; v (x) > I]_; + = 1} et sa somme cofin-
v (f) .
()

cide avec I‘X(l + 7) pour vp(x) >

-

Crnsidérons d'abord la série de Taylor

r~ - — v] ~ — -
(7) log 1X(1 +2z) = Zm 0 G5 X' s 0U ¢ = {p(X)
et
(- 1)I
C = - L CUY >2¢
i 3 P(J ) XJ ]_) p J

On sait que c e Op et p (3 - 1) oy € O pour j 2 2 . Ainsi la série

1 J
£) =t + 5, 1 %
4(t) + 2503 303 - 1)

domire la série (7). BEn étudiant le polygome de Newton de g , on vérifie que

1 by 1
v t)) > +) > = .
p(J@( )) 5—T Pour vp(t) lw

Four ces valeurs de t ,

3y > L
ol 0 V) > 5T

et, en passant a4 1l'exponentielle, on obtient la série de Taylor de I‘ :

exp (2, >1 Cs XJ) qui, pour Vp(X) > % + p—é—-l- , converge vers un nombre y de Ok

. La seconde assertion résulte immédiatement du théow

1
tel que v -1) >
e V(v - 1) > 5=

réme 2.

Remarquons que lorsque vp(f) >1 (i. e« f£=mp°, e>1) 1'intersection du
disque de convergence de la série de Taylor de T en un point z € 2Z(m) avec
z(m) contient plusieurs classes modulo f.g(m) , alors que la coIncidence de Iz

somme de cette série de Taylor avec I’ n'est assurée que sur gz + f Z(m)
h s -~

4.2. Dépendance en ¥ .

Supposons maontenant que m est fixé et que x parcourt 1'ensemble des carsc—
téres de Dirichlet de conducteurs f(y) = m p° , e3> 1. Alors x parcourt le
N\ e

N 7
sous-groupe de torsion X(m) du groupe X(m) des caractéres continus de

« tors,, ~ *
X(m) dens Cp (ot X(m) = 7(m) et G = Hom cont (G, Cp)) . On sait (cf. par
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FAN
exemple [2]) que X(m) a une structure naturelle de variété analytique
”~\ &
X(m) =~ (Zn 2 x (F(p-1) 2 x i

ol up:{xegp; lx - 1] <1} &

Soit E= c(X(m) , —gp) (resp. F=c(2(m) , _Q_p)) muni de la norme de la crnver—
gence uniforme. On peut considérer E comme un facteur direct de F : toute g ~ E

est prolongée & E(m) en prenant g =0 sur E(m)\}{(m)

Notons log 1la fonction de E (resp. F) définie par x —= log ( (x) « Pour
ge F, posons L(g) = (g.log) * 1, alors L(g) e F, et L est une spplication
linésire continue de E dans F, ||Lj| = |p| - Si g=x est un caractere dec
Dirichlet, L(X) (x) = logT (L + x) . On voit einsd que x -—>log FX est la res-
triction & X(m) d'une application linéaire continue de F dans lui-mBme (ou de
E dans F ). Or on sait que la restriction & X(m) (resp. EG)) des applica-

ticns lindsires continues de E (resp. F) dans F, c'est-a-dire des mesures

sur XA(x) (resp. g_(m)) 4 valeurs dens F est 1'espace des fonctions analytiques

bornées sur X(m) (respe g(m)) , & valeurs dans F .

EHECREM'] 4e2. = I1 e,ciste une unique fonction analytique bornée sur
SN
X(m) = Hom cont (X(m) , __g ) et & valeurs dans F = &(3(m) , C ) , notée L K et

telle que, lorsque ¥ est un caractére de Dirichlet de conducteur f=n p ’

e>1, on ait, pour x € Z(m) ,

L(x) (x) = log I“X(l + X) .

Les imeges L(p) des o ¢ X(m) satisfont les relations fonctionnelles

L(o) (1 + %) = o(x) log (x) + L(p) (x)
(11)
L(w) (1 = x) + o(= 1) L) (®) =

Remarque l. = Comme log (x) = O pour x € Z(m)\X(m) , 1l'application L de
F dans lui-mPme définie ci-dessus s'annule sur le sous-espace FO des fonctions

nulles sur X(m) , supplémentaire naturel de E dans F .

Remarque 2. - Soit _Z_(;x) le groupe des caracteres additifs de ;_(zn) ¢ L dé=
finit encore par restrict-ion a _\Z_/(T;) une fonction analytique bornée sur cette va-
riété. Si 9 € Z(m) et o € XI(En) sont deux éléments de torsion d'ordres respec=—
tifs m.ph et o(m(p-1)p he-1 , la relation lindaire entre ¢ et les ej ,
J=0, eee , m p][1 - 1, lorsqu'on leur applique L, Leit apparaitre la soTme de
Galiss G(e , ) comme guotient de deux fonctiens analythues borndes sur Z(.\u) et

X(m) & veleurs dans F , ou & veleurs scalaires si on fixe un point de Z(r)
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