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7N
COJSTRUCTICK D'UN  F-CRISTAL ASSCOCIE A UN GRCUPE p-DIVISIBLE
SR UN ANNEZU OU UN CGiiPS DE SEARIES FCORMELLES

k3
par Francisco BALDASSASRI ()

[Universitd di Padova]

Le but de cet exposé est d'associer & un groupe p-divisible sur un anneau ou un
corps de séries formelles en une indéterminée, une écuation différentielle p-adique
avec structure de Frobenius. Cn pourrait prouver que cette équation difiérentielle

se préte & classifier le groupe de départ : cela ne sera pourtant pas expliqué ici.

I1 existe d$ja une telle construction, obtenue par MESSING et BERTIELOT, par 1'em-
ploi de la cohomologie cristalline. Je voudreis donner ici un proeédé différent qui
se base sur la thénrie de DIEUDONNE sur un anneau (ou un corps) parfait et sur une

neuvelle méthode de descente inséparable.
Scient donc :

k = corps parfait de caractéristique p >0,

= k[[xjj s Q= k((x)) s

R = Rperfectionné , 9= Qperfectionné ,

A = zlgibre profinie d'un groupe p-divisible G sur R (ou Q),

L = zlgébre profinie de l'extension de G sur R (ou 3' ) (c'est-d-dire, si

A= proj lim A(n) , A' = proj lim A'(n) , o A'(n) = 2(n) @ R (ou 2 ) ;
A s
L = proj llmr’s_g[xo s Xy Ky eee M oy X s eee) T,

avec la topologie limite projective des topologies discrétes.

On dénote encore per f; = £,(x; 5 X5 |y eee s X535 Vg 9 000y y,) les poly-

aAmes en les indéterminées Xj ) V5 qui donnent la somme de Witt

(XO’X].’ eoe ’Xn)+(y0’y1’ e 9yn):(fo’ fl, see o fn) .
Alors lim, £i(x, @1, X @1, eee , x ;@15 L@&X5, eee, Lox ) oxiste
dens L 2y L. On 1'eppelle s

-

A "

@(x()@l,x_lé‘:}l,...;l®x0,1®x1,...).

(") Texte regu le & décembre 1$3C.

Froncisco BALDA3S/ARI, Seminario matematico, Universitd di Psdova, 7 vie Belzoni,
I-35100 PADOVA (Italie).
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On definit sur L wune structure d'algébre de Hopf en posant

Px.:aﬁ(xjcal,x‘

"‘ 1 e 00 . & X
X -1—1@“’ ,l®x_.

l, j.\?\)x._l,uwa)c

Four tout anneau topelegique S de caractéristique p , on pese

cov S = Hom_ top(L , S) .

Si S est complet, cov S devient un groupe en posant
a+ b= us(a é b)'gL 9
ol pg deénote le preduit de S, et FPp le coproduit de L.
Les éléments de cov S, les covecteurs & composantes dens S , se denotent par

des suites ;3 si a e cov S, on écrit

a = (oo- 9 a

RN

O) quend a_; = a(x_i) =S .

3i 8 est une algébre sur l'annesu parfait F, -cov S devient un W(P)-nodule

dans chacune des structures suivantes

J-1 J
{ela= (ees , oP aj s P ao) s

ot {v} dénote le représentant de Teichmiiller de « e P . Ce U(F)-module se dé-

note par covj(S) . On a les homomorphismes W(P)-linéaires

T 3 COV, O == COV. 3
] J J=1

et on pose
biv S = proj limj(covj S, Tj) .

Les ¢léments de biv S se dénotent comme des suites, appellées bivecteurs, d'2ls-
ments de S, (..., & 5y 813 8,5 B s ees) o
Les lois de W(P)-module soat drnnées par

(a+ b)iz E_ﬁ_(ai s Q. ses 3 b. 9 b. L 000) »

i-1 ’ 1 =L
pi
({a}a)i:a a

S

en prenant comme systéme fondsmental de veisinages de 0 1'ensemble des

ey

S est parfait Dbiv S contient QW(S) . On définit une topologie dans ©iv 3,

-i
U ={acbivS; s e U pourtout ignj,

fa)

ol U est un voisinage de O dans S, et ne Z . Le complété Biv S de biv S

est, dans tous les cas qui nous intéressent, un anneau, dans 1l'extension par con-
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vinuité du prodait de QW(S) , qui cst dense dans Biv 3 .

Zevenons maintenent aux covecteurs dans le cas o S=A', P= R ou 2. ic

“J{(P)=nodule mij’ contient un snus-module intéressant

At 1
Cy = = Hombigébre top(L A1)
51 woe f5 A" , i. e. a est canonique, on & donc
Pa_i = @(a;i &1, aLi-l é 1y ees 31 &'a;i 5 ces) o
I1 existe encore
F: G, A --e@jA'
s (2P
(e—i) ] (‘:\_1)
V Cj A -— (J A
(A__i) ——=3 (b"i)
o b.,=a, =Va,, etona FV=VF=p. Donc C, A" est un andule sur 1’ o~
-1 -i-1 -1 J

nezu de Dieudonné
-1
D, = AWR){F, V] /(FV-p, VF-p), Fa= L F, VA=d V si oaeid(B),

ol o 3 W(P) == W(P) est le Frobenius canonique.

Le théorcme suivent est en partie classique, et dl & BARSOTITI et DI&UDC I'E, et a

été récemment complété par BERTHELOT.

4 N
THEOREE. - Le fonctcur A' F—_}CB A'  éteblit une anti-équivalence dc catigories

entre la catégorie des aroupes p-divisibles sur R (ou 9 ) et la catégrric des

Di (ou Dy)-modules livres et finis en tant que W(r) (ou W(g))-modules. Le rang
de Gj A'  égale la hauteur de A' .

Observons ici que (. A' est isomorphe & un sous-W(R)- (ou W(2)-)module de
biv &' , o «' = inj lim(4' , p.idA,) , que 1l'on dénote par 83 L' . Précisément,

ona a= (a,). , et A" si, et seulement si, Va, = &, pour tout i« 2 et
i’ied Jj i 1-1 ~

_~

£ ol ]
(J.i)j.?\/.j [ (,j A °

Voild donc noire programme

19 Substituer & A (algébre d'un groupe p-divisible sur R (ou Q) ) son ex-
tension A' sur R (ou 2 ), munie d'une donnéde de descente par rapport & K €= i
(ou Qe 9).

20 Relever la drnnée de descente de 1° en une connexion sur (un sous-mndule ds)

@j 2! par rapport & certeines dérivations (d'un sous-enneau) de W(R) (ou W(2) ).
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Il faut maintenant 8tre moins vague.

1° La donnée de descente sur A' peut s'exprimer de la fagon suivante. On choi-
sit tout d'abord une structure auxiliaire d'hyperalgébre de Lie sur R . Disons
tout de suite que les résultats qui nous intéressent s'obtiennent en choisissant
sur R une structure provenant d'un groupe p-divisible. Je donnerai ensuite 1'exem-
ple du tore. D'habitude, une donnée de descente s'exprimerait coume une représenta-

tion :

T: End (R) --3 Endp(4') (ou Q, 2),

gqui soit un homemorphisme pour les deux structures (gauche et droite) de R-modules
(ou g9 ) de ces objets. Mais le choix d'une structure de Lie sur R , hous permet
de décrire T seulement par sa restriction aux endomorphismes R-linéaires inva-

riants par rapport & la structure de Lie choisie (d est invariant si
Pd= (id®d) P) .

Cr, il est bien connu que si R est un groupe p-divisible les endomorphisies
R-linéaires invariants de ® (ou @-linéaires invariants de 2 ) forment une
k-algébre commutative isomorphe au dual de Barsotti-Serre-Tate ﬁ de R . Cn
prouve le théorsme suivant.

THE}OR:@EE. - Soit Spf R un groupe p~divisible local de dimension 1 sur k.

e e st

sur R (ou 9), par rspport a R<-+.R (ou Q<S> 2 ) est une représentation

T: R -3 Ep(A") = Endp(a')  (ou EQ(A’)) R
d = T,

~ 3
ot R désigne le dual de R, telle que (')

(i) T est continue pour la topologie na&l_l_gelle de R et celle de la conver—

gence simple, sur la naturelle de A' , de ER(A') 3

(ii) d(ra) (Pa) (r N a) : ol wg, ©st le produit scalaire

= Hge

. i Y4 A?
Bgeo ° (R®RA - A

(on a éerit d pour Td) 3

(i1i) d(aa') = p(Pd)(a® a') , ob p est le produit de A' ;

(iv) P(de) = (Pd)(Pe) ,
( i(ar) = ai(r) , o i: R —> A" est 1'unité ;

e o~ o . Z . 3

* ’
(") Changements évidents dans le cas de Q , 9 .
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(vi) e(da) = de(a) , ol ¢t A' —3 R est la co-unité ;

(vii) p(da) = dp(a) , ol : A' ——23 A' est 1'antipodisme.
p sy QU o

Remarque. — I1 s'ensuit (de (i)-(vii)) que

«;;"dFa: F((vd)a) ,
(viii) ;’V(da) = (va) (va) ,

;\.d(p.idA, a) = p.id,,(da) .

Exemple. -~ R = K[[x]] = tore . Alors E(x + 1) = (x+ 1) ® (x+ 1) « I1 est pos-
sible d'interpréter R comme 1'algébre de Hopf des mesures sur Ep a valeurs
dans k , avec la topologie de la convergence simple sur les fonctiogs continues de
Ep —3 k ( k discret). Il suffit de dire que les ensembles mesurables de ,;Z_

sont les ouverts et qu'une mesure est une fonction &O-additive sur 1'ensemble des

mesurables, & valeurs dans k . Les lois d'hyperalgébre sont données par

w(U) = (p x v)(STHW) ,

si S: Z xZ -=32 est l'addition ; c'est-a-dire que
~» ~p ~P
[ j
| —_— ° s
J~Zp £ aw = 252, f(x + y) aux 2,5, T £fs: Z - k , continue .

(E_},)(U x V) = p,(U nY) .

= Z .
h = u(z)

Alors on identifie x avec 51 -1, ol 51 est la mesure de Dirac centrée en

1 .« On a en effet

{
(B )(Ux V) = 6,(U n¥) = §
o si 1gUAV.
Donc _13{51:51@61, 5?: 65 s etc.

Kors le dual (de Barsotti-Serre-Tate) de R est 1'hyperalgébre R des fonc-
tions sur 9:9/ 2, & valeurs dans k, avec le coproduit

(Ef)(x ’ y) = fx + y) et ef = £(0) .

On voit donc que, pour avoir une vraie dualité, il faut passer a
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iR

inj 1im(R , p.idy).= le perfectionné de R,

<%
i

inj lim(R , p.id‘é) .
Un s en effet :

by

hyperalgébre des mesures & support compacte de -gp a veleurs dans k ,

i

"

R = hyperalgébre des fonctions uniformément continues de —9}3 a4 valeurs c¢sns k .
On a la dualité
Hx R == k
“'a

(f 5 u,) ‘---}J_@‘p

f(x) 3 x ,
W

et deux opérations
Rx R == R

(f, p) == fu ol J.Q‘o g(x) afux = Jrgp g(x) f£(x) aux

pour toute g e ~L , et

r
f --!'f' ov E‘x:\J f{x+ y) d .
(b, £)» L ob .u() 4, (x+ 7w W7

Nous ne sommes ici intéressés qu'a la premiére opération. I&, on voit facilement
que R c-3 R s'identifie & 1'ensemble des fonctions périodiques de périnde 1 sur
_-gp , tandis que R C——)NR est formé par les mesures & support cor:tenu dans Z}p . I}
est donc évident que R opére R-linéairement sur R si f€R, p€R, ge i
veR, ona

|

J g &f(.u\)) =J fg aw = J%x% flx+y) glx+y) aux 3,V

i’ e r
|
=4 f(y) elx+y) 3 x 3,y - gx+ ) 3% 35, =1 g2,

= fluv) = u(fv) .

On prouverait aussi aisément que v ~— fu , sont tous les endomorphismes
B=linéaires invariants de & .

~

20 Comment relever 1'action de & sur A' en une connexion sur (un sous-
module de) €. A' par rapport 3 certaines dérivations de (un sous-anneau de) (%)
{fou wW@) ) ?
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I1 est tout d'abord possible de faire opérer ¢! R sur Biv R (classique,
3°50T1T) et sur Biv d' (non classique). Il existe en effet un alcorithme univer-
sel qui permet de définir, pour toute Z-hyperslghbre commutative finie D et pour

toute g}aigébre commutative finie A , munie d'une applicetion
Dx A== A
(@, A) #== dr
qui fait de A un D-module unitaire et satisfait a
d') =, (Fp A % ")
une operation
* o W (D) x W (A) ==3 (A) ,

ol ?%(D):{dewn(n); Pd=del+1ed .

L'opérstion d# est presque une dérivation de Nn(A) :

d#(x + y) = dwex + day
XY = () o(de @ id , Van @ id , s 3 dd ® A% , «..)(x 2 y)
n

(dotic, si 1l'on pouvait extraire des racines p-iémes dans A ,

a =7y p MG wP

serait une dérivation de Wh(A) ).

On a encore

(d + d')-*: @(d’l:' ’ Vd%‘ 9 oo ; d'* 9 Vd'* ) .n.) .

On pesse de 1a a définir 1'opération de @3 R sur Biv&, Biv2 ou Biv &'
par un argucent de continuité. On pronuve que d*63 A' ¢ 63 A' pour tout d € @3 R

et on obtient finalement la structure suivante

: ! ﬁ VAN ema Y A
* i Gy R ox G j

(d, a) === dsa
telle que 3
(a) # est continue dans les deux varizbles séparément,
(b) 2 = d#a est W(k)-linéaire,

(x) dxd'sa = d'wdxa ,
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(d) (d+ d")sa= g(d¢ , Vd* , oo 3 d'%, Vd'%, «v.)a,
(e) f{o}(dswa) = ({g}d)xa ,
(£) du(ra) = po(ax 3 id, Vdx ® id , ... ; d S de , id & Vdx , ...)(r® &) ,
(2) d#Fa = F((Vd) sa) R

(h) Vd#Va = V(d%a) .

N o . (oo}
Cn voudrait maintenant poser d.a = Zi:O
nexion sur @3. A' : mais cette série ne converge pas pour tout ae C. A' . Nous

. s i
p H(v* ax)P a, pour obtenir une con-

2llons expliquer comment on surmonte cet obstacle dans le cas de R toroidal (on
prendrz cussi A défini sur R, et j = -1 ). Nous aurons besoin d'étendre 1'in-
terprotation fonctionelle de R et R & la ceractéristique zéro. Cela est fait

dens 1'exemple suivznt.

Exemple. - Si R = tore , (R) , muni du coproduit obtenu appliquant composznte
par crmposante celui de R , s'interpréte comme une hyperelgébre de mesure sur E‘p
3 valeurs dans K = W(k) (mBmes lois qu'en caractéristique p ). Si 5,5 8€0,
dénote la mesure de Dirac centrée en a , en ceractéristique p , son représentant
de Teichmiiller {5a} e W(R) s'interpréte comme la mesure de Dirsc A, centrée en
2, en caractéristique O . Donc

R = - i, ] s _
R = {Zi,nel\i ai,n(Ap—n )™ s 8 n € K et lim 8 n =

0,
uniformément par rapport & i },

muili de la topologie p-adique.

Soit }E le tore sur K, seul relevement de R tel que Spf R soit un groupe

p-divisible sur K . Le prolongement canonique du relévement R de R dans U(R)

(unique homomorphisme continu de bigébres o s R - W(R) , tel que
cp(r)o = (r mod pR) , pour tout re )

s'interpréte comme identification de R avec K[[a; - 117 W(R) +» On a en effet
EAl =N é Al dans W(R) et dans B . Les endomorphismes continus B—linécires
invarients de W(R) s'interprétent comme fonctions périndiques de périnde 1 de

lp a K . La correspondance

(endouorphnisme G) e=-— (fonction g)
est donnée par

G(n) = mesure de densité g par rapport 3 u, si pe WX ,

1l

g(a) G(Aa)(gp) , si ae 0.

Passons & R .
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Biv @R = {fonctions continues de O’p dans K' = QK} , avec topologie de la conver-
gence uniforme sur les compactes,

Gll R = sous-K-module de Biv . engendré par la fonction x = identité :
Lo—-= K,
~p ’

W(it) = {foncticns périodiques de périnde 1 de O‘p dans K }.

Pour interpreéter 1'opération
% 2 @ll R x WR) == W(R) ,
crnsidérons 1'équation fonctionelle
o i i pi
T= 250 p ¢(p™ 1) ’

(n prouve que la solution formelle V(T) e Z[[T]] de cette équation a un raycn
de convergence p-adique infini, et que Y ('Q“p) c gp . 51 alors € W(R) , on =

(nen trivial)
i i AN | , \
(p” ®)sp = ¥(p~ x)p = mesure de densité Y¥(p~ x) par rapport & . .
Cbservens encore que, dans Biv R,

(v£) (&) = f(pa) ,

si a2 € B‘p et si f € Biv R est regardée comme fonction de gp a K'.
-i i i 3
Soit e (R  tel que Xep = Y;O p T ((p* x) 5) u converge dans W(R) , Grice

& 1'interprétatinn precédente et & 1'égquation fonctinnelle qui définit V¢ , on voit
que Xep = Xy = la mesure de densité x par repport & | . Il n'est donc pas sur-
prenent que | #== X.p soit une dérivation de R . Si | , v sont deux mesures
sur Qp 4 veleurs dans XK' , on a en effet
, ; .
|
)

J ) xf(x) 3 x =4 X + flx+y) dx 9
q, (x) 3, —gpx—@p( y) flx+y) 3 x 3y

0
~p

H

f(X) aX(p,\)) x

P r
=), “a xf(x + y) 3% 3,7 + JQPXEP yE(x + ¥) 3,% 3,7

~

r~

= t..Q“pXE"p f(X + Y) BXMX a\) ye+ dgpx’@p f(X + y) ap,x ay\)y

n

[ [
gp £(x) a(Xp,)v X + J-Q‘p £(x) BM(XV) X = ‘9:p

f(X) P)(Xu) \)+u, ‘\X\)‘)

pour toute f @ Qp --3 K' , uniformément continue. La dérivation y +—— Xey de

R est un générateur du K-module des dérivations invarisntes de R .

Pour conclure cet exemple observons encore qu'on a, dans la topologie de 3Biv® ,
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= { x_i} = reprdsentant de Teichmiller
de lea composente (- i)-ieme du bivecteur x @

si 1i>1, ona {x i} e W(R) , done {x ;} est une fonction perindique de périnde

N e s . 1-3
L (& vrai dire de période p ).

fious pouvons maintenant prouver le résultat suivant.

@ LOAEMB. - I1 existe un secus-R-module HA de {3'1 A'  tel que

cly A' = W(R) Rp MA s

e, aM

A A

daedi A c M A ? P__O}._PI_'_E‘_’EE de c-'-l R.

Déronstration (Esquisse). = Il suffiit de définir une donnée de dsscente conve-

neble sur @_'_1 A' par repport & R == W(R) « On 1'obtient en preuvant d'sbord
que
()P a = x¢a mod P (3_'_1 A' , pour tout ae (‘3_'_1 Al
(non trivial). On posera alors
i pn
— 3 ~1 T
{x_.i}a._ llmn_)_Fm((p x)#)* , pour tout a € cl, A' .
Cn obtient de 13 une action contenue de W(R) sur ¢, A", qui fournit, grace
3 l'interprétation de 1'exemple précédent, la donnée de descente cherchée.
Ce Qo Fo Do

On prouve finelement sans difficulté que
S -1, 1 pi
Xem=2; P ((pm 0« m
converge dans MA pour tout m € MA' et que

(x)P m= xem (mod pMA) pour tout me M, .

A
Examinons en détail la structure obtenue. On a posé
K = w(k) ;

R = K[[X]] = tore sur K, i, & P(L + X) = (1 + X) ® (1 +X) et
F(1 + X) = (1 + X)P = Frobenius sbsolu de R, induit par celui de W(R)  au moven
du prolongement canonigue R == W(R) ;

¢'. R= D = K-mndule des dérivati~ns invariantes de R ;
~ It

-1
~

Ve DeaD, défini par 1'identification D= ¢', R, ou bien par
= 3 Iy = __l 5

_~
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F((Va) (£(X))) = a(F(£(X)))

pour tout  £(X) € R ona V= mltiplicaticn par p sur le K-génératour
D= (1 +x)d/dx de D . Soit D'=2 D.

Llors, MA est un R-module libre et fini de rang égal & la hauteur de A ; il

existe

F

o0

MA — MA , FP-semilinéaire,

FM, —— M, , F ‘-semilinéaire,

v A A

(1]

tels que FV = VP =p s on a encore une application

¢ 3 DXM

JR—
2 = M

A
(d, m) =3 dom
telle que :
(1) .+ est W(kx)-bilinédaire,

(:i1) de(rm) = (dr)m + r(dem) , pour tout deD, reR, melk,,
(ii1) (AP m=dem (mod pM,) pour tout de D' et me M, (donc "la con-
nexinn de NA est topologiquement nilpotente, et sa réduite modulo p a

p-courbure nulle"),

(iv) d.Fm= F((Vd)em) = pF(dem) pour teut de D et me M, .
On peut démontrer que le foncteur A »—=2 MA est pleinement fidéle. On pourrailt
aussi donner un résultat analegue pour A défini sur Q . 5i 1l'on avait cheisi sur

% une structure de hauteur h > 1, le résultat final s'exprimerait & 1'eide ds

R=le relévemen@ large de R sur K (c'est 1'extension la plus générale d'un des

relévements S de R tels que Spf S soit un groupe p-divisible sur I , par
une hyperslgébre vectorielle de dimension h -1 sur K ) : on obtiendrait donc un

svatime d'équations aux dérivées partielles.

J'espire 8tre capable prochainement de comparer cette structure avec celle nbte-
nue par BELTHRELOT., Je voudrais seulement remarquer encore que le seul choix arbi-
traire dans le procédé ici présenté est la structure de groupe p-d:visible sur
Spf k[ x] . Une fois cette structure choisie, la construction est complétement ceno-

nigue, en particulier en ce qui concerne les Frnbenius en caracteristique C .




