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SOUS-GROUPES ANALYTIQUES DE VARIÉTÉS DE GROUPE
ET THEOREME DE BRUMER

Daniel BERTRAND (*)
[Université de Nice]

Groupe d f étude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. ROBBA)
7e année, 1979/80, n° 6, 4p. 14 janvier 1930

1. Enoncé du 

Soient d l anneau des entiers du complété k de la c18ture algébrique d’un

corps p-adique, Q la clôture algébrique de Q dans k ~ et n un entier &#x3E; 0 .

Si V désigne une variété algébrique définie sur un corps K ~. on note l’ en-

semble de ses points K-rationnels.

Dans un exposé précédent [2], a été établi un critère de transcendance pour les

solutions d’un système d’équations aux dérivées partielles algébriques satisfaisant

une famille d’équations fonctionnelles relatives à un sous-module de kid (k ) . Ce

critère est adapté à l’étude des applications exponentielles p-adiques des groupes

algébriques admettant "beaucoup de multiplications complexes". Nous donnons ici un

critère de transcendance pour des fonctions vérifiant des formules d’ addition 

dont le corollaire suivant peut être considéré comme un analogue p-adique

du théorème de Schneider~Lang (voir [ 5], théorème 5.2.1) .

1&#x26;: .. Soient G un groupe algébrique commutatif défini sur Q , Cf’ un

homomorphisme analytique de if dans G(k) dont la différentielle à l’ e

définie sur S, et r un sous-groupe de (P engendré par n élément s linéaire-

ment indépendant sur k. On suppo se que la clôture de Zariski de dans G

est de dimension ne peut être contenu dans G(Q).

(Comme il est suggéré dans cette référence l’ hypothèse., ( I3) du théorème 

(Appendice 1., § 4~2)~ est donc superflue.)

Le théorème 1. fournit une démonstration unifiée des récents résultats obtenus 

la théorie des formes. linéaires, de logarithmes ou d intégrales abéliennes dans les

domaines complexe et p-adique (voir [3], § 1 et 5 ; on notera néammoins que le:

théorème l de [5] (Appendice 1., § 4.2)~ suffit pour ce type d’application). En 

sidérant le produit du groupe additif par un tore déployée on déduira ainsi du 

rème 1 le théorème de. Brumer sur la transcendance des combinaisons non

triviales à coefficients’ dans Q des. logarithmes d’ unités de 0 

briques sur Q et multiplicativement indépendantes (voir [4], théorème 1).

( ) Texte reçu la 24 mars ].981.

Daniel BERTRAND, Mathématiques, Université de Nice, Parc 06034 CEDEX.
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2. Un critère de, transcendance à plusieurs variables.

On reprend les notions de. hauteur et d’ordre arithmétique définies [5J 
pendice 11, § 12 et Définition 3) . De; plus:, on dira qu’une; famille ... $ fj
de fonctions (strictement) analytiques; sur JI’ vérifie un théorème d’ addition al-
gébrique s’il existe un nombre réel c &#x3E; 0 e.t un corps de nombres; d’anneaux d t en-

tiers: 1 ~ tels qu’on puisse associer à tout élément u de ( un voisinage ~
de 0 dans. On et des. polynômes R. 

u , S., r,u (i = 1 , ... , l) en 2£ 

blés à coefficients dans; I , de degrés et hauteurs  c , vérifiant la propriété
suivante : pour i = 1. ~ ~.. ~ ~ ~ et. pour tout élément z de- Vu’ nombre

est non nul, et 

On désigne enfin par {D1 , ... , D J -une base sur k de là« 

THÉORÈME 2. - Soient r un sous-groupe de p engendré éléments linéai-
rement indépendants sur f1" 1&#x3E;" , f dea. fonctions analytiques sur 
d’ordre arithmétique fini relat.ivement à r . On suppose que la familLe 1 Î’i , v e ,, , f,1
vérifie un théorème d’addition algébrique, et que les. dérivations .. e , Dn
laissent stable l’algèbre. ".. 1/ f’.e] . Alors, la degré d@ transcendance sur
Q du corps ~(f~ ~ ° * ° ’, f ) 

La. démonstration du théorème 2 reprend celle du théorème 1 de; [2J. Mais au lieu
du "lemme de Baker-Coates" utilisé [2], on doit ici faire appel à la technique
développée an lemme; 7 de [ 1] «, De façon précise, il existe, les hypothèses et
les notations: précédentes, un nombre entier y &#x3E; 0 ~ ne dépendant que de c et des

aux dérivées partielles satisfaites par f1 , ...,fl , tel que d6-

signe un élément de ... , Xl] de degrés partiels  L et de hauteur H ,
fonction F =r ... ~ f ) vérifia pour tout élément 1]; ~ e:t. tout

n’-uple. 0: = ... ~ O’n) dl entiers; a 0 da’ somme Ia’:

ou les- fonctions rn,u, 13 sont analytiques sur 03B3u et est Un polynôme en
variables de degrés partiels $ 03B3(L + s) , dont les coefficients sont des poly-

n6mes de degré en f1(u) , ... , fl(u) , à coefficients dans 03B3-sI de hau-

teurs  H(I + y( L + s))s exp(y(L + s)) . On appliquera cette formule aux élé.ments
u de r ~ avec z = 0 .
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3. Démonstration du théorème 1.

On désigne par 0 Isolément neutre du groupe algébrique G , par X = (X~...~Xj
les coordonnées du plongement projectif de G décrit par J.-P. SERRE dans [5J (ap-
pendice 2, ~ 1) , et par K le corps de définition de ce plongement. On peut,- sans

perte de généralité, supposer que K est un corps de nombres, et que l’image de

0 par cp ne rencontre pas l’hyperplan d’équation Xo = 0 . Notons ... , 

la famille de fonctions analytiques sur o représentant cp dans les coordonnées

affines supposons que (p prenne sur le sous-groupe

r des valeurs dans G(Q) . D’après la proposition 5 d.e. [5] (Appendice 2) , Les
fonctions sont alors d’ordre arithmétique fini relativement à r

(voir également [5]~ lemme 4~ 3~1). D’autre part, l’hypothèse de rationalité faite
sur jointe aux remarques de [5j (Appendice 2, ~ 11...3), montre que les élé-

ments de Lie définis sur 1 opèrent sur l’algèbre ... , 

En dernier lieu, un argument de compacité assure l’existence d’un nombre réel
C &#x3E; 0 tel qu’on puisse associer à tout point Q de G un voisinage de Zariski

de 0 x Q dans G x G et des polynômes bihomogènes Fi, Q en 2(.e + 1) va:-

riables, à coefficients dans K, de degrés et hauteurs  C , vérifiant la proprié-
té suivante : pour tout élément P x Q’ de le point P + Q’ de G admet

pour système de coordonnées projectives iF. Q(X(P) , l(Q’)); i = 0 , ... , zl .
Par conséquente il existe un voisinage de Zariski VQ de 0 dans G tel que,

pour tout élément P de V~ ~ le point P + Q admette pour système de coordonnées
projectives :

Le sous-groupe analytique c~~ étant contenu dans l’ouvert affine jX~ 1 0j ,
on en déduit que la famille {03C61 , ... , 03C6l} vérifie un théorème d’addition algé-
brique (cf. la démonstration du corollaire au lemme 7 de [5], (Appendice 1 ) ) .

Le théorème 2, appliqué à la famille ~* ~ fournit alors la contra-

diction recherchée, et le théorème 1 est démontré.

Question. - Le théorème 1 est-il en fait équivalent au théorème 2 ? PLus précisé-

ment, les fractions rationnelles R. u/Si,u , associées à une famille

vérifient un théorème d’ addition algébrique, permettent-elles de définir un "pré-
groupe" G au sens de [6], tel que f(On) soit dense dans G pour la topologie
de Zariski ?
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