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DECOMPOSITION DES MATRICES EN FACTEURS SINGULIERS
ra
APPLICATIONS AUX EQUATIONS DIFFERENTIELIES

par Gilles CHRISTOL (*)

[Université Pierre et Marie Curie]

La décomposition d'une fraction rationnelle en éléments simples se généralise
d'une maniére classique ([1] par exemple) et donne la décomposition de Mittag-
Leffler des éléments analytiques en somme de termes singuliers. Dans [ 3], MOTZKIN
% wontré coument la décorposition (triviale) des fractions rationnelles en produit
de fecteurs "simples" pouvait se généraliser et donner une décomposition des é1lé-
ments analytiques en produit de facteurs singuliers. Nous généralisons le résul-

tat de MOTZKIN au cas des matrices.

Si la décomposition additive des éléments analytiques donne sans difficulté une
décormposition additive des matrices & coefficients éléments aneclytiques, il n'en
est plus de méme pour la décomposition multiplicative. La premiére étape consiste
& généraliser la décomposition des fractions ratinnnelles en produit de facteurs
"simples" sux matrices & coefficients fractions rationnelles (lemme 2.1). Nous
utilisons pour cela une idée de ROBBA que nous avons déja employée dans [2]. A
1'aide de cette technique, on peut obtenir plusieurs types de décompositions. L'un
d'entre eux (propositinn 2) se généralise aux matrices & coefficients éléments ans-
lytiques et donne une décomposition de celles-ci en facteurs singuliers (thénréme 3).
Nous nous limitons au cas ol les éléments analytiques sont définis sur des ensem-
bles standards (réunion de classes résiduelles), nnus ne savons pas si nos résul-

tats se généralisent & d'autres ensembles analytiques.

~ Une deuxieme partie de ce travail (§ 4) donne quelques epplicasti-ns aux équations
différentielles. En particulier, nous montrons (théoréme 4.2) que, si une équetiar
différentielle lindaire (3 coefficients frections rationnelles par exemple) a, au
plus, un point singulier régulier dens chaque classe résiduelle, alors ellc est
éouivalente & un systéme X' = B, ol la metrice B n'a comme singularités que

¢s pfles simples en ces points singuliers plus un autre pdle simple ou son résidu

est une matrice diagenele & coefficients dans Z (entiers relatifs).

L. Notatisns.

Soit k un corps algébriquement clos, complet pour une norme ultramétrique. Nous
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dirons que le corps k est discret si sa norme est triviale (autrement dit s'il
est muni de la topologie discréte ; comne k est algébriquecent clos, sa value-
tion n'est slrecent pas discréte s'il n'est pas discret, et il n'y a pas de con-

fusion & creindre). Nous noterons k 1le corps des restes de k .
Four tout élément a2 de 1'anneau de valuation de k , nous posons
D, = {xek; |x - a| <1}, D'={xek; |xl <1},
le disque & 1'infini étant, quent & lui, défini par
D ={xek; |x[>1} v{=}.

Le disque Da ne dépend que de 1l'image a de a dans k ; aussi, lorsque
@ € k yo, nous noterons D~ le disque formé des éléments de k dont 1l'imege
dans k u© est ¢ « Un sous-ensemble A de k uo est dit standard s'il est
constitué d'une réunion de 'disques Da (2 € k U{~}) o Autrement dit, si A est

un ensemble standard, et si A désigne son image dans k U® , nous avons

_ -1
A"Uaa% Da-Jaeﬁ Do( *

Le corps des fractions rationnelles 3 coefficients dans k sera noté EO . Si
L est un sous-ensemble de k uw , 1l'anneau des fractions rationnclles de EO
qui n'ont pas de pdle dans L sera noté EO(,’;) (une fraction rationnelle F/Q
n'a pas de pdle & 1'infini si deg P < deg Q). Par exemple Eo(k) est 1'ensem-
ble des fracticns rationnelles sa2ns pdle dans k c'est-a-dire 1l'ensemble kfx]

des polyndmes & coefficients dens k.

L'anneau Xk[x] est muni de la norme de Gauss qui est définie par

2. & | = sup la | -

Cette norme se prolonge, de meniére unique, au corps des fractions EO de Xx] .
Le complété du corps E, » pour la norme ainsi définie, sera noté E . Si A est
un ensemble stzndard, nous noterons E(4) la fermeture de EO(A) dens B (si A
n'est pas standard, et si B est le plus petit ensemble standard qui contient A4,

la fermeture de EO(A) dans E. est 1'anneau EO(B) ) On a

0
EO(A U B) = EO(A) n EO(B) ,

donc, si A et B sont deux enscmbles standards, on a E(A U B) = E(&) " E(B) ,

ct E(4) s'identifie & 1'anneau des éléments analytiques sur 4 .

Four tout enneau O , nous noterons M (0) 1'anneau des matrices p x p 2 coef-
ficients dans O , et GL (0) 1le sous-groupe des matrices inversibles (c'est-a-
dire des matrices dont le déterminant est inversible dans @ ). Si H est une ma~
trice de Mp‘(@) » le coefficient de H, qui se trouve sur la i-iéme ligne et la

j-iéme colonne, sera noté Heo oo
La E-algébre M (E) est normée par
1

N =
el = Supi,j I_I:I_lJl ’
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qui vérifie bien la condition [||HKl| < |lH|| !K|| » Si © est un sous-anneau de E,

nous utiliserons 1l'ensemble suivant

G (9 = {HeGL (o)
1

1, |H =1 et ||gij{|<1 si i<}

lubrement dit, une [‘.'lcr.tI‘lCG H de Gl (9) appertient a Gu(O) si, et seule-
nent si, son image F dans Gl (k(x)) existe, n'a que des zéros au~-dessus de la
di»gonale, et est :mverulble. Cecl permet de constater que G (9) est un groupe,

1.l W

et que toute matrice H de Gu(kc)) vérifie |H|=|HE Il=1.

2. Foeteurs singuliers dans Gl (EO) .

Ttent donné deux ensembles A et A' complémentaires dans k U « , notre pro-
bléne est de découposer toute matrice H de Gl (r.. ) en un produit d'une matrice
H, de Gl (E (&4")) et d'une matrice K, de Gl (E () . Cette décomposition

ﬂAQXlate pes en genéral, méme pour =~? ¢ dans ce cas, on a, & un facteur cons-—
tont pres,
ST Gma) BTy, Gxmb)
i= 8.k’ x= gy bJeA X = b5 "

ce qui définit entierement HA et KA e Si 2n, >0 (resp. <0) et si = e€Ai',
-1 ~ 1 :
EA (resp. .IZIA ) =2 un pdle & 1'infini que 1l'on ne peut pas supprimer (sens en ajou=

ter un autre dans A' ).

fous commengons par généraliser la décomposition que nous avons donnée dans le
cas u =1 (lemme 2.1). Malheureusement, cette décomposition n'est pas unique
(voir le remarque qui suit le lemme 2.1). Lussi sommes-nous obligés de regarder ce
qui se passe & 1'infini : tout d'abord dans le corps des restes (lemme 2.2), puis

en corrigcant "1l'erreur" ainsi introduite (lemme 2.3).

LEMME 2.1. = Soit A un sous-ensemble de k , et soit A' son complémentaire

dens k o Etant donné une matrice H de Gl (EO) s il existe une matrice R de

GH(EOM') , telle que la matrice RH appartiennec & Glu(EO(A)) .

Considérons 1'ensemble de matrices suivant
_ 1 . -
- {§_ € Gp,(EO(A )) 9 §E € Mu(Eo(A))} °

vy n'est pas vide : il existe un polyndme P ayant tous ses zéros dans L tel
que, pour tout 1 et j, PHij n'ait pas de pdle dans A . Nous pouvons choisir
P de telle sorte que |P| = 1 (comme D_ n'est pas contenu dens A, il suffit

de prendre P unitaire). Dans ces conditions la metrice PI appartient & ¥ .

Pour chaque _f): eppartenant & ¥y nous notons n(8) le nombre de zéros du déter-
ninent de lc matrice SH qui sont contenus dans 4 . Pour que SH appartiennc &
Glu(EO(,i)) , il faut et il suffit que son déterminant soit inversible dens E ( L) s
autrement dit, il faut et il suffit que n(ﬁ) = 0 « Nous considérons donc unc me~
trice R de y qui rend n(R) minimal, et nous allons montrer que n(R) = 0,

ce qui démontrera le lemme.
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Supposons n(R) > 0 . Il existe ae A tel que det (BE)(&) = 0 « Par suite,

il existe des Ay € k tels que 1l'on ait :

(2.1) Pour tout j , 2, Ay (fgj)ij (8) =0, swp [Nl =1
Seit 1, 1'indice le plus élevé pour lequel on a I)\i | = 1 . Nous définissons
O

une matrice A de G (EO(A')) en posant
-~ 3

, Phyg= 855 si i # i ( 853 symbole de Kronecker)
(2.2) :
(ﬁioj = hj/(x - @) .
I1 vient

{}(.{\Bﬂ)ij = (RH);; pour 1 # i,

]

Y - .
;5= T, B/

D'sprés la relation (2.1), le pdle en a de (ARH)._.L . n'est qu'apparent. Donc
ARE  oppartient 3 M (EO(A)) . La matrice AR appartignt a G (EO(A')) , donc &
2 . AT
vy . Par ailleurs, comme det (é) =Ny /(x - a) , ona n(&) =n(R) - 1, ce qui

contredit le minimelité de n(E) , 0

Remerque. — Il n'y a pas unicité de la matrice R qui sstisfeit aux conditions
du lemme 2.1. In effet, une matrice R' satisfait aussi ces conditions si, et seu~

lenment si,

Nous allons donc examiner de plus prés le comportement de la metrice R prés
de 1'infini. Nous comiaengons par trevailler sur le corps k . Pour cela nous po-

sons, pour toute fraction retionnelle F/Q de k(x) ,

v _(B/Q) = deg Q - deg P .

LEMME 2.2. - Soit R une matrice de G (EO) « Il existe une matrice S de

GL.(k[X]) telle que, pour tout i, j avec i # j, on ait

Vm[ (@)131 > Vw[ (g-‘R—)JJ] b

ol § et B désignent les images de S et R dans_ Glu(l_((x)) .

Nous démontrons le lemme par récurrence sur p . Pour =1, il est évident si
non pose S = 1 . Supposons donc le lemme démontré pour p - 1, et démontrons-le

pour y .
lious pouvons écrire

ﬁl 1 (51 j ) “\\
R=| |
%SEil) -E “/

avec P Gu—l(EO) .
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D' aprés 1'hypothése de récurrence, il existe une matrice Q de G (k[x])
Y ) ~ p,-l

telie gue, pour tout i # j , on eit
(2.3) v, [(@);;1> 7[R ,] -

Nous définissons de nouvesux <£léments 8; de EO en posant

I,f"l 0\\ ,/'/ 51 1 (5‘.1 J )
L e= K
\ J \\

La division euclidienne dans l_c[x] permet ds construire des polyndines Si dans

kK[x] tels que

2 R! - 3 .
(2-4) v (B - Ry 5 > v (R)y)

Hous relevons les polynBmes "31 en des polyndnes S; de k[x] (tels que

it -
}ui! < 1 ), et nous posons

. 1 ( 0) \\ /'l/l ( 0 ) . \ // ' 1 ( O)\._‘

\ .
! {
= .

y
; |
\ I § /

\

- \ ’/ 3 Y, "“%_‘V

_~

!

I1 est clair que S eappartient 2 Gu(k[x]) (en effet, det S = det Q@ est in-

versible dans k[x] ). Par ailleurs,

4 T \'
,./ B (5‘1 J ) N\
SR = | \
—~— \ ’5 hd

y /
V(e & K 1 -

8) i, v @) (8)@E )+
L'indgalité v [ (@)13] > v [ (E’f})jj] est alors vérifiée :
pour i=1#j, car Elj:O,

pour j =1 d'sprés (2.4),

pour i et j #1 d'aprés (2.3), car 31 El,j =0.

Le lemme suivant est trivial si k est discret (c'est-a-dire si k = k ). I'ous

rappelons que

D' ={xek; |x|<1}.

IEME l.4. - Soit S une nmeirice de M.(Eo) telle que ||S}| <1 . Il existe une

motrics o de G (E(D*)) telle que M(I+S)(=) =1 . Si on suppose en outre que

1c matrice (I + S) appartient & Gl“(EO(Dw - {«})) , alors on peut choisir la me-
tricc M dens Gu(k[xj) .
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Pour toute fraction retirnnelle f , la décormnsition en éléments simples permet
d'lcrire f = fo + £ avec foe EO(Doo) s fo(oo) =0 et £ e EO(D+) . On véri-
fie classiquement que |f| = sup (|fO| s |£|) 5 ce qui permet de décrupnser tout
éléuent de E , sous la forme f = fO + £ avec fye E(D ) £y (o) = O et
£ e &(D%) (decompomtmn de Mittag-Leffler [1]). En déc~r pf»sant chacun des coef-
ficients, nous obtencns, peur toute matrice S de Mp,(EO) une déeonmpositing

S = [EJO + (8], s qui vérifie
~r (T ~t
[s], € mM(EO(DOO)) , [§_]O(m) =0, [S] € MM(EO(D ))
W e

[oa]

18] = sw (L8]l 5 18]

Nous dlfinissons, par rémurrence, la suite

- - 3 1

=1, §,=1[5,, 8,
1

on e Sl <S8, ; SIS, I ISl < IS et S, € Iv";u(EO(D’L)) .

Nrus nbtenons alors une mstrice M de M (E(D+)) en pnsant
-~ M

. n
L{:Z:;o (- )% 8, =I-[8] + .-

Come M - Il <1, on obtient ! ewm (E(D%)) et z

Ie Glp‘(l'{[x:}) s CE

. . . oas "
qui wontre imédiatement que M e G (E(D")
A =3
Par ailleurs, nous avnns

WL+ ) =2

o (- ) 5, + (- Ht

_ T n SN ﬁzm - n -
=Le2py GO -8, 8=1-2,, D78, 8-

Le nlnme raisonnement que ci-dessus (avec 1[[8 Sjoll < “SH ) montre que

(I + 8) e Gu(h(Dm)) . D'autre part, on a clairement M(I + S)(») =

Suppnsons maintenant que (l + S) appartienne 3 GlumO(Doo ~ {®}) , et montrons
que Me Gu(k[x]) . Pour cela, il suffit de vérifier que les coefficients de Il

ot da k'g_l apperticnnent & ¥ x] .

Pour cela, nous remerquons que, si f est une fractinn rationnelle de EO(Dm—{co?),
¢lle n'a comme singularité dans D qu'un pdle a 1'infini. Par suite, si g e E(D«,),
le prnduit fg n's, ou pis, comme singulerité dans D_ qu'un pdle & 1'infini. Lu-
trement dit, (fg)_ ost un polyndme de k[x] « Or, la relation

=T+ 9T+ 8)”

ncntre que les coefficients Mi. de la matrice 1 s'obtiennent comme somne de

procuits d'un élément de E(Dm) et d'un élément de EO(Dm - {«=}) + Comme par

zilleurs on a M., € E(DV) , c'est-a-dire M,.= (M..) , il résulte de notre re-
~ij 0 ~1] ~1]

merque que les coefficients Mij appartiennent 3 k[x] . De la mdme nmaniére, la
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(,];_ + ,Sv)[ﬂ(l + §)]-1 montre que les conefficlents de N—l sont des

—~

relation M

VxR o
p() LYii0 ENISECTY

li~us sommes maintenant en mesure de démontrer 1'oxistence d'une déermpnsiticn de

trute watrice de GL (EO) en un preduit de facteurs singulicrs.
is

iy

FLOL0S1TICT 2.4 = Soit A un ensemble stonderd contenu dens k , ot soit &'

le coipléuentcire de 4 dans k o A& toute matrice H de Gl}(EO) sont _assncie ses

uie netrice FI de G (EO(.'@'.')) » e matrice K, de Glp,(EO(A)) et _une metrice

diogonale N de M (2) , telles que
e AN s 2200 R

R

10
L E—ahA,

2 ~ H () (=) =

19 L'cnsemble standard A , ne contenant pas o , ne contient aucun point du dis-
que D_ . L'ensemble A' n'est donc pas standard contreirement & 1'cnszible

A u {e) .

2° 3i les coefficients de la diagonale de N sont n; la matrice diagenele
n; ~

Ry o i . s
¥~ a pour coefficients x o Une, conséquence de la conditinn 2° est que, pour

teut o e A, lo matrice (x - a)~ H, uppartient & Gu(Eo(fx’ u {«})

3° 8i la matrice H appartient & Gl (EO(B)) , o B est un sous-ensemble de

k , on constate facilement qu'il en est de méice des matrices Hf et KA .
24 =2

4° Les matrices EA ’ _IEA et I, définies dens la proposition 2, scnt uniques :
ceci sera une crnséquence immédiate du leime 3.1 ci-dessous. Elles dépendent effec-
tivement de 1'ensewble 4 , nous n'avens pas mis d'indice & la matrice N pnrur
ne p-s a'ourdir lea notations..

Le lemme 2.1, la remarque qui le suit et le lemme 2.2 permettent de voir qu'il
ciiste une matrice R de (E (4')) teclle que RH appartienne & Glu(EO(A))
et telle que, pour tout 1 75 jsonait v (ﬁ ) > v (R ) '

Prsrns ni = (R ) s et soit N la motrice dlagr)nale de M (7) telle que
’1\311 =1, . Snit a un p-'wlnt de A « Comme la matrice R(x - a) ~ @appartient &

(E (L')) , les coefficients de la wmatrice T()-c-:-'i)‘l\ ont tous leurs pdles deas
U {m} (E oest 1'image de 4 dans k ). Par ailleurs,

-] .
v [EET D™, )= v E) ¢ v (ET8) )

ij

=0 sl odi=j

1

v, (B3 = v (&)

i

\?O si 1i# ]

Le. décompnsition en &léments simples s'écrit donce



O "-.N - - -y =0}
Rx - a)7 =]+ Z_’ Qm,a,(x - )

A A
s
v (%

, ct les & sont des éléments (en nombre fini) de & .
i

est une matrice diagrnale de Gl (k) , les En,cy sont des matrices de

Leus relev-as Z\_ en une metrice diegonale A de G (k) , les _@ gy B des
trices Cn“c de I‘-’iu(k) , et les & en des éléuents & de A, et nous prsons
'\-" .l
T=[I+) e x-a)™(x- Ve n (B (AD) .
~ ~ T 2l ~ ~myo i w0
I1 ¢st clair que (ﬂTﬂx‘E‘{) (=) = (T(x - a) —-) (oo) I, etque |R-AT|<1.8i
bl > 1, ena ||T(b) - (b=~ a)_l\n (b - a)~” , ce qui drnne
Zni
|det T(b)| = |b - 4 £0 .

S5i |bl g1 et si det T(b) = 0, on trouve

det R(b) = det (E‘(Tg)) = det A det T(b) =

508

jutele

D'aprés le lemme d'Hensel, il existe c¢ tel que c¢c= b et tel que det R(c) =

Coume R € G;.L(EO(A')) , ¢ ne peut sppartenir & A' , donc c apparticnt &
Comae A est un ensemble standard, on en déduit b € A . Autrement dit,

aitirn lﬁij‘ < i entraine LT—ijl <1, dmec Te G (E (a1)) .
Prsons §:ﬁ—l E‘;‘_—l -I.0ma [[S=|R=-AT <1, et

I+ 8= BT € G (B(2")(@ (3(D, = {=])) -

~ o~ o~

det T
ne s'ennule pas sur A' , donc T appartient & Gl (E (A')) « 81 i< j, le con~

D'apres le leume 2.3, il existe une matrice M de Gu(k[x]) telle que

(1 + 9)() = I

-1 .=l

Neus posons alors H, = R AM « La matrice H appartient, comme les matrices
A s

~ 1

2

~A "~

R, A et M,a (: (B, (A’)) « Si nous posons K, = MA"" RH, la matrice

&A’

erninc les matrices }3_ » A et RH, appartient 2 Gl (E (4)) « On a aussi évidcment

H= 1 ~'~A KA . Corme R = A(}_ + S) T, nn trouve
i . -N -1 -1 =\ --l
A H) (=) = [ R (=) = [T + 8) =) T[T ~1(=)]

Ce aui démrntre la proposition 2.4.

2. Facteurs singuliers dans GlM(E) .

Nous ellons généraliscr, dans ce paragraphe, la décomposition des matrices de
’ 5

[ex (E ) trouvée au poragraphe 2, aux matrices du corplété Gl (E) ae

Glu ¢

mls suivons une méthode inspirée de celle qu'utilise MOTZKIN dul'lo le cas pJ

L37.

E) .

1
<
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LEMME 3¢ls = Soit A et A' deux enscubles standerds crmplémenteirss dans

X U {»} , nous supposnns que D < &', et soit HA et E}L deux matrices dc

G (E(A' -D)), X, et X) deux matrices de Gl (E(A)) , et N et N' dow

m trices diagonaies de “LL(Z) ¥olles que :

+ e, S omcne e

(1) g:gA K. ,

~hL
(1) ®' = H oK,
- ,
(2) #~H, et A g partiennent 2 G (B(D )) ot vérifient
~A == ~A D m ©
G ) (o) = B () =
() dE-E R =y <1,

Alorson 2 N=4', |(H ~Hij<y et K, - K}l < vl .

Les relations (1) et (1') permettent d'obterir

-1 =L

(3.1) E£1<§_§,) X -t

~A ~A ~h ~A

Crmuc  H)  appartient & G (E) , on a

uK"l'x—n:'l B < B E =

Ce qui donne, puisque H, appartient aussi & G (E) s

=L m
(3.2) E(H- 0 KN < - By Tl =y <
e LN T2 2 lle‘;illL a‘_Y ‘
N s S IR TS ‘
Nous en déduisons que %“—k\{«A X oTh= ilH Hall = 1 et que
-l _ ==l
(3.2) R W
La natrice X, K}_l appartenant & Gl (E(A)) , les crefficicnts (respe le détor-
rat) de I—(;--A sont des fracticns rationn:zlles de _(x) sans pfle dmas L.
(respe sens zérn dans L ). Par ailleurs, la matrice 1\ J appartenant a
G (B{z' = D )) , locs cnefficients de EA ﬁ}t sont des fracticns ratirnncllcs de
) T
k(:lc) sans phle dans K' - {»} , et le déterminont de la matrice triangulaire
BT, qui veut M (ﬁ'-l -') ; » ne s'onnule pas dans A'- {e} . I1 ré‘?ulte

alars de 1'égalité (3 3) que, pour tout i, la fraction ratiocnnclie M, 1),
n'e ni pAle ni zéro dans A u (&' = {=}) = k¥ (aucun des cocfficicnts de le dice
gonale n'eyant de pfle il ne peut y avnir de compensetion des zéros dans lo

duit). Par suite, (H ) est une crnstante non nulle.

'\,

Mzintenant, la condition (2) du lemme donne

/A - -N N
(3.4) (§A1 x~zx H)(x) =1

foutes les matricos consédérées étant trisnguleires, il vient en netant n, ot

nj‘. les coefficients de la diaghnale de N et de W' N
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nl
[X Tl (hA ) ](oo = e
‘-—1 = 2 o 2
Comme (EA ) s (ﬁ') = (H HA) ii est une constante non nulle, cette égalite

ne peut aveir lleu que si ni = n; pour tout i c'est-a-dire XN = .

Fiisque T = }g’ , la condition (2) exprime que les coefficients de la matrice

1
(:iAL ,{1.1’; - }_) appartiennent & E(A') et s'annulent & 1'infini. la décomposition

2 1 -1 Tt 1‘ [ e -1 !
(3.17) HE- ) T e (G KT =D - @ H ),

n

o5t la décomposition de Mittag-Leffler correspondant aux ensembles standards 2

et 4' o Il en résulte

K, - K < K KT - 1) K \\\,@jw-ﬂwzﬁa | = e
15, - B < (E 0L - B m < g - B BT =y

Yous sommes meintenant en mesure de démontrer 1'existence et 1'unicite des fac-

teurs singuliers dans Glu(E)

TEROREE 302, = Soit A& et L' deux ensembles standards complémentsires dans

v o s—

k u{=] tels que D < A' . A toute matrice I de Gl (E) sont associées e ua-

niére unique une matrice H, de G (E(A' - D)) , une matrice X, de Glu(E(A))

ot une matrice diagonale N de LI (Z) telles que

(o] o
o 2=55,

. | .
o A H, appartient a Gu(E(Dm)) et verifie (s B) (=) =

L'unicité de la décomposition est une conséquence immédiate du lemme 3.1 appli-

qué avec H= H' c'est-d-dire y = 0.

Puisque H appartient a Gl (B) s pour tout n , il existe une matrice jn de
M (.u) telle que ||H - H H L/n||H |I. Comme H est inversible, pour n assez

erend, on a |det H| = |c1et H , done Hoe Gl (B , et [E gl = ol

= e Nous

appliquons la proposition 2.4 & chaque En s ce qui nous donne des sultes de ma-

trices

, -
Hone 6 (B = (D), K,

L,n

=Gl (B(8) et N & H(D) ,

N
telles que H = H et (x EA,n) () =T

Apon Zayn
I'nus appliquons alors le lemme 3.1 aux deux metrices }:In et Em s avec 1 <n < .
On a

I|H N R - e H—l”/ <1

(n constate alors que N = Em , autrement dit, la matrice —l\jn ne dépend pas de
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n . Notons~la N « On a aussi

n 1:; =L
iil{_‘g,n - ~A, (l/n)HH | < \/n
o wull NP ool I | Nt ety st <
HN{A,n - Lnl S 1.13;‘,31.. n-—ISA,n EA il .|~“ n“ < t‘Hm (i x/n)H,,m IR R
¢'ast-twedire que les suites KA et K" sont des suites de Cauchy de 1'espace
~H, 11 ~n,n

complet W (E(.;)) , elles convergent donc vers des matrices inverses l'une de

.,,"1 7 - o 4
'sutre KA et X,  de ce m8me espace. Autrement dit, Ky appartient a Glr\E(A)).
-~y —~ "

Cn démontre d'une manisre analogue que la suite HA n converge vers une matrice
i, de Gl (E(4' = D)) et que U H, , qui est la’llmlte de la suite x HA 0 ?
.zx,ppartientu‘ 61 (E(D )) « L'espace G (E) étant clairement un espace cor ‘blet et
Ea,n aDpartenant a Gu(E) » on abien H, € Gu(E(A' -_Dw)) . Enfin les égalités
10 et 2° se deduisent immédiatement des égalités correspondantes pour EA,n et

e
~ie 7

Remarques.

19 8i B est un ensemble standard et si la matrice H appartient & Gl \ 5(B)) ,

on a K, = H:[;l He GlM(E([A' - D] nB)), ce qui mntre que X, appartlent S

~A
2° En passant aux matrices transposées, on démontre qu'il existe des matrices

E' de G (B(L" =-D)), K de GL (EB(A)) et N' de M (2) telles que :
~.[x l @ ~[& V8 -~ p,q

¢l (E(Lu B=D)) , on montre de méme que H, appartient & GU«(E(A u B=D))
p} [oe) [p ]

10 — 1 1
l 'EI' }:‘{‘[L ‘I:I"A.

e \T'
20 La matrice (Hj'l xf‘\i) appartient & G (E(Dm)) , et vérifie (H! le) () =
'~ u ~da
Nous termincns ce paragraphe en donnant quelques applicetions immédiates du théo-
rame 3.
Nous notons (d/&x)(ﬂ) la matrice obtenue en dérivant chacun des coefficients de

la metrice H par rapport a x .

CCROILLIRE 3.1. - Solt H une matrice de Gl (E) s, et soit g un point de k.
81 (d/ax) (H) H appertient & M (E(Da) ) , 2lors la matrice H appsrtient &
- M ~

Glp(E(DQ)) . Si xz(d/dx) (H) g’l appartient & Mu(E(Dm)) » alors H apparticnt &
Glu(E(Dm)) .

D'aprés le théoréme 3 et la remarque qui le suit, si on prend L = D, il existn
une matrice H de Gl (E(D" - D)) , une matrice K de Gl (E(D)) , et une
~ o ~ 1) ]

"
matrice N de M (Z) telles que H=K H et
~ W ~ ~ow

(1, ) e 1 (D)), (B () =1

On vérafie que



5=-12
=1 -1 -1 -1
) & = { - (¢/ k i (E(D .
(e (1) L' = KHax® £ K - (@0 gh K e x (3(0)
Comme la dérivation applique E(DQ) sur lui-méme, on a aussi
~
-1 +
dx)(H H e MW (BE(D -D
(a/a)(8) e 1 (B0 -2)),
NN -1 +
dos 3/ dx) (I J .
e (c/u,c)ua) e Mp(E(D))
Par zilleurs, la dérivation transforme une fonctinn de E(Dm) en une fonction
N 0 1
de E(D ) nulle & 1l'infini. (d/dx)(gw #®~) est une matrice de M (&(D)) nulle
[e0] ]. . (o)
& 1l'infini. Comme ig et N commtent (ce sont des matrices diagonzles), on

trouve

(a/ax) (£ ) = (W) (1, A, D™ - (1 5 /0 (1 ey

Par suite (d/dx) (ga) g;l appartient a MM(E(DOO)) , et est nulle & 1'iafini.

Les coefficients de (d/dx)(H )

Hfl n'ont donc sucun pdle et sont nuls & 1'in-
Yl

fini. futrement dit (d/dx)(za) E; = 0 . Ceci montre que E% est une matrice coac-
tznte et d'apres la condition & 1'infini, 32 =1, c'est-é~dire H= E; e Gl (E(Q}))e
/ ~ ~ " Lo

Le cas o = « se déduit du cas g = O en changeant x en 1/x .

Soit (r, s) un intervalle (ouvert ou fermé en r et s ) de R u {=} et
scit C(r, s) la couronne {x€ku {«} , |x]e (r, s)} . Nous notons I(r, s)
1'annesu des fonctions strictement an:lytiques sur C(r , s) (c'est-a-dire déve-
loppables en série de Laurent dans cette couronne). Comme k est algdbriquement

clos, on a unicité du développement en série de Laurent : en particulier si

G(r, s) nC(r', s') £8,

on

)

W(r, s) n W(r', ') = 4((r, s) u(r', s")) .

3i nrus considérons un intervalle fermé (r s s) s une fonction f de (e ’ s)
est liwite uniforme sur C(r , s) des polyndmes de Laurent obtenus en tronqusnt
sa sirie de Leurent (autrement dit, f est un élément analytique sur C(r , s) ).

En particulier, on a

w0, 1) =E(D") , wW1]==5(D - Dy) et W(l, ») = E(ku f=} - D) .

Wous allons utiliser cette remarque pour décomposer les matrices de GL (W(r , s))

en produit de "facteurs singuliers" (comparer au théoréme II de [4]).

CCAOLLLTRE 3.3. = Soit C(r , s) wune courenne ncn vide qui ne contient ni 0 ri

© , et soit X une matrice de Gl (W(r , s)) . Il existe une matrice Y de

~

Glu(W(r » ®)) , une matrice 2 de Glu(w[o » S)) et une matrice diagonale N de
M (Z) telles que X =" vZ7.
ng—\' m—c—————— 1 —~—

Ls courcnne C(r , s) détant non vide, il existe un élément a de k tel que

el e (r, 8) , c'est-a-dire tel que [1] < (r/|a| , s/|a]) .



5-13

On trouve alors
X(x/a) € Glp(‘-d(r/]a] , s/la|) < Glu(w[h]) = Glu(E(D+ - D)

Nous appliquons le théortme 3 & la mstrice X(x/a) asec L= D' . Nous obteno:ns
une metrice H de Gl (E) , une matrice XK de Gl (E(D")) et une matrice diago-
nale (-~ N) Ee M ( E)p telles que X(x/ a)N: HK etutelles que la matrice N H
appartienne a Glp%Dw) . D'aprés la remarque 1° qui suit le théoréme 3.2, on peut

essurer que la matrice H appartient a Gl (E(D' - DO)) , donc que la metrice
-N -~

W N
¥~ H  gppartient & Gl (E(k U ®© = DO)) = Glu(wfl , @)
Prur avoir X = XH Yz , il suffit de poser

Y =x~ H(ax) = eg-(x—y- E)(ax) et Z= _I\(_(ax)

Nous avons slors immédiatement Y e GL (W(|a| , =) et 2 e GL (W(O, |a]))
Maintenant, comme O, «& (r, s) , on a xE € Gl (W(r , s)) . Donc Y=x LA
appertient 3 Gl (’/J(r , |a|)) « Comme (r, |a|) [|a] wl £ f , on en déduit que
appartient & GL (W(r s ®)) « De méme, de le relation Z = X }:I' Y -1 2(_ , on déduit

58
ue Z eppartient a c-lu(w[lul , s)) , donc a Glu(W(O s))

4

fte]

Remarque. — En changeant d'abord la matrice X en sa transposée, puis en chean-

geant x en 1/x , on obtient les décompositions

N N N
L5 s
X=2 Y x = 2y Xy = XB»ZVBX ’

o1 les matrices Y. , 2. et N, wvérifient les mémes conditions que les matriccs
~i

T, 2 et L.

—~ -~

4. lpplications sux équations différentielles & points singuliers réguliers.

Loms ce paragraphe, nous nous intéressons & 1'équation différentielle
(4.1) (d/ax) (X) = &X ,

associde & la metrice 4 de M (E)

~ W

I5ent donné une autre équation différentielle D(Y) = BY , ncus avens (au moins
formellement) X = HY si, et seulement si, la matrice H vérifie
> ~1 -1
(4.2) A= (d/ax)(H) B~ + HBH ~ .

lious dirons donc que les équations différentielles (ou que les metrices £ et

B de M (E) essociées) sont équivalentes s'il existe une matrice H de Glu(E)

~

cqui vérifie (4.2).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 1l'on définit bien ainsi une re-

.etion d'équivalence.

fous dirons que la matrice A de ¥ (E) (ou que 1'équatinn différentielle (4.1)
~ u
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assnociée) a wn point non singulier en & e k (resp. & 1'infini) s'il existe une
thrice

(resp. ﬁam) dquivalente & 4 et qui appartient 3 Mu(E(Da)) (resp.
(E(

1)) .

u,g'p

Nous dirons que la matrice A de (E) (ou que 1'éguation différentielle asso-
ciéz) a un point singulier régulier en o € k (resp. & 1'infini) s'il existe un
point a de Da et une matrice -‘f&oz (respe. A ) équivalerte & A tels que

(x - 2) }}q appartienne a MH(E(DQ)) (respe <t g appartient & :MLL(E(D ) ).
Cette definition impose done, pour o = » , la condition 2= .)

Bous ellons donner deux epplications de nos théorémes de décomposition en fac~
teurs singuliers & 1'étude des équations différentielles, On en trouvera une troj-
sicme dens [2], théoréme 8.3 (le lemme 2.2 est une forme fzible de notre théoréme

3.2).

Nous commengons per donner une conséquence immédiate du corollaire 3.2.

PRCPCSITION 4.1. -~ §upposon_s_ k non discret, et soit r <1 . 8'il existe une ma-
trice X de Glu(‘.al(r s 1{) solution de 1'équation différentielle (4.1), alors ls

matrice A a un point non singulier en 0 .

-~

Comme k est un corps non discret et algébriquement clos, lc couronne C(r , I

¢st non vide. lious pouvons appliquer le corollaire 3.3 & la matrice X . On trouve
X = x—lg. XZ = 'I;I“Z‘ ’

~

svee 7 e Glu(W(O , 1) et H= 2 avee Ye Gll-b(W(r , o) < Glu(E(D'*)) . Comme
-1 -1 -1 .~1
A= (4/ax) (D) L = (Jax) (1) B + B(o/ax) (E) z2-5

la metrice A est équivalente & la matrice (d/ dx) ( Z) Z qui appartient 3
Mu(w[c.z , L) eta MM(E) (car (d/dx)(2) z AH - H (d/ax) (H)) , donc &
2 (E(D,

L (B(2))

Nous voyons notre deuxieme application comme un résultat de globalisation pour

les équations différentielles.

TEEOALIE 4.2, = Soit k un corps non discret de caractéristique nulle, et soit

4 une matrice de Mu(E) telle que s

1° prur presque tout « e k , .£ appartient & MM(E(D )) s

2° il existe un ensemble fini S contenu dans k tel que ;

o 3 ——

si oe kuf=} ~S, A aunpoint non singulier en « ,

si we S, A aun point singulier régulier en ¢ .

Nous notons a, et A le point de Doz et la matrice éguivalente & A, tels
que  (x - a) A eVI (E(D )) .



Alors la matrice A est (,qulva.lente & une mavrice B de la forme

ey

Ezzo’aes (x - aa) ~

ou B est une satrice de l\{!-b(k) sembleble & la matrice [(x - aa) Aa/](aa/) , €

weS ~

ou 2 B est une metrice disgnnale de ¥ (2) .
2u “ SRS RN
Hous commengons per exeminer le cas des disques Doz # D@ .
Soit P le pelyndme T (X - aa) o A toute matrice C équivalente & A nous
weS 2 =
associons le snus-ensesble mininum ©(C) de k tel que s

pour teut o € k - 0(C) , PC appartient 2 M“‘(E(DQ)) ,

pour tout o € [k - @(C)] n S, la matrice [(x = aa) Q}(aa/) est seubl:ble

3 la metrice [(x - oy ) A ](a ) .

Le condition 1° du théoréme exprime que 0(4) est un ensemble fini, 1t condition
20 signifie que, pour t-ut o € k, il existe une motrice }}a équivalente & A
telle que Pfxa € MH(E(DC()) (autrement dit 6)(_1:\.&) Fa )

Considérnns une metrice € équivalente 3 la matrice A telle que ®(C) soit

minimum, et montrons que ®(C) = g .

Nous suppnsons que « appartient a w(C) + La matrice C est équivalente & lu

maorice —j}a o« Il existe donc une amatrice H de Gl (E) telle que

(4.3) C=HA H . (Ya)(® E .

Le thénréme 3.2, appliqué & le matrice H et & 1'ensemble A = D s hous donne
o A N’ 1t i — I f] + -~ o3
le décomposition H = E{a ﬁ{& avec ﬁ'a« € Glu(E(D Doz)) et K e Gl (E(D ))

D'aprés 1'ézalitd (4.3) nous trouvons

-1 -1 -1 -1
= I I o 'Y
(4.4) ¢ HOC H o+ (d/dx)(H)jan avee C =X A K7+ (¢/dx) (K ) K

>

La premiére égelité montre que C  est une matrice équivelente & C , donca A,

Je

ct que, pour trut 3 e k - &(0) s c'est-é~dire D, < D" Dc: , Hncus avons

B
Fo, = BN (R0) B, - BDD (/@) (1) e ¥ (B(D,)) .

-

D'autre part, si B (k- 0(C)) S, on a évidemment :

-]
x=-a.) C 2. ) =H : - C ~ H .
(G- 2) 6)(e) = L)l x = ) 6,](a) 1 ()
Autroment dit, @ ga) “ W (E)
La deuxiéme égalité de (4.4) mntre que le matrice P_Qd appartient & }'Zu(E(DQ))
et que, 81 w e S, .

[(x-2a) cJ(a) =K (a)[x-2) &T(a) K (a) ’

autrement dit, o € w(C ) « L'ensemble 62)(6 ) est strictement plus pctit que 1'en-

seinble O(C) , ce qui cnntredlt la rﬂ_'l.l’llhu_Ll'te de ce dernier. Donc @(C) =f . En



particulier, EC e r.iu(E(D“)) .

Nous regerdons meintensnt ce qui se passe & 1'infini. Le p~int a 1'infini n'4bant
pas singulier pour lo matrice A, il existe wne mairice ib{ de X_2 MLL(E(D’”))
qui est équivaiente & 4 . Comme k est un corps non discret de caractéristique
aulie, un tuc réme clessique de Cauchy assurs que 1'équation (@/ax)(X) = L X =

une matrice solution X dans GL (W(r , «)) pour un certein r fini.
-~ o

Les metrices € et {.m étont équivalentes, il existe une metrice H de 1 (8)

—_—

tells que
o - Al
= (&/ax) (1) ()" = B Ly (¢/a) () 5.

D'zprés le théoréme 3.2 (et la remarque 2° qui le suit) appliqué & 1o metrice

H et & l'ensemble &= D' , il existe une matrice H de Glu(E) n Glu('-w’]l s #0)

et unc matrice K_ de GL (E(D+)) telles que H= K 4 . Dans ces conditinns, Lo
—~L0 p‘ ~ . ~00 O )
mctrice H X appartient a Glu(‘«l(r , o) « D'aprés le cornilaire 3.3 (et 1: re-

marque qui le suit), on a la décomprsition

i X=¥,§X§I—,

S0~

oy ¥ est une matrice de Gl (W(0, «() © Gl'(E(D+)) , 2 une mirice de

6l (W(r, »)) , et § une metrice diagonale de M (Z) « Quitte & multiplier
W ~ - ~

par la moirice inversible Z(=) , on peut supposer que 2() = I .

¥ous pnsons alors

N Moo - — - o —
5= (6/a (20 ()7 = (e (T P T T

== & DT (@a g D+ (5 D7 oK, D .

Les matrices K et Y appartemant & Gl (E(D")) et la motrice FC apperte-
pent A 1-4U(E(D+)) , sn a FPB e}fiu(E(D+)) .

D'eutre part, on a

E) A E)T .

—

p= O YT s ()@ T

—~0

m

Crame les matrices Y et iIm appartiennent a Glp‘(wjl s »() , et comme lo ma=
trice A sppertient & Tiu(’v»fjl s ®)) , on en déduit que BE€E Mu(w]l , «0) .
Enfin on a
B= (¢/a0)(2) T+ 207 .

Ls moirice 2 sppertencnt 3 Gl (W(r, =) , la matrice (d/ax)(2) appartient

a x4 'Mu(W(r , ®J) « On viit donc que la metrice B apportient & Mu(W(r s =)

i

by

et s'annule 3 1'infini. Plus précisément, on a (xB)(s) = N .

Les conefficients de B n'ont donc crnme singuleritds dans k u {«} , cque des

pAlss simples cux points a . La décomposition annencée est donnée par la déerm
o
position de Mittag-Leffler de ces coefficicnts. (n a en particulier



B=l0x-g) Bla) = (, D7 (3)[(x-3) c)a)(x D(z) .

Le mitrice B est donc seubleble & la matrice [(x - %y)_g ](%i) , qui est clie-
iine serblable & la matrice [(x - aa) f‘af](aa) « La some Z%S B représente le

frésidu & 1'infini" de B, elle est clairement drnnée par (xB) («) et vaut donc

Un ces porticulier du thé réme wntre qu'une équatirn différentielle ayant ou
plus un peint singulier régulier est entiérement soluble dans E (et donc n'a en
O
P

ait ecucun point singulier !) .

9

COACLLLIRE 4.3. - Avec les hypothéses du théoréme 4.2, et en supprsant que 1'en-

<

semble S contient un point au plus, il existe une matrice X de GlM(E) telle
que {(d/ax)(X) = &X .

81 8= {¢} , la matrice B du théoréme 4.2 est de la forme (x - aa’)-1 N, ob

i est une natrice diagonale de ’V[ (Z) Prnsnns Y = (x - a )~ s la matrice Y

—~

posrtient Glu(E) (et mime 3 Gl (EO) ) et vérifie (d/dx)(”) = BY o Comus le
u Id
notrice B est équivalente & le matrice 4, il existe une uatrice H do &1 )

L
telle que la metrice X = HY appertienne a Glu(E) et vérifie (d/dx) (X) X,
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