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HISTOIRE DE LA LOI DE RéCIPROCITé QUADRATIQUE ¢
GAUSS ET TATE

par Roger CUGCULIERE
[ Lycée Carnot (Paris) ]

l. La premiere démonstration de Gauss revue par Dirichlet.

1.1, Histoire de cette démpnstration.
VW ~ T~

C'est & LEGENDRE que l'on peut reconnaitre la paternité de la loi de réciprocité
quadratique et du symbole grice auquel elle s'exprime naturellement (voir [1]).
Dés 1785, il avait énoncé ce théortme et en avait ébauché une preuve. Mais celle-ci
s'appuyait sur le propriété suivante, que LEGENDRE ne croyait pas difficile & dé-
montrer : Toute progression arithmétique, dont le premier terme est premier avec le
raison, contient une infinité de nombres premiers. C'est ce que 1l'on nomme aujrur-

d'hui le "théoréme de la progression arithmétique'.

Or, cette derniere propriété, d'apparence si simple, n'a été démontrée qu'en
1337 par LEJEUNE- DIRICHLET. De sorte qu'en 1795, lorsque GAUSS, agé de L& ans,
s'engage dans 1'étude de la théorie des nombres, la loi de réciprocité n'asst pas

coaplétement démnntrée.

Un an aprés, c'est chose faite : on peut lire cette premidre démonstration de
GAUSS dans ses "Recherches arithmétiques", dont elle occupe les articles 13l a 145,
pages 96 & 103 de 1'édition frangaise (voir [2]), aprés une vingtaine de pages con-
sacrées & des lemmes et & 1'étude de divers cas particuliers de la loi de récipro-
cité. Il s'agit d'une démonstration longue et difficile, qui avance & 1l'aide d'un

grand nombre de cas et de sous-cas : un texte fort réberbatif.

Pourtant, cette démonstration preosente un grand intérét et occupe une place 3
part. GAUSS dira par la suite que c'est la seule qui soit "homogéne". C'est parce
que, concernant une propriété des nombres entiers, elle n'utilise que la métihode

spécifique aux nombres entiers : la récurrence.

En effet, lorsque GAUSS s'est engagé dans 1'étude de ls théorie des nombres, il
1'a fait sans connaltre 1'état de cette science, dont il a repris 1'étude & la
base, par ses seules forces. Cette réflexion originale a produit les "Recherches
arithmétiques". C'est pourquoi sa démonstration de la loi de réciprocité ne pro-

longe pas les efforts infructueux de LEGENDRE, mais procéde d'un principe different,

(x) Texte regu le 5 juin 1931.
Roger CUCULIERE, LG cité Falaise, 75018 PARIS.
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simple dens sa conception, difficile dons son éxécution. Mais cet avantage ne va
pas sans inconvénient : GAU3S se prive également du symbole que LEGENDRE & intro-
duit et qui est particulierement adapté & ce probleme. Mis & mBme, par la suite, de
connaltre les apports de ses prédécesseurs, il ne daignera pas y faire emprunt, st
sa premiére démonstration restera en 1'état. GAUSS en publiera plusieurs autres,

trés différentes dens leurs principes (voir [17).

En 1857, LEJEUNE - DIRICHLET est revenu sur cette question en montrant que la com
plexité de cette preuve est fortuite, attendu qu'on la simplifie grandement en uti-
lisent le symbole de Legendre, et plus précisément la généralisation donnée par
JLCOBI en 1837. Happelons le contenu de cet article de DIRICHLET [ 3].

l.2. Les prémisses.
B

On suppose connu le symbole de Legendre, ainsi que les propriétés des résidus

-1 et 2, exprimées par

=1y = oo nye-1)/2 2y _ (p°-1)/3
() =1 » (5 =(1) ,

pour p prenier impair.

La premiére de ces relations dquiveut & une propriété de la forme quadratique

2+ y2 , énoncée par FERMAT, démontrée par EULER. La seconde provient de méme

d'une propriété de la forme x2 - 2y2 , énoncée par FERMAT, démontrée partielleinent
par EULIR et entiérement par LACRANGE ; GAUSS en donne aussi, d'ailleurs, une démons—

tration par récurrence.

On suppose connus également le symbole de Jacobi et ses propriétés :

b = EV2 @ e

ou P designe cette fois un nombre entier impair > 1 , premier ou non.

Si P et Q sont deux nombres impzirs, notons RQ(P, Q) 1la relation :

(_g) (%) = (- l)(P-l)(Q-l)/4 .

La loi de réciprocité quadratique dit que l'on a RA(p , q) pour tous les en-

tiers naturels p , q premiers, impairs, distincts : c'est ce que nous voulons dé-

rontrer.

31 S est un ensemble de nombres premiers impairs, notons N(S) 1'ensemble des

entiers naturels dont tous les diviseurs premiers appartiennent & S .

Voici alors une assertion qui intervient dans la démonstration en question :

si l'lon a &p , q) pour toute paire de nombres premiers impairs positifs appar—
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Ltenent & S, alcrs on a RQ(P , Q) pour toute paire d'entiers impairs premiers

entre eux appartenant & N(S).

Ceci fait 1l'objet des sections 133 et 134 des "Recherches Arithmétiques", meis

sous une forme peu explicite, faute d'ua symbolisme adéquet.

Pour le démontrer, il suffit de constater que si on écrit un entier R sous la

forme

R = ﬂi r, (facteurs impairs)

zlors :

R-1= Zi(ri - 1) (mod 4)

et par suite (R - 1)/2 et Zi(ri - 1)/2 ont mdme parité.

1.3. La démonstration.

T~

L'idée de la démonstration est de procéder par récurrence sur les nombres pre-
miers. Ccnsidérons la propriété suivante pour un nombre ¢ , premier impair :

pour tous les nombres premiers impairs u et v telsque u<gq, v<ag, u#v,

on a RQ(u, v)" .

Elle est vraie pour q= 7 parce que 1l'on a RQ(3, 5) . Nous allons montrer
que, si elle est vraie pour un nombre premier impair gq , elle est vraie pour le
suivant. Et pour cela, nous établirons qu'elle implique RQ(p , q) pour tout

nombre prenler impair p < q .

Soit donc vérifiant le propriété ci-dessus, et < tous deux premiers
9 3

impairs. Nous voulons montrer que l'on a RG(p , q).

Premier cas ; (p/q) = 1 . Il existe alors un entier rationnel e tel que
e2 =p (mod q) . On peut choisir cet entier pair, et vérifiant O < e < q . Il

existe un autre entier f tel que e2 -p=qf . Ona £ impair, et C < f<qo

() 81 p ne divise pas f, f et p sont premiers entre eux, impeirs, et
tous leurs diviseurs premiers sont < g . D'aprés 1'hypothése de récurrence et le

lemue ci-dessus, on a donc RQ(p , f) , c'est-a-dire
By (Y _ (_ 4y (p-1)(£-1)/4
O = - :
Meis on a aussi (p/f) =1 car p = ® (mod f) , donec (£f/p) = (- l)(p_l)(f;l)/A»

Or, 1'égalité e® - p= af nous indique aussi que (qf/p) = L . D'ou il découle

que
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ay _ (fycafy _ (p=1) (£=1)/4
(-IB) = ('13) ("'p—) = (- 1) .

I1 reste & prouver que

CERCERVENCERNICERV PR

ce qui provient de considérations élémentaires sur les congruences, et il s'avére
gque 1'on a R(p, q) dans ce cas

(b) 83i p divise f , alors il existe f' tel que f= f' p, et aussi e
Dottt ’ q ’

tel que e=¢e' p, d'ou e'? p - 1=qgf" . Par suite, f' est impair, e' est
pair, f' < f, p et f' sont premiers entre eux. Comme au paragraphe (a), la re-
lation RQip , f') est vérifide, et puisque (p/f*) =1, on en déduit

(£'/p) = (- l)(p-l)(f'_l)/4 . Or, nous avons cette fois gqf' = -1 (mod p) , d'ou

(af'/p) = (- 1/p) , et enfin

(%) _ (ggl)(é;) = (- 1)(P-1)/2 (- l)(P~1)(f'-l)/4 - (- 1)(P~1)(f'+1)/4 .

On termine comme ci-dessus, en montrant que les entiers ((p - 1)(f' + 1))/4

et ({p ~1)(q~-1))/4 ont mdme parité.

Deuxitme cas ¢ (%) ==-1 e gq=3 (mod 4). . Pour pouvoir user d'un raisonne-
ment snalogue au précédent, il faut disposer de nombres qui soient résidus quadra~

tigues. On écrit donc

= by _ =Ly = (- )(P-1)/2 By _ .
(T)"(q)(q)‘( 1) (§ =1

D'ol découle 1l'existence de e tel que e2 =~p (mod q) , et de f tel que

e2 + p=qgf , et la suite se déroule & peu prés comme au premier cas.

Troisiéme cas : (-%) ==1 et g=1 (mwod4) . Ici, 1'on doit faire intervenir
un lemme :

lit

pour tout nombre premier g

p' <q tel que (o/p') = -

1 (mod 4) , il existe un nombre premier impair

—

L]

3i 1'on avait (p'/q) = 1 , on pourrait appliquer & p' les considérations du
"premier cas" ci-dessus, et l'on surait RA(p', q) , d'ou (g/p') = - 1 , ce qui
n'est pas. Par suite, p' et q vérifient (p'/q) = -1, et donec (pp'/q) = 1 .

C'est dire qu'il existe deux entiers e et f tels que e2 - pp' = gf , ete.

Voici en résumé le schéma de la démonstration, comprenant la liste des cas & en~

visager :
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B =-1,a=1 (wa®, @G=-1, E)=1,

PTf ) P'Tf

2 . | /Plf’ p'ff

e - pp = qf.
\. (idem pour pff, p'|f)

\P‘f, p"f

1.4. Le lemme.

Ce lemme invoqué au troisiéme cas a été démontré par GAUSS au cours des articles

N\

125 & 129 des "Recherches arithmétiques" :

1 (mod 4) , alors il existe p' premier impeir,

si q est premier, si q
tel que p' <a et (a/p')
de la forme 4k + 1 est non-résidu de certains nombres premiers plus petits que

lui.)

- 1 . (En d'autres termes : tout nombre premier ¢

GAUSS distingue encore deux cas : g= %+ 5, ou gq= 8k + 1.

(a) Si g= & + 5, ona q=2=3 (mod 8) , donc 1l'un des facteurs premiers
de g- 2 estde la forme 8k + 3 . Si 1'on note p' ce facteur, on a

g=2 (modp') , et par suite

2y - (o (p'%-1)/8
(%r) = (5r) = (- 1) .
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Ory, si p= 8+ 3, alors (p’2 - 1)/8 est impair.
C. Q. Fc Do

Remerquons que 1l'on pouvait éviter d'utiliser le caractére quadratique de 2 ,
en notant que g+ 1 = 2(4k + 3) , et en appelant p' un diviseur premier de
4k + 3, tel que p' =4h+ 3, car il en existe nécessairement. Il est clair

qu'alors (g/p') = (- 1/p') == 1.

(b) Si g=3k+ 1, soit m la partie entiére de ,/q . Raisonnons par 1'absurde

1l

et supposons que tout p' premier impair tel que p' g 2m+ 1 vérifie (g/p') =1 .

Les propriétés des résidus, suivant des modules composés (voir par exemple [ 2],
section 4, n® 100 & 103), permettent d'affirmer que g esr résidu de

(2 + 1)4 = M : il existe k tel que K° = q (mod M) . D'ob la congruence :
2 2\ /. 2 P 2 2 .
(k* - 17°) (k° - 2) u.(ﬁz—m) 5(q—1%(q—2% eee (g=1") (mod M) .
Or, le nombre
k(kz - 12> XX (kz - m2)

= (k-m(k-m+ 1) ... (k = 1) k(k+ 1) eee (k+ m = 1)(k + m)

est le produit de 2m + 1 entiers consécutifs ¢ il est donc multipls de

(ém+ 1)4 = M . Mais l'entier M est premier avec q , donc avec k . Il diviss
donc le premier membre de la congruence ci-dessus, et aussi, dés lors, son second
nembre (q - 12)(q - 22) eee (q - mg) .

Mais cecl est impossible car la définition de m implique que (m + 1)2 > q,

et par suite
= (me D((m+ 1) =19 ((m+ 1)%=2% ... ((@+ 1)? = md

> (q=1%(q =29 eee (g -1 .

Notre hypothése ci-dessus se révéle fausse : il est ainsi prouvé qu'il existe
p' <2/a+ 1 tel que (g/p') = - 1 . On termine en remarquant que 1'inédgalité
2/ad + 1 < q est vérifide dés que q > 11 .

1.5, Remargge.

La démonstration de ce lemme utilise la propriété suivante :

Le produit de n entiers consécutifs, par exemple A= a(a+ 1) +v. (2 + n~ 1),
est toujours divisible par n! . Ceci est trés clair, parce que le quotient de ces

deux nombres est égal a C2+n—l ¢ GAUSS indique justement (n® 127) que cette pro-
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position est "connue par la théorie des nombres figurés", nous dirrns par la Com=
bineatoire. Mais, toujours & 1'afiGt de démcnstrations "homngénes",.il éprouve le
besoin de produire une preuve purement arithmétique, donnant 1'expression de

vb(n?) , et montrant que jp(A) > vp(n?) pour tout nombre premier p . C'est ce

que reprend MIINCR dans [4], p. LC5.

l.6. Conclusion.

Lyant ainsi mis en lumiére la simplicité du principe de cette démonstration,

nous pouvons, aprés DIRICHLET, afifirmer son intér&t méthodologique qui vient s'a-

jouter & son intérét historique. C'est ainsi que, pendent plus d'un siecle, on a

vu la "Promiére Démonstration de Gsauss'.

Mais John TATE a montré de plus qu'on pouvait la reconsidérer dans le cadre de

la K-théorie : c'est ce que nous allons voir.

2. Symboles et K-théorie.

2.1. Symboles de Steinberg

Soit F un corps commutatif, et F = F - {0} .

s 3%

£
DEFINITICN. - Un symbole de Steinberg est une application ¢ de K x K

dans un groupe abélien A , bimultiplicative, et qui vérifie

e(x y 1 = x) =1 gi x40 et x £ 1,
Un tel symbole vérifie nécessairement

e(l gy x) =c(x, 1) =13 clx, 1=~ =15 elx , = %) =13

elx, x) =c(-1, x) =c(x, -~ 1), élément de carré 1 ;

Enfin

oy, ® = (clx, ¥)™F ([4], p. 94) .

I\

«2+ Symbole de Hilbert, ou symbole des restes normiques quadratique.

On considére F = Q p premier fini, ou F=R=Q , et A={-1, 1} .
—~0

~p ?
Cn note (E;éup) =1 s'il existe des éléments (x, y, z) de F non tous
nuls tels que ax2 + by2 - 22 =0 (ou s'il existe u et v éléments de F +tcols

) P
ax” + by2 = 1) , et 1'on note Qd g b) = - 1 dans le cas contraire.

Ce symbole vérifie tout d'abord les propriétés s
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a, b b a a 1l - a a, - a
o = (=2 e D=1 (F20) =1
e I e I G e R R 2
et (9-«—1%—3—) = 1 pour tout = .
a, b

lorsquée b n'est pas un carréd dans F, on a (==2%—) =1 si, et seulemant si
’ S5 .

a apperiient au groupe des normes N(F (‘\/B)?s) ]

La valour de (E“’I;'P') ne dépend que de la classe de a et de b modulo(F )

il suffit de le calculer lorsque a et b décrivent un ensemblc de représentants

de F:‘,'./(fy“)z . On peut alors distinguer trnis cas :

(a) Si p est un nombre premier impair, alors 1'cxtension B“p(“/%) est modére~

."e J"L I Id Ie ’ y
went remifiée, et le groupe O*p/(Qp)z a quatre éléments. Les éléments a et D

de Q‘p se metient de maniére unique sous la forme

a:pa'a',b:pBb' avec oe Z, 8€ 2, a'e Z'Y-,b"E

Zp s

et 1l'on

jo}

o = vp(a) , 8 = vp(b) .
On en déduit :

a, by _ 8(p-1)/2 ,a'\B B'.@
(“"'i’;“) = (- 1)¢ (5") (5-) ’

oh a' et b’ désignent les images de a' et b' par le morphisme de réduction

modulo p : 2z === 7 , de Zp dens (Z/pZ)* (voir [5], p. 39).

(b) 8Si p=2, le groupe _92/(0;)2 est d'ordre 8, avec pour générateurs
f=1, 2, 51 . Tout élément a de 2; se met de maniére unique sous la forme :
i.j:k
a:(-—l) 235 a',
avee 1=0 ou 1, j=vy(a)eZ, k=0 ou 1, & el+ 8¢ (@)~
de méme, b= (- l)I 2J 5K b' .

. 3oit,

Alors, on a

(2__22_}3) - (_ 1)lI+jK+kJ .

Remarquons que, si 1l'on pose a = 29 u , alors 1 et k sont égaux respective~
u - 1

et oz ([5], pe 39).

nent aux classes modulo 2 de

(¢c) Si p= o, alors on a s

PonS
F\:
o
g
I

=1 si a>0 ou b>0, et (32D =1 si a<0 et beoO.
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La bimultiplication de ce symbole en résulte, et c'est donc un symbole de
Steinberg,

2.3+ La formule du produit.

2

Tous les symboles (ELE—Z) , ainsi que (¥-L——) , sont définis sur Q . Si p
¢t g sont des entiers naturels premiers impairs, on a (Q-l-q) (q)
(g?ﬁ):l si r est premier impair, r# p, r+£q; (p, W%)_l; et enfin

(2 : QY - (- l)(p—l)(q—l)/4

. De sorte que, si 1l'on désigne par V 1'enscmble des

nonbres premiers auxquels on adjoint « , on a :
Qy _ (Py(Qy(_ 1) (p~1)(a-1)/4
=B .

Ainsi, la relation RQ(p , q) équivaut a ﬂvev.ég-%—g) =1 . En fait, la loi

de réciprocité, jointe aux propriétés des résidus -1 et 2, équivaut & la for-
mule du produit, de Hilbert s

Mmoo (2eb

VEV v :1’

quels que soient a et b rationnels non nuls ([5], p. 44, et [7], p. 313).

2.4, Symbole de Steinberg associé & une valuation.
a2 - e e ol

Soit F un corps velué commutatif, avec valuation discréte v . Soit A 1'an-
neau de valuation {x/v(x) 2 0}, et @ son idéal premier {x/v(x) > 0} . Le
corps résiduel est AP . Si x et sont des éléments non nuls de F , alors
1'élément de ¢ (= l)v(x)v(y) ( v(y)/ ) a une valuation nulle. C'est donc un

¢lément de A non nul sodulo @ . On note d (x, y) sa classe mod @ , et 1'on

definit ainsi une epplication d_ - de F' o« ¥ dms (MP)" , qui est le groupe
multiplicatif du corps résiduel. On montre par le celcul qu'il s'agit d'un sym-
bolec de Steinberg ([4], p. 99).

En particulier, si F = Qp avec p premier impair et v la valuation p-adique

on pose d (x , ¥) = (x, y) , symbole de Steinberg avec, pour groupe d'errivée,

(Zp/p7 ) , 1somnrphe au grﬁupe miltiplicatif (Z/pZ) , que nous noterons Ap
([4 y Do 99) .

I1 existe une rclation simple entre le symbole (a , b)p associé & la valuation

p-adique et le symbole de Hilbert (E;é-é) .

En comparant les formules des n® 2.2 (a) et 2.4, on voit que :

Exd) = ((x, 1)) (p-1)/2

Si p= 2, la définition ci-dessus conduit & un symbole trivial, 1'eappliceation
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by

A
Q, == {11 . Dens ce cas, on pose simplement (a , b)2 = (E;éry) , & valeurs dans

le groupe multiplicatif {- 1 , 1} , que nous noterons A2 .

2,5. Les syuboles de Steinberg et le K2 d'un corps.

Si F est un corps commutatif, on pose par définition

K, F= HZ(SLm (F) , 2) ([6], p. 202) .

Le lien entre X-théorie et symboles de Steinberg est assuré par le théoréme sui-

vant.

YN

THEOREME (MATSUL'0TO, 1969). - Le groupe abélien K2 F est défini par les géné-

3t 3 )
rateurs {x, y} , o xe€F et yeF , vérifient les relations :

{fx,1-x}=1 81 x40 et x#£1;

fxp %y, vh={x, vHx, , ¥}

{X ’ y]_ Y2} = {X ’ yl}{x » yZ} ([4]) De 93)'

by

I1 en résulte que tout symbole de Steinberg c¢ sur F o se factorise & travers

h2 F e

futrement dit, il existe un unique morphisme ¢ : K? F -2 A tel que, pour tout

X & F' et tout y e,F* s

clx, y) =ol{x, y1) .

Le groupe K2 F apparait ainsi comme la solution d'un probléme universel.

2.6, Strcture de K2 Q

P - Y . 15
Le théoréme de Tote (1970) affirme que Kzlg’vxlppremier A 1'isomorphisie

o) ’

étant donné par la correspondance :

{x, v} f---%ﬂp(x ’ Y)p ’
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car les (x, y)p sont presque tous égaux & 1 . On peut trouver cet énoncé dans
[€é], p. 202, et sa déwonstration dens (4], p. 100. Comme le fait remarquer son au-
teur, elle se fonde sur le mBue argument que la "Premiére Démonstration de Geauss"

décrite ci-dessus : toutes deux usent 4'une récurrence sur les nombres premiers.

Mels il y a plus. Au~deld de cette simple analogie, TATE a pu déduire de ces con-

sidérations une nouvelle démonstration de la loi de réciprocité.

3. Déronstration de Tate de la loi de réciErocité.

3el. Une formule de produit.

Les theorémes de MATSUMCTO et de TATE conduisent au corollaire suivant :

THEOREME. - FPour tout symbole de Steinberg Q% x Q% --= A , il existe unc seule

famille d'homomorphismes @p : Ap --3 A telle que

c(x, y) =17p wp((X , y)p) .

En effet, d'aprés le théoréme de Matsumoto, il existe un seul homomorphisme

o Ky Q-—4 tel que e(x, y) = o(fx, y1) ; si 1'on assimile K, 2 & iip Ap

et que 1l'on note ip 1'injection canonique Ap —meiKz Q , on obtient

Si nous appliquons ce thénréme au symbole de Hilbert (z—é-z) , & valcurs dens

A2 = {= 1, 1} , nous constatons qu'il existe une famille unique d'endomorphismes

w8 A ——=3 A

D o 5 tels que

(}“(“‘:;“’Z) :ﬂp CDp((X ’ Y)p) .

Mals, si p est impair, le groupe A_ est cyclique, et il n'y a que deux homo-

P
morphismes Ap -_— A2 t 2z —=—1 et z -— z(p—l)/2

. Il existe donc ep égal &
¢p(p-1)/2

O ou 1, tel que mp(z) =z pour tout z ¢ Ap . Il en résulte que

€ p
oGy 7)) = (G, ) P/AP 2 gy ™

Si maintenant p = 2, il n'y a encore que deux homomorphismes de A, deans

’ €2 g
P Z k=32 <, 00U ¢

Ly est égalda O oua 1, et 1'on a

2

ey o . €2
o ((x 5 7)) = (x, ¥),) “= (=%=2) .
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D'ou la formule du produit :

e
L°p
(zc—-é—z) =ﬂp(§-1’3—"1) , ou les € valent O ou 1 .

Comme nous 1'avens vu au n® 2.3, démontrer la loi de réciprocité, c'cst démone

trer que les ep sont tous égaux & 1 .

3.2. La démonstration.
B s s Ny

(e) Déterrination de ¢, « = On prend x=y=-1, et il vient

(e ooy, ezl o

S he

. . . . R 2 2 .
pour p premier impair (car toute équatinn ax” + by” = a des racines dans

c

€
E/p_g si ab#0 ). Par suite, ma (-1, - 1/2) 2=--1 , d'al €y = 1 et
(=1, =1/2) = =1 . Cette derniére affirmation pourrait se vérifier directement

par exemple en partant du fait que - 1 n'est pas somme de deux carrés dans
2/87 .

(b) Détermination de e pour p= 8k + 5, = Soit x=2, y=p . Pour g
premier, q#p, g#2, ona (2, p/g) =1, d'ou

€

2
(Brd) = 4B

2, P
xRy

w
€, D e s 2, D .
Or, on a (—-Oio—-m) = 1 . Pour déteruiner (-——%—-—) , on édecrit :

2 = (- 1)0.21.50.1 et p= (- 1)0.20.51.%%

et on applique la formile vue au n°® 2.2 (b) : il vient (3-3-2) ==-1, d'od

€
(2, p/p) P==-1, ce qui implique (2, p/p) = - 1 et ep:l.

(c) Détermination de ¢ pour p= 8k - 5 . = M8me diroulement qu'au (b), mais
q ’

ici on derit p = (- 1)]*".20.51.:5E , et on en déduit (2, p/2) =~ 1, etec.

(d) Cas o p=8% -1 .=-Onprend x==-1, y=p, et 1'on a (:—LJZ—-E):-l

etc.

3.30 CaS Ofl p: 8k+ l .

Dans les cas précédents, nous nous sommes efforcés de trouver des valeurs de a

a, b . . . . .
et b tel que (-I—)L-—-) =~ 1, cc qui correspond & la nécessité, rencrntrée dans

1
la "Premiére Démonstration", de prendre p' tel que (%—) = ~ 1 (vnir n° 1.3).
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a

Mais, de la mdme maniire, ce dernier cas offre des résistances & cette recierche.
T.TE le dit en ces termes : "I then tried to prove the law of reciprncity using
the result on K2 Q , and was surprissd to find that there wes still a non=trivial

lemra needed" (*).

Ce lemme, c'est celui que nnus av-ns exposé plus haut (n° 1.4) : il existe
p' <p tel que (p/p') = -1, ce qui implique (p, p'/p') = - 1 . Dés lors,

notre théoréme se démontre encore par récurrence sur les nombres premicrs § Suppo-

sons que ¢_ = 1 pour tous les nombres preaiers q < p . Notre derniere "forimle
de produit" s'éerit alors :

€

1 1 ! v P
PyDy _(Ps PP,y DHyP, D
(2R = R4 @il (el

] 1 1
Or, il est cleir que (B2Po) = (Bgpb) =1, et (Béél)z-l..DMﬁildé

coule encore que

1
PaPy__1 et = 1
(LB .
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