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CUNGGUENCES PCUR LE3 NOMBRES DE GEXNOCCHEI DE 2e B3PECE
(Extrait d'un traveil en commun avee Dominique DUNMUNT)

par Daniel BARSKY (*)

[Universite Paris-7]

fHésumé. - Les nombres de Genocchi Gn sont définis par leur fonction génératrice

exponentielle :

N
C*-

£

2 oG =
n n:

n>0

ct
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DU: ONT et VIENNOT ont défini la metrice de Seidel des Gn par

5 k El_‘_ t% 27t + )
n,k0 En ¥ ¥ AT T (W |

Les nombres de Genocchi de 2e espece H2n+1 sont définis alors par

H _ .+l o on o m¢2
onel = B T B T & T T Enyp

DUIONT a montré, dans sa thése de 3e cycle, que la génération de Gandhl des
nombres de Genocchi entrainait des interprétations combinatoires intéressantes pour
les nombres de Genocchi. Il s'est apergu ultérieurement que 1'existence d'tne géné-

ration de type Gandhi pour les H2n+l entrainerait aussi une interprétation com-

binatoire intéressante pour ces nombres.

On démontre dans la suite que les H21r1 1 ont effectivement une génération de
type Gandhi comme DUNONT 1'avait conjecturé. On donne, comme application de cette

génération, quelques congruences pour les H2n+ L

1. Rappel sur les nombres de Genocchi.

Les nombres de Genocchi sont définis par leur fonction génératrice exponentielle «

n 2n
t 2t _ .t
(1) Zn;oGnn'e*et+l‘t+zngoc.2n‘2ni ’

et par conséquent si B~ est le n-idme nombre de Bernoulli (cf. [4]),

(*) Texte recu le 5 juin 1981.
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_ 2n -
(2) G2n = 2(1 - 2%) B2 pour n> 1.

DUMONT a alors montré, dans sa thése de 3e cycle (cf. [5]), les théoremes sui-

vants

THEORILD Ay = !G2n+q§ est le nombre de pernutations p de 1'ensemble
2 - == =

{132, 0,2+ 1} telles que p(i) - p(i + 1) est du signe de (- L)p(l) .

THEORIME B. - ‘G2n+2l est le nombre de permutations p de 1'ensemble

~

f1, «.o , 2n} telles que i < p(i) si, et seulement si, p(i) est pailr.

THACRIME C. - |G2n+2l est le nombre de permutations p de 1'ensemble
fl, 2, sos 5 20} telles que i < p(i) si, et seulement si, p(i) est pair.

THECREME D. - ‘G2n+°| est le nombre de permutations p de 1'ensemble

fl, 2, «so , 20} telles que i < p(i) si, et seulement si, i est impair

Le grephe des permutations décrites au théoréme D (i. e. la ligne briscée joignant
(1, PHE) & (A+1,p(i+1)) pour 1 gig2n=-1 ) est coupé en exzctement

~

on - 1 fois par toute droite d'équation y=x+ a avec O<a<l.
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La démonstration de ces théorémes repose sur la génération de Gendhi des norbres

de Genocchi, [5] que nous allons rappeler.

LEQE 1 (CARLITZ [ 3], RIORDAN -STEIN [9])

5 (= l)kwl (k!)z X2k

2 =
20 (1o %) ... (- ¥ X9

X

n>0 G2n+2

(3)

m-k [ RM Y
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La derniére égalité de (3) s'obtient simplement par décomposition en élément

siiple de le deuxiéme formule.

Doac, par transformation de Laplace inverse [2], tout revient & montrer que

<
2150 %one2 ,,n° = 20 (= ™ (n;;?. MG ™ (mel k\ o
2 - .
(4) L R

Or il est bien connu [ 8] que

2(Are sin x)2 = (2.x) / 2 (2m

(on en redonnera une démonstration au corollaire 2), et par conséquent :

- (Zx)zm__ x° x Arc sin x
()) zm;l {21?) = 'I' - xz + (1 _ X2)3/2 .

X/2 - e"X/Z)/z) .

Posons x = i((e

I1 reste donc & montrer, en comparant (4) et (5), que

X/2 _ e—x/z 2
)

2 =n@Ees

(6) Zn>1 Gone2 ZHT = X/2 " %/2,2
(. e e )

- 2 ~X/2
_eX+eX-2 +2(9X/"9X/)X

i (eX/2 + e'-X/B);2 (ex/2 + e'"X'/z)3

Or, si G(X) = 2X /(e + 1) , il vient

sk K1
(eX + 1)3

G"(X) = =
(eX + l)

On constate donc que le dernier membre de (6) est égal & 1 + G"(X) , ce qui dé-

montre le théoréme.



LE}ME 2.

k 2k
- * - 1)
(7 = 6. B3 (- 1) kit (K )L X

nzl 2 L CI & I (R T o

(_ l)ID-k i 2m
nm (m= 1)i y+m o me kg

- Zm;l (- D7 == % I=%X

Tout revient & montrer que

e ’
- o _Z ( 1o m mf (zz;-o:__m (ex/z_,e-x/z)?.m

1 “on 2n9

_y (- Hm m (m = 1) 22111 sh2m

P
2m 2

. 2
Or, on déduit aisément de la série de Taylor de 2(Arc sin x)© que

X
(- )= ("“')252—1{1shzmz-(—-)(Sh§ -2 _x
- omi m P X X 4
) Ch-z e + 1

d'ou le lemme.

2. Rappel sur les matrices de Seidel [10].

Définition 1 _(DUMONT .- VIENNCT [6]). - Soit ay, & , +es , 8 , »-. une suite
de nombres réels (ou complexes). On définit la matrice de Seidel (ah)n>0 K0

associée & (a )n>0 par

O —
% =
i i-1 i-1
a = + °
n n+l
LEMME 3 (DUMONWT - VIENNOT [4]). - Soit
n k
kt u
gt , u) "Zn,kaO % onr ¥ kT2

- n
t
Si ano a =T = G(t) , elors

g(t , u) = et G(t + u) .
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C'est évident & partir de la définition, car

=3% L, .

i=0 ‘i’ "n+i

P

20T - B _ .
CCROLLAIRE 1. - Soit o (X) ‘ano a X7, et soit (an)n>0 60 la matrice de
Seidel associée & la suite (a .

. Alors
n ——————

6]

X
=%

n 1
B0 =2, o X' = =y oy
n

D'aprés le lemme 3, on a Zn>0 ?ET = e” G(u) , et donc, par transformstion de
”

Leplace formelle [2], on a

n
Zn>0 ag un = L Z a (..._l.j'.,.. N

CCROLLAIRE 2 (EULER).

Arc sin u

Considérons la matrice de Seidel associée & la suite a = (- )% (2n + 1)

1 - L U S, - L
3 5 7 9 11
2 - 2 + 2 -2
1.3 3¢5 N 7.9
2.4 - 2.4 2.4
1375 357 5e7:9
2e4 .00 2n
103 ese 2N + 1 e
I1 est facile de montrer par récurrence que
2n
B 204 vu. 21 2 T =
- e ° - ¢
T 1T B e 1)
(nt)

Or si

o(X) =5 L'_‘.._L)_n._x...n =1 Arctg ./X
“n>0 2n 4+ 1 Jx
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et denc, d'apres le corollaire 1,

22n 1 1
TS —— — ee————_ n — 1y ———— o
%Boh(ﬁﬁ@n+l)x'—1“x wawmg/l?x.

n N1 =X

Posons x = u2 .
%0 20 1 Jﬁ _— Arctg u _ 1 Arc sin u
. " pownd c T — = —— 4 ’
20 () (0 v 1) 1 -ut ¢ A-ow?  S-uw B
donc
2ne1 wt! 1
Zn>0 2 e N a Arc sin u .
i ( n + l) 'Jq -t

3. Les nombres de Genncchi de Ze espece.

e i s ——— e

de Genoncchi.

Definition 2. — On notera (gﬁ)nao 10 la matrice de Seidel associée sux nombres
s 82

Définition 3 (DUMONT). - Les nombres de Genocchi de 2e espéce sont définis par

n+1l n+2

1 _ n+l _ on _n
onel ~ B T €1 = 8 =T €+ *

Pour les propriétés ¢lémentaires de la matrice de Seidel des nombres de Genocchi
voir DUMONT - VIENNCT [6].

D. DUMONT s'est apergu qu'ad condition de disposer de fonctions génératrices pour

les H2n+l analogues & celles données au paragraphe 1 (Lemmes 1 et 2) pour les

nombres de Genocchi, il pouvait donner des interprétations combinatoires de ces

nombres trés proches de celles données pour les G Par exemple, il peut mon-

n+2 °
trer alors que le nombre de permutations p de {1 , +eo , 201 , telles que
i <p(i) si i dimpair, et i> p(i) si i pair, vaut ‘H2n+l| .

Ce paragraphe sera consacré & la démonstration des théorémes 1 et 2 qui donnent
des fonctions génératrices pour les H, ., "y la Gandhi". Ces théorémes avaient

été conjecturés par DUMONT depuis longtemps déja.

—_— . . .n ' . k . .
LiidE 4. - Soit a =V , n3>0, et soit (an)n;o,k;o la matrice de Seidel

associée & cette suite, alors

s gl (pe )

>0 n I-vZX

k
n+k (v + 1)
zn>O & X’ = 1 =viv+ 1) X

-
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(avec V# = 1) @

. n
8i a =v , alors
n
1 n n+1 n
& =V +V =(v+1) v

n+l (V+ 1)2 n

a;:(v+l)v+(v+l) v
aﬁ: (v + l)k-l o+ (v o+ 1)k—1 S (v + 1)k = ,

d'ou le résultat.

LERE 5. - Soit (an) la matrice de Seidel associde a la suite (an)n>0

dy = 8 T ees = O = 0, alors

0 1
i i i .
ao..al~,..._aN_i_O pour i <N.

En effet, par récurrence, il suffit de montrer ceci pour i=1, all{ = 312 oAy

denc a.ll{ =0 si kg =1, doule résultat.

Définition 4. - On notera (h )n>0 150 la matrice de Seidel associée & la suite

h =G . On a bien évidemment
n n+2
k_ K ur n>0
= Bne2 po -
et
n n n+2 n+ 1
H = - = = = .
“2n+l hn hn-l hn—2 hn—2
T'EORIME 1 (BARSKY - DUMONT). - On a
A_S (= )™ (m)? X"

350 Hane 10 (T = 2X) (1 = 6%) +ee (I - mm+ 1) X) °

On note, si je Z et si (a ) 0,100 °F la matrice de Seidel associée & la
suite (a )n>0 s 9 l'appllcatlon de Q[X]] dems {[X]], définie par

@(Z aXn)zz ag"nxn.

J"n20 n 120

(n a donc
2n
"n>UH2n+an hxn"Q(mo Copez X))
0 (1 - x3) (1 - 4x2)

= -0,0
O oo e (1—1}'12 Kz)
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Cr 1'application @ 0 est Q—llnea_lre, et elle est continue pour la topologie
Y-adicue sur K[[X]] d'sprés le lemme 5, cer, si F(X) € I 3% ix]], alors

0 (F(O) e X Q[x]] .

(n notera vy la valuetion X-adique sur Q[X]] . Donc comne

o O O™ T ) ol 2
cn oa
2 D)
2 1 (me m+k m+ k
00Q e ) zzm?p (- ™ (2) \;n.m (= 1) —k(k + 1) £’
car

(S R —
Oo\T - " T-Kk=+1 X°

or k(k+ 1) = (-k-1)((-%k=~1) + 1) , done
(- )™k (22

s+ m + k)
Tk 1 -k(k+ 1) X

_ym (- l)m—k ('n+ k

T Tk=0 1 -k(k+ 1) X

2y 0T By

Pm(x)
ST = 2X) (L = 6X) ees (I - m(m+ 1) %)

avec Pm(X) e 2X], degré de P g<m, et VX(Pm) > m . Donc nécéssairement
_ 2m . 2m 2m .
P = (- D () - (7)) m (s 1) X
Et psr conséquent,

(- D" (@)* "
Zn>O 2n+1 X = Zm>0 1T =201 = 8X) eoe (1 - m(m+ 1) X) ?

d'ou.le théoreLs.

LidE . = Avec les notations précédentes,

by ™ (m9) sem (= D™ s 1)

k=-m T- KX .

C'est immédiat & partir du lemme 4.
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alors

LEMIE 7. - Soit Pr(X) £ 4X] de degré r, avec rg2m-1,

zl:il—m (- l)m+k (mziﬂ k) Pr(k) =0.

TI1 suffit de le montrer pour Pr(X) =xr,

2m

+m mk I‘__ . -1 o
Zk:—m(_l) (m+k)k_0 si rg2m

Cette égalité provient de 1'égalité évidente
(- D™ Y

(m)? 3% +m m+ k

m2 X2) k=—m 1 - kX

(1 N ) (1 = 4%%) ... (1 =

THEOREME 2 (BARSKY - DUMONT). - On a

H ) (= )™ m (e 1)1 &
2550 Fone 3 Zmzl T -1 -=-50 ... T-on+ 1) % °

On a

Xn:Z hn+.L Xn

T
250 Pane3 n>0 Pn

dene, A'apros le lemme 6,

1
2150 Fans3 X = 6DO(Zn;,O o x’)

)2 (= 1) () (k1)
=00Cp0 - n™! (%g" Yen i

D'aprés le lemne 5,

(= D™ (T DK+ 1)
e TITEES DX 2T L

mais, en fait
(- )™ (P )+ 1)

m
VX(Z;:-m T K(k+ 1) X ) 2D

car

~

S D™ )k e 1) (ks 1) = 0,

d'spres le lemme 7.
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Donc, comme k(k+ 1) = (=1 =k)((=1 -k +1), ona

s+ (- 1>Iﬁ+k (mzin k) (k+ 1)
k=-m I - k(k+ 1) X

p CDEECT s ) = (L P )W)

=2 .
k=C 1 -k(k+ 1) X

E (%)
T O -6 ... T -war DN’

G P £ [} é )
ol tm(‘() € Z[X] , degr Im\< m, et VX(Pm) > X , donc
2m mn
- ! ) 3
Pm(X) = (_m) m(m+ 1) X
et donc

n+1 (- 1)mbPl m (m o+ 1)1 X
2150 n’ Xn=Zm?_o T 0 -6 (= wms 1) %) *

é'olu le théorome.

4, Congruences pour les nombres de Genocchi de 2e esEéce.

LEMME 8. = Soit p wun nombre premier, et vp la valuation p-adique sur 12,

alors

En effet,

(oi [ ] désigne la partie entitére), donc

0 > ylog2w/logp oy my r2my . 5 log 2m
- Ti=l p1 pl log p

THEOREME 3. - Si p # 2, soit

log h
h+ 2+ 2m,

I

Np(h)

log b

h) = h 1 2
rp() + 1+ 2y2s

ilors, pour tout n > Np(h) s
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_ . _h
Hoel = Bo(ne (p1)pr(h)y ™4 P -
Soit m(h) tel que lm(h)°| <-- , ou | |p désigne la valeur absolue p-adique
P
sur Q (ef. [1])s Alors
2 -
. . n(h)-1 (- 1) (mt)° X 4 of Zrx
Zn‘g(,‘ Tonet = Zm:O T =2X) ... (1 -~ m(m+ 1) X) mod p- ALX]]

Done, mod p" Z[X]],

k
(mi)? S+ (- )™ (mink)

y . H X = Zm(h)"l ( oT ke-m I = K(E+ 1) X °

- 1)m
n>0 “2n+l w=0 )

Or, si k(k+ 1) #0 mdp, on a
(k(k + 1))(p_1)pr(k) = 1 nved pr(h)+l
et si k(k+ 1) =0 modp, on a
e+ 1))Y® = 0 noa g,

En outre, si m<m(h) , on a

(mt)?
) 272 TTeg b

or m(h) < (p - 1) %, donc

V((m') )

Done,

. _ log h . _ log h
si N(h) = h+ 2+210gp et si r(h) =h+ 1+ Toep

alors, ¥ n> N(h) ,
= H mod h
2+l 2(n+(p—1)pr(h))+ 1 P

d'ou le théoreme.

THECREME 4. - On a
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H@n 1
——7 =3 md4 si n>2.

2

Ces résultats avaient été conjecturéds par DUMONT. Démontrons-les

(= ™! (ms 1)1 X"
Z 2n+3 = ZHPO (T =20 ... 1 = mm+ 1) X)

done

2 a0 B E-n:Z (-1)m+lm9(m+ 1)y x* 27
AP I T N I oy

On constate que, si m> 4, alors
L

(mQ (m+ ]_)0)

v > 2.
2 o
Done, mod 4 Z[[X]] , d'aprés le théoréme 2,
2 2 2
@ 1 (g0 (D1 ()2
2150 2n5"ﬁ"""‘1+"2'( STt ToX

) (-(3) D0 Qa1 .2 (3

T2 3T o x T T 1Tt 1-X+l—3X)

L Ll(=2 © 2 L4
201—3)?*1- - T TT o} T a%

o _ o+l
=-14+ X+ X2(— 2) + ZHE3 Xm(l + = 63

36 4 4= L 20.3m)
* 20

]

Donc, si n=0 mod 2 et n> 3, alors

1 =
- H2n+3 = 6 mod 4
2
et si n=1 mod2 et n> 3, alors
1 =59
-2-5 H2n+3 -‘5'- mod 4 )

d'ou le théoreéme.
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