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(d'sprés ARTIN, BOSCH, LANG, ViN DEN DRIES)
par Philippe ROBEA (*)

[Université Paris-Sud, Orsay’

1. Introduction.

l.le 80it R < R un couple d'anneaux commutatifs intégres. On supposs gus

est muni d'une valuation, st que R est dense dens R pour la topoingie associie.

Définition. -~ On dira que le couple R < R a la propriété de spécialisation con-

tinue si : Pour toute fawille finie {f.}.
R B (S

L e , Y ] dénote un ensemble de n indéterminées et pour toute seluvion

de polynfmes dans R[Y] , ou

n - . :
ve I du systcme d' équations fi(y) =0, ie I, on peut trouver une solution
»,n ol ’ 2 o - ]

v e X' arbitrairement proche de (un tel est appelé une spécialisatinn de
A e

v

1.2 81 n =1 (cas d'une seule indéterminéde), comme les racines d'un polyndme
sont isolées, on voit que si le couple R < R ala propriété de spéciclisation

continue, alors R est algébriquement clos dans R. Serge LANG a conjecturé que

si R<R estun couple ™aturel" d'anneaux avec R complet et R algébriquenent

clos dans R, alors le couple R < R a la propriété de spécialisation continue.
l+3. La propristé de spécialisation continue est vérifiée pour les couples d'an-

neaux suivants

(1) i est un corps corplet de caractéristique O, et R est un corps algebri-
quement clos dans R (S. LANG [4]).

(ii) R est 1'algébre des séries formelles & m variebles sur un corps valud

K de caractéristique (G, et R est la sous-algébre des séries convergeant au

voisinsge de O, R &tant muni de la topolngie X-adique (M. ARTIN [1].

(ii1) X ¢étant un corps valué ultramétrique complet de caractéristique C , R
est 1'algebre des séries entiéres & m variables convergeant dans la boule unité

fermée de K- , et R est 1l'algébre das séries convergeant dans une boule de rayon

> 1, R étant muui de la norme de Gauss.

[ Précisément, si u =2 a, ¥, ve EF’, X= (}{1 [ VI

m
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U€E R am= Iavl—~%-0 quand |v] =2 vyt @

ue’i{,:z-,}é,39>l, |a p =3 0 quand I\)i—-—-'_?+m,

et la norme de Gauss de u est |l

.
sup Iavl ]

(Cf. S. BCSCH [2] et, dans le cas- m= 1 , L. van den DWIES [5].)

En rait, ARTIN et BUSCH démontrent une propriété plus forte, car ils considérent
le cas ol les équatinns fi(Y) = 0 sont des équaticns analytiques, et pas seule-
gent des écuations algébriques. De plus, BUSCH ne suppose pas que le corps K soit
de caractéristique O . Le schéma de la dsuonstration de BCSCH suit celui de ARTIL,
et dens les deux cas on doit utiliser des résultats sophistiqués de géométrie alge-
brique.

Par contre, la démonsiration de ven den DiIES reste plus proche de la démonstra-

ticn de LANG, et n'utilise que des résultats plus élémentaires d'algdbre.

1.4, Hous allons démontrer les résultats (i), (ii), et (iii) en suivant les idee:
de ven den DHIES. Wous commencerons par donner un critére général assurent que le

couple R © R a la propriété de spécialisation continue.

1.5, Définition. — On dira que le couple R €< R a la propriété de division con-

tinue si ; Pour toute famille de polyndmes g , fl y oo fr<2 RLY] avec

Y = (Yi y eee s Yn) , et pour tout § e R° tel que g(¥) divise fi(§) , L<ig<n

o

11 existe y e & arbitrairement proche de 7 , tel que g(y) divise fi(y) s

lgigr.

~

l.He THECRERE. - Si le couple d'annesux R < i vérifie

1? R est complet pour sa valuation, et est de caractéristique O ,

2° le couple Rc i ala propriété de division continue,

3° R est algébriguement clos dans R,

zlors le couple K < R a la propriété de spécialisation continue.

1.7, Le cas particulier 1.3 (i), considéré par LANG, est un cas particulier de
ce théoreme car, dans le cas ou R et R sont des corps, comme R est dense

dans R, la propriété de division continue est trivialement vérifiée.

1.3s Dans le paragraphe 2, nous énoncerons le lemme de Newton pour les znnssux
values complets. On verra qu'une solution approchée d'un systéme d'équations zlgé-
brigues peut &tre raffinée en une solution exacte, lorsqu'elle est divisible per
le carré du déterminant jacobien de 1'application slgébrique considérée. La pro-
priété de division continue s'interpr8te donc comme un préliminaire & U'utilisa-

tion du lemme de Newton.

Dans le peragrephe 3, nous démontrerons le.théoréme 1.6,
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Dans les paragraphes suivants, nous démonirerons la propriété de spécialisation
continue dans le cas 1.3 (ii), considéré par ARTIN (que nous appellerons cas des
séries formelles), et dens le cas l.3 (iii), considéré par BGSCH et van den D:iTES

(que nous appellerons cas des fonctions stricterent analytiques).

Four pouveir appliquer le théoréme 1.5, il faut montrer que dans ces deux cas
i est algébriquement clns dans % . C'est bien connu dans le cas des séries for-
melles. C'est également connu dans le cas des frnctions anzlytiques stricies
(cf. [3]). Wéanmoins, nous montrerons au paragrephe 4 comment on peut redémontrer
ce résultat plus simplement en mBme temps que la propriété de spécialisaticn con-

tinue.

Dans le paragraphe 5, nous rappellerons le théoréme de préparation de Jeierstrasa.
Dans le paragraphe 6, nous démontrerons (simultanément pour les deux cas) guie lo
cruple R < X a la propriété de division continue, ce qui, par le théoréeme 1.6

2

entrainera la propriété de spécialisation continue.

La demonstration se fait par récurrence sur le nomore m de variables qui intei-
viennent dang la definition de R . 31 1'on note Rm et Rm les anneaux co:asi-~
dérés dans 1.3 (ii) et 1.3 (iii) respectivement, la démonstration prend la forme

suivante.

- Le couple &, © RO a la propriété de spécialisation continue (c'est évident

C
puisque dans ce cas RO =R, =K ).
~ (Proprsition 6.2) 31 le couple R, SR _, alapropriété de spécizlisation

continue, alors le couple Rm.c Rm a la propriété de division cnntinue.

~ (Dens le cas des fonctinas strictement analytiques, proposition 4.2) Si le
couple Bhlc Rm a la propriété de division continue, alors Rm est algébriqueunent

clos dans R_ .
i

- (Par application du théoréme 1.6, compte tenu de la cldture algébrique relative
de Hp dans Rm) S3i le couple Rm.c R ala propriété de division continue, il a
Ad 1.

la propriété de spécialisation continue.

En fait nous montrerons dens les deux cas que si les cnefficients des équations

. s ¢ 4 s . 0 s
fi sont des fonctions algébriques, la spécialisation ye @~ peut 8tre cinisie

fonction algébrigue.

2. Le lemme de Newton dans les anneaux valués complets.

2el. Soit R un anneau commutatif intégre valué complet.

-n . - v
Pour y = (y; , ++» , 7)) € B, onpose |yl =max [y, - 81 £(¥) =2, &
] i Vv
. . . =n =n on .
est une ayplication polynomiale de R° dans R, avec a € R, v €& N
5 3

T = (Yl s +ee 5 L), on pose [|fl| = Zv ‘avl .

[ = - - ~ o o o “ @ ’ .
(Ne Be = On consideére & la fois le cas archimédien et le cas non arciuinédiens)
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. . . . on = . -
S0it & une application polynomiale de R~ dans R" . On considére son.dévelop-

pement taylorien au voisinsge de Yo € R
& Y = N rT
8(yp + V) = a(z) + T v+ Q) ,

o J = J(yC) est la matrice jacnbienne, et Q= Q(yO) est une application pol;-

nosisle ne contenznt que des termes au moins quadratiques.

S . .
Soit J  la matrice transpasée de la matrice des mineurs de J . D'apres les

. 3 . .
foriuies de CRAMER, J° J = 5T, ou 6§ = det (J) et I est la matrice unite.

2.2. IEMME DE NEJTOi. - Posons M = HJ% Q(yo)[ . Sil'on a @(yo) = 5(.')7()2 h
avee |J h| < 1/2 min(1, 1/]s(y)| , 1/A) , il existe ue R avec
| ul <R iJm h| tel que é(yo + 6u) =0.

Démonstration. - On désire avoir

@(yo+ su) = 52 h+sJu+ Q(su)=20 -
Multipliant par J% et tenant compte du fait que, Q ne contenant que des ter-
mes au moins cuadratiques, Q(su) est divisible par 52 , 11 suffit que l'on ait
w=-J n-a(su)/s®.
Pour |u| , |v] <w=min(1l, 1/|s| , 1/21) , on 2

la(s u)/62 - als /62| < |u - v] max(lu| , |v]) Mg u-v .

% 2
Fosons u. =0, et w=-J h- (1/8%) Q(éun_l) pour n>1.

D'aprés un raisonnement classique, on montre par induction que
1 ool ey
u l

n "~ un—-ll S;H-'l la, - ul 52‘?";-1 " |

et donc
lul <2130 co.

Ceci montre que la suite u ~— est de Cauchy, et donc converge vers une limite u

qui est solution de notre probléme et vérifie |u| <2 [J nl .

3. Démonstration du théoréme 1.6.

Soient {fj}jEI avec fj e R[Y], et I ensemble fini ; et soit y & R tel
que fj(gr):o, jel.

Soit F = Fr(R) 1le corps des fractions de X . Il existe t = (El”" .y t.s) < R,

5

base de transcendance sur F, et & e R algébrique sur F(T) tels que
F(T,&) =Fy) « On a



<o=0D

e ® ) 0 E, )

y_ - et (Y I cm————t—§
1 AV
¢, (%) q:i(t)

avec o; € T, A]l, ;€ R[T] et ,;,,,i(E) #0, 00 T=[T 5«00, TS] a2t A

snnt des indéterminées.

Soit g(T, &) 1e polyndme minimel de ¢ sur F(E) . On peut supposer que
g e R[T, A) « Comme F ost de caractéristique O, (ay/38) (T, &) £ 0.

Posons 5 = (dy/2A)(T , A) ﬂ?_o \yi(T) . Comme g(T, &) =0 et

- - - - W 2 e - -

v5 in(t) - :pi(t , @) =0, 1gi <n, le polyndme ¢ (T, @) divise g(t , a) et
:;;i 4\;1(5) - 4;gi(E , &) , l<ign, donc d'aprés la propriété de division continue,
il existe (t, B, 2) € gSt1+n , arbitrairement proche de (% , @, y) tel que

2 . . .
5°(t, 8, z) divise g(t, B) et 24 ib:.(t)—(pi(‘b,s), l<ign.

Considérong 1l'application 3y

(O/,y) p—— (g(tya")y (Yi\bi(t)-wi(t,a’)’ 1$isn)}

epplication polyndmiale de RI*P dans §1+n . On voit que le déterminant de s& me-

trice jacobienne est § « En prenant (t s By z) suffisament proche de

(t,&, 7)) , on aura

v * - - -
M(t, 3, z) :=!19 Q| proche de ME,o, 8,

s(r, 8, z) prochede (T, a, y) #0,
< - =2
iét(ﬁ 5 2)/6 I proche de |<§-£(a s y)/ts | -0.

On sera donc dans les conditions d'application du lemme de Newton et par consé-
quent il existe (v , y) e Ri+n proche de (¥ , §) tel que g(r, ) =0 et
¥4 x'gi(t) - cpi(t ,a) =0, 1l <ign. Comme R est algébriquement clos dans R
et que g(t, A) € R[#] , on voit que o € R+ On voit ensuite, pour les mdmes rci-

sons, que yieR, lgign,.

Enfin, pour tout j , fj("' » eee) = g(T, 4) hj(T , &) puisque
fj(... R , +se) = 0. On peut choisir t suffisament proche de t de
‘\"v(%) H

i

sorte que les dénomineteurs q,i(t) et les dénominateurs de hj(t , @) ne s'an-

nulent pas. On voit alors que, pour y canstruit nrécédement, on aura fj (y) = 0.

4, Ccs des fonctions strictement anelytiques. Cldture algébrique relative de R
dans R .

4.1.Dans ce paragraphe K désigne un corps de caractéristique 0, valué ultra-

netrique complet.
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On nnte

R := anneau des séries entildres convergeant dens la boule unité de .

Y 3 Al
:{u:Za\)X; X:(Xl,...,'x{n), ve I'', a ek,

! B!
a 0 quand |v|{—a+ =
lvi-—-—) q fvi — J
et
R 3= anneau des séries entieres convergeant dans une boule de rayon > 1
v . .
:{u:Za\)x ;3 1l existe p > 1 tel que ‘a\)l pl\)l -3 0

1

quand |\)] — + ]

(n muni R de la norme de Gauss, pour u=2 a X,
Y

lu| = sup_ {av[ .

ol

Ceci définit une valeur absolue sur R . L'anneau aest complet pour cette va-

leur absolue, et R est dense dans R .

I1 est connu que R est algébriquement clos dens R [3] . Nous allons indiquer
comuent on peut retrouver ce résultat plus simplement en méme temps que le théo-

réme de spécialisation.

4.2, PROFOSITION. - Admettons que le couple R < R , ainsi défini, posséde la pro-

priété de division continue. Alors R est algébriquement clos dans R .

Déponstration. - Soit f e R[Y] irréductible non nul, et y € R tel que

£f(7) =0 . 0na f'(y) #0 (car K est de caractéristique nulle).

Four p > 1, posons Ap = {u=2 8 XV ; ]a\)l plvl__} 0 quand |v| 5+ =} .

Muni de la valeur absolue lulp = Sup ]a\)] o’ , Ap est complet. On a R = A

i™ — | * e - K

et H= Jp>l Ap .« De plus, si ue Apo s 0, >1, la foncticn p F——3 Iu{p est
continue pour 1 < ¢ < o *

On peut choisir z € R arbitrairement proche de y tel que f'(z)2 divise
f(®) {srice & 1'hypothése de propriété de division continue). Considérons le déve-

loppenent de Taylor f(z + v) = f(z2) + £'(z) v+ Q(v) .
On peut supposer que z a été choisi suffisement proche de y pour avoir
| £(2)/£'(2)%] < § (min(L , e, Yl
| £ (2) |
Pour p suffisement proche de 1 , on aura fe Ap[Y] sy ZE Ap ; €% encore

]f(z)/f‘(z)zlp <z min(1 , 1) -

.
£ (z)| ’
l (?')Ip



Zo=-0'f

Donc d'aprés le lemme de Newton, il existe y e Ap solution de f(y) = G et

proche ce 2z .

On construit ainsi des solutions dans R de 1'équation f(y) = O arbitraire-

went proches de ¥y » Comme lss solutions sont isolées c'est que y € R .

v

5, Le théoréme de préperation de Welerstrass.
e Lheorelle U8 BIepa o L R

5.1 C'est un cas particulier du lemme de Hensel pour les anneaux valués ultramé-

triques complets. Nous allons rappeler le lemne de Hensel.

Soit A un snnesu valué ultremétrique complet. Considérons la série

u= z;f’zoanJ avec ajeA, S'llpj‘aj‘<+co.

Posons ||ul| = sup 5 |a | « On suppose qu'il existe J tel que Ia | = lull » Ceci
se produit soit si lo. valuatlon de A est discréte (c'est cette nypothe se qui
sera réalisée dens le cas des séries formelles), soit si ]aJI -3 0 quand
e (c'est cette hypothése qui sera réalisée dans le cas des fonctions siric-

tement analytiques).

On pose
n(w = in£(j 5 |ayl = )
N(u) = sup(j 5 [ayl = [lul))
(si Limg |a| , N(w) <+ ).

LEMME de Hensel. - Sous les hypotheéses précédentes

10 Soit n = n(u) . Si & est une unité de A, il existe un polyndme P uni-

taire de degré n et une série v=2 bj %9 tels que u=FPv, n(P) =n et

n(v) = 0 . De plus, le terme constant b, de v est une unité .

20 Soit N = N(u) <+ o« Si ay est une unité de A, il existe un polyndme

0 unitaire de degré W et une série w= 2 cJ XJ tels que u= Qw, N(Q) =

ot N(w) = 0. De plus, le terme constant de w est une unité.

o

5,2 Le cas des séries formelles.

Jci K désigne un corps de caractéristique O . On note R := K[[X]] avec
X=(X , o0 , X ) , et R le sous-anneau des séries & m variables conver-

geant au voisinage de O . Pour u= 2 a, X £0e€ ﬁm , on pose

ord(u) = inf(|v| 3 a # 0) .

Pour cette valuation, ﬁm est complet, et Rm est dense dans ﬁm .



26-08

T e - 9 \V o » = . 3 "
Rappelons que u = 2 a, XY est une unité de Rm si, et seulement si, 2 4 0 .
Cn dira que ls variable Xm est distincuée d'ordre 8 'dans u si le coefficicnt
; S . . . j .
dea - n'est pas nul et si les coefficients de X;]n pour 0 < j < s wsont nuls.
1

TIECREME de préparation de Weierstrass. - Seoit ue Rm . Supposcns que er. s0it

i e

distingué d'orére s dans u . Alors on a la décomposition u= FPv,ol v est

une unité de K et P=X° 4 o XS"l
- 1 R m 1 &

s« —— s

LN . ;{. L)
+ . +as EYG_E(": one .I.H}—l

onstration, - On écrit u = 2 c. XIJn avec cj € Rm 19 et on a plique le lenne

e ilensel, partie 1°, avec A = Rm—l . En effet, notre hypothese exprime que

n{u) = s et ord(cs) =0, donc c_ est une unité de R__
[

. < -
Si v=4b, a¥, on

€3 e

1° ]
voit que ord(bo) = 0, donc le terme constant de v n'est pas nul, et v est unc

unité de Rm .

5.3 Le cas des fonctions strictement analytiques

Ici K désigne un corps valué ultramétrique complet de caractéristique ©C . On
pose

=y VvV s
Rm:={u:ZaVX 3 a €K, X= (% , ...,xm),

et 1'on considére le sous-anneau
Ref{u=3a X; 3p>1 tel que |a| oVl 50
quand  |v|__+ =} .

La norme de Gauss de u = 2 g, XY est |l := sup |a\)| . Ceci définit une va-
leur absolue sur Rn . Pour cette valeur absolue, R = est complet, et & = est
L 4.

dense dans Rm .

Rappelons que u = 2 a e Rm est une unité de R'm si, et seulement &i;, le
1.
terme constant est strictement dominant, c'est-i-dire |ay| > [a | pour tout
. ' v

v >0.

Cn dira que la variable Xm est distinguée d'ordre s dans u si le coeffi-

A
cient a,
(0),s
élevés, c'est-d-dire

de Xxsn est dominant, et domine strictement les termes d'ordre plus
ooy, ol = =2, |2,

la(O),sl > |aV| pour Ivl > S .

Avec ces conventinns, le théoréme de préparation de Weierstrass s'exprime comme
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dans le paragraphe précédent.

THFQREME_ggwpréparation de Weierstrass. -~ Soit u e im.' Supposons que Xm s0it

distingué d'ordre s dans u . Alors on a la décomposition u= Pv ot v est

s

.. . = s 51 =
une units de R et P=X eee .
une it e - m+ al Xm + + @ avec QJ € Rnpl

Démonsiration. - On écrit u = E:cj X; avec cj € R et on applique le lerme
- A

- 1

de Hensel, partie 2°, avec A=R_ .
m=-1

En effet notre hysothése exprime que N(u) = s et que Cq est une unité de

-

Rm—l o On voit facileument que le terme constant de v est strictement dominant

donc que v est une unité de Rm .

6e Propriété de division continue.
S TNE e S SO S

64 1e Sauf mention explicite du contreire, tout ce que nous dirons dans ce para-
graphe concernant les anneaux Rr et Rm s'appliquera au cas des séries [ormelles
il

(§ 5.2) et au cas des fonctions strictement analytiques (§ 5.3).

Cn salt gque Rm est algébriquement clos dans Rm » Cela est bien connu deans le
cas des séries formelles, et dans le cas des fonctions strictements anclytiques,
cela a été démontré au § 4 sous réserve que le couple Rm c Rm ait la propriété

de division continue.

Nous noterons R' 1'ensemble des éléments de R algébrique sur K(X) . Cotme

K(X) est contenu dans RTn , il résulte de ce que nous venons de voir, que Ré_
est contenu dans Rn . I1 est ¢évident que R& est algébriquement clos dans Rm .

A,

n
g |
S

- DGPOSTT - - R e !
6.2 PROPOSITION. - Supposons que le couple R_,<R_, (resp. 5m~1 .

ait la propriété de spécialisation continue. Alors le couple Rm.c R
. i i

(resp. R © Rf) a la propriété de division continue.

Démonstration. - Soient g £, , «eo , £ € R[Y] avee Y= (Y1 y eee 5 Y1), et

1°? n

. - _oh - - = .
soit ye R tel que g(y) divise fi(y) , lLgigr.

On peut se ramener au cas ou la variable Xm est distinguée d'ordre s dans
g(y) per un changement de variable X ~=3 UX oh U € ggnﬁK dans le cas des
séries formelles et UE€ QﬂmOSK) dans le cas des fonctions strictement enalytiques.
Remarquons qu'un tel chengemsnt de variable laisse globalement invariants Rm et
ﬁm (c'est évident dans le cas des séries formelles, cela résulte du fait qu'un
tel changement de variable laisse invariantes les boules centrées en 0 de K™

dans le cas des fonctions strictements analytiques).
Un applique le théoréems de préparation de Weierstrass. On a donc

g(:-)-f) = E(Km) »x unité
s-1 - =

+ eee +a_, a €R .
s 1 To-1
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Effectuons la division euclidienne par a suivent les puissances de X

i

- _ ==  ys=l= - _= = .3
R R Kpo 2,€ By yijR‘m—l'
Posons
- _ S=1 = J_... -—.-
v, = ZJ:O yvj Xm Y, = 85, s l<vgne.
En eppliquant la formule de Taylor, on voit que a divise g(y') et fi(§') s
lgigr.
Rerplagons a., et y . per des varisbles A, et Y .
J Vj J Vi

Faisons la division suivant les puissances de X de

r-S=1 j s~ v j
Coxatin AP0 LU IR e arih AP U
- S ~S=1
par a—-Xm'FAle +000+AS,
- s-1 J
g:aQ+Zj:OGij
-3 -1 X
fy=aQ+ Z?:o Fij %uo
ol Gj Yy EijeERmrl [Ai R ij] .

Por construction, Ej et §vj sont solutions des équatinns Gj =0, F.=0.
D'zprés 1'hypothése de spécialisaticn continue pour le couple Rﬂ_1 <R _,,on
peut trouver des solutions arbitrairenent preches aj et yvj € Rhul . On pose

‘-{S+a D ST
m 8
y‘:ZS"ly X9 l<v<n
v =1 9v] m >
Alors a divise g(y') et fi(y') .
On choisit gz € Rg arbitrairement proche de 3z s et onpose y =8z + y' .

- v v
Donc y aoppartient a R; et est arbitrairement proche de y . De plus, o di=-
vise g(y) et fi(y) » lgigr. Come g(y) est arbitrairement proche de
g(y) , on peut supposer que, dens g(y) , X~ est aussi distingué d'ordre s et,

corme deg a= s, on a g(y) = a x unité, donc g(y) divise fi(y) , l<i<r.

La démonstration reste inchangée si pertout on remplace Rm et Rful par R&

et R! s
1

7. Propriété de spécialisation continue
R e e e e e et e e e e e Al ol el et et B e Pl N~ ...

On garde les conventions du § 6 .
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FROFOSITICN. - Le couple R_< R ot le cowple R <R~ ont la propriét: do

spécialisation continue.

Démonstrations — Elle se fait par récurrence sur .

La propriété est dévidente pour m= 0, car RC = RC') = E”O =X.

Supposons la propriété démontrée pour m=- 1 . Alors, d'apres la proposition 6.7,

les couples Rm c R"l et RI'n c Rm ont la propriété de division continue.

L'anneau Rm est algébriquement clos dans ﬁm . Cela est bien connu dans le cas
des séries formelles, et déecoule de la proposition 4.2 dans le cas des fonctious
strictement analytiques. Il est par ailleurs évident que RI’n est algébriquenent

clos dans Rm .

Lo propriété de spécialisation continue pour les couples Rm c Rm et Rr'u = Rm
. 1

est alors une conséquence immédiate du théoréme 1.6.
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