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UNE PROPRIÉTÉ DE SPÉCIALISATION CONTINUE

(d’après ARTIN, BOSCH, LANG, VAN DEN DRIES)

Philippe ROBBA (*)

Groupe d’étude d’analyse ultramétrique
(Y. G. C’RISTOL, P. ROBBA)
~e 1930/31~ no 26~ 11 p. 26 janvier et 23 février 1981

[Université Paris-Sud, 

1.Introduction.

1.1. Soit R~R un couple d’anneaux commutatifs intègres. On suppose que R

est muni d’une valuation, et que R est dense dans R pour la topologie associa

Définition. - un dira que le couple R c: R a la propriété de spécialisation con-
tinue si : Pour toute famille finie de polynômes dans R[Y], où
"-’" ~ L~iT._ 

.. 1. i- J~

Y = [Y1 ’ ... ’YnJ dénote un ensemble de n indéterminées et pour toute solution

? E R" du système dl équatinns 1. i (§) = 0 , i on peut trouver une solution

y E R’’ arbitrairement proche de ~ (un tel y est appelé une spécialisation d_8

§ ) .

1.2e Si n = 1 (cas d’une seule indéterminée), comme les racines d’un polynôme
sont isolées, on voit que si le couple a la propriété de spécialisation

continue, alors R est algébriquement clos dans R. Serge LANG a conjecturé que
si R ci R est un couple "naturel" d’anneaux avec R complet et R algébriquement
clos dans alors le couple a la propriété de spécialisation continue.

1.3. La propriété de spécialisation continue est vérifiée pour les couples d’an-

neaux suivants : i

(i) il est un corps complet de caractéristique 0 , et R est un corps algebri-

quement clos dans R (S. LANG [4]).

(ii) R est l’algèbre des séries formelles à m variables sur un corps value

K de caractéristique 0 ~ et R est la sous-algèbre des séries convergeant au

voisinage de 0, R étant muni de la topologie X-adique (M. ARTIN [ 1]) .

(iii) K étant un corps value ultramétrique complet de caractéristique 0 , ifl

est 1’ -algèbre des séries entières à m variables convergeant dans la boule unité

fermée de et ,tR est l’algèbre des séries convergeant dans une boule de rayon
&#x3E; l, R étant muni de la norme de Gauss.

l précisément, Si U = La, v E lBJ, X = X 1 ’ . o . , r ,

/ a~

( ) Texte reçu le 18 mai 19 81.

~:C~3~~.9 13J rue ?5C&#x3E;.i 3 



26-02

et la norme de Gauss de u est = sup ]

( Cf. S. BOSCH [2J et, dans le cas- ln = 1 , L. van den DRIES [5].)

En fait, et DCSCH démontrent une propriété plus forte, car ils considèrent

le cas oi,.. les équations (Y) = 0 sont des équations analytiques, et pas seule-

ment des équations algébriques. De plus, BOSCH ne suppose pas que le corps lÉ soit

de caractéristique 0 0 Le schéma de la démonstration de BCSCH suit celui de 

et dons les deux cas on doit utiliser des résultats sophistiqués de géométrie algé....,

brique.

Par contre, la démonstration de ve:n den DRIES reste plus proche de la démonstra-

tion de et n’utilise que des résultats plus élémentaires d’algèbre.

1.48 Nous allons démontrer les résultats (i), (ii), et (iii) en suivant les idcej

de van den Dh.IES. Nous commencerons par donner un critère général assurent que le

couple R a la propriété de spécialisation continue.

1.5. Définition. - On dira que le couple R c: R a la propriété de division con-
tinue si i Pour toute famille de polynômes g , f 1 ’ ... , avec

Y = (y 1 ’ ... , Yn) , et pour tout ~ e Rn tel que g(00FF) divise f~(~) ~ 1.i.i$ r,

il existe y E arbitrairement proche de y , tel que g(y) divise (y) ,

1.6. vérifie
11 est collet pour sa valuation, et est de caractéristique 0 ,

2° le couple R a la propriété de division continue~

]° fiL est algébriquement clos dans R ~

alors le couple R c R a la propriété de spécialisation continue.

1.7. Le cas particulier 1.3 considéré par est un cas particulier de

ce théorème car, dans le cas où R et it sont des corps, comme R est dense

dans R , la propriété de division continue est trivialement vérifiée.

1. J. Dans le paragraphe 2, nous énoncerons le lemme de Newton pour les anneaux

values complets. On verra qu’une solution approchée d’un système d’équations .8-gÉ-

briques peut être raffinée en une solution exacte, lorsqu’elle est divisible p[~r

le carré du déterminant jacobien de l’application algébrique considérée. La 

priété de division continue s’interprète donc comme un préliminaire à 

tion du lemme de Newton.

Dans le paragraphe 3, nous démontrerons le-théorème 1.6.
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Dans les paragraphes suivants, nous démontrerons la propriété de spécialisation
continue dans le cas 1.3 (ii), considéré par ARTIN (que nous appellerons cas des
séries formelles), et dans le cas 1.3 (iii), considéré par BOSCH et van den D3.JE3

(que nous appellerons cas des fonctions strictement analytiques).

Four appliquer le théorème 1.6~ il faut montrer que dans ces deux cas

1.1 est algébriquement clos dans 11 . C’est bien connu dans le cas des séries for-

melles. C’est également connu dans le cas des fonctions analytiques strictes

[3j). Néanmoins, nous montrerons au paragraphe 4 comment on peut redémontrer
ce résultat plus simplement en même temps que la propriété de spécialisation con-
tinue.

Dans le paragraphe 5, nous rappellerons le théorème de préparation de 

Dans le paragraphe 6, nous démontrerons (simultanément pour les deux cas) que le

couple ii c R a la propriété de division continue, ce par le théorème 1 . 6,
entraînera la propriété de spécialisation continue.

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre fa de variables qui 
viennent dans la définition de R . Si l’on note R et R les anneaux 

.rù m

dérés dans 1.3 (ii) et 1.3 (iii) respectivement, la démonstration prend la forme

suivante.

- Le couple Ra a la propriété de spécialisation continue (c’est évident

puisque dans ce cas Ra = Ra = K ).
- (Proposition 6.2) Si le couple R C a la propriété de spécialisation

continue, alors le couple R a la propriété de division continue.

- (Dans le cas des fonctions strictement analytiques~ proposition 4.2) Si le

couple R 
m 

a la propriété de division continue, alors R 
m 

est algébriquement

clos dans R .
m

- (Par application du théorème 1.6y compte tenu de la clôture algébrique relative

de Il 
ia 

dans R) m Si le couple R 
m 

a la propriété de division continue, il a

la propriété de spécialisation continue.

En fait nous montrerons dans les deux cas que si les coefficients des équations
fi sont des fonctions algébriques, la spécialisation y peut être choisie

fonction algébrique.

2. Le lemme de Newton dans les anneaux values complets.

2.1. Soit R un anneau commutatif intègre value complet.
Pour ... , yn) on pose y Î = 1-:/01 . Si f(Y) = 

est une application polynomiale de Rn dans avec a E e 

Y = (Y1’ ... , on pose 

(J.,I..B. - On considère à la fois le cas archimédien et le cas non archimédien.)
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Soit $ une application polynomiale de .Rn dans 7 . On considère son .dévelop.-

pement taylorien au voisinage de Yo E R-n :

où J == J(y~) est la matrice et Q= est une application pol;,-

ne contenant que des termes au moins quadratiques.

Soit J’" la matrice transposée de la matrice des mineurs de J ~ Diaprés les

for..ules de CRAMER. J~ J = 5 5 = det (J) et 1 est la. matrice unité.

2.2. LEMME DE Posons M = S~i~~ ~~0~ ~ ~C~ ~
h) l  1/2 min(l , l/J5(yQ)j , 1/2M) , il existe u e Rn avec

ju) ~2 J* h) tel que + &#x26;u) == 0 .

Démonstration. - On désire avoir

Multipliant par J* et tenant compte du fait que, Q ne contenant que des ter-

mes au moins quadratiques, Q( ô u ) est divisible pa.r ô 2 , il suffit que l’on ait

Posons u = 0 ~ et u = - J~ h - (l/5~) pour n ~ 1 .

D’ après irn raisonnement classique, on montre par induction que

et donc

Ceci montre que la suite un est de Cauchy, et donc converge vers une limite u

qui est solution de notre problème et vérifie u ~ 2 J h) .

3. Démonstration du théorème 1.6.

Soient avec R[Y] , et l ensemble fini ; et soit tel

que fj(y) = 0, j j e 1 . 
- - - -8

Soit F = Fr(R) le corps des fractions de ft. Il existe t = (tl ,.*.., ts) 
base de transcendance sur F, et 03B1 E R algébrique sur FCE) tels que

FCE , ~) = F(~) . On a
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.Y" 0 pr T A] 1 R[ T., t ’ I-t) -/. 0 ’m - [ T fTl l et A
OE R[T , , BIf i 

OE R[ J e ’tt i B $ , Ou J. - i 1’... , et A Jo.

sont des indéterminéese.

Soit g(t, at) le polynôme min:i..mal de ce sur B’(t:) . On peut supposer que

g E R[ T , A] . Comme F est de caractéristique 0 , (èy/àA) (t: , OE) =£ () .

Posons 6 = (oy/oA)(T , A) f~=o *i(T) . Comme g(£ , 1) X 0 et

yi 03C8i(t) - 03C6i(t , 5) = 0’ 1  1  n , le polynôme 62(t:, 0153) divise g(t,;) et

yi * i (t:) - ’:Pi (t: , éÙ) , 1 ~ 1 / n , donc d’ après la propriété de division continue,

il existe (t , S , z) E arbitraire.ment proche de (t:,;, ) tel que

03B42(t , f3 , z) divise g(t., 03B23) et zi 03C8i(t) -03C6i(t , 13), 1 ~ 1 ( n .

Considérons l’application 03A6t

application polynômiale de R1+n dans R1+n . On voit que le déterminant de sa ma-

trice jacobienne est 6 . En prenant (t , 03B2 , z) suffisament proche de

(~~~~ ~) ~ on aura

I~(t~ ~ ~ z) s= proche de g) ~

§(r~ ~ ~ z) proche de ô(~~~~ ~) ~0~

i~((3 ~ ï’)/6 t proche de )~(~~ ~)/ô ) =0.
On sera donc dans les conditions d’ application du lemme de Newton et par consé-

quent il existe (03B1 , y) e R1+n proche de (03B1 , y) tel que 03B1) =0 et

y~ ~~(t) - (p.(t ~ = 0 ~ 1  i ~ n . Comme R est algébriquement clos dans R

et que g(t , A) e R[A] , on voit que R ’ On voit ensuite, pour les mêmes rai-

sons, que yi  R, 1~i~n. 
(03C6i(T , A)

Enfin, pour fj(... ,  .-) = g(T , A) h (T , A) puisque

(p. (t , 03B1) -L

fj(... , ...) = 0 . On peut choisir t suffisament proche 
à 

de t de

sorte que les dénominateurs 03A8i(t) et les dénominateurs de h_(t , 03B1) ne s’an-

nulent pas. On voit alors que, pour y précédement, on aura f.(y) = 0 .

4. Cas des fonctions strictement analytiques. Glôture algébrique relative de R

dans R .

4.1. Dans ce paragraphe K désigne un corps de caractéristique 0 , value ultra-

métrique couplet.
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On note

R s= anneau des séries entières convergeant dans la boule unité de K

et

R := anneau des séries entières convergeant dans une boule de rayon &#x3E; 1

On muni R de la norme de Gauss. pour u = l a 
v 

Xv,

Ceci définit une valeur absolue sur R. L’anneau R est couplet pour cette va-

leur absolue~ et R est dense dans R .

Il est connu que R est algébriquement clos dans R [3J . Nous allons indiquer
confient on peut retrouver ce résultat plus simplement en même temps que le théo-

rème de spécialisation.

4.2. PROPOSITION. - Admettons que le couple ainsi définie possède la pro-
priété de division continue. Alors li est algébriquement clos dans R .

Démonstration. - Soit f e irréductible non nul, et y e R tel que

1(3.) = 0 . On a 1’ (§) fl 0 (car K est de caractéristique nulle).

Pour p &#x3E; 1 ,  posons tU = Z a 1 a) 0 quand + ~} .

Muni de la valeur absolue 1 ul 
P 

:==sup 1 a v 1 A 
P 

est complet. On a R = Al
et 1:t = U 

1 
A . De plus. si u  A , P0 fonction p ~ !u! 

P 
est

continue pour 1 ~ 9 S Po .

On peut choisir z E R arbitrairement proche de y tel que f’(z) ~ divise

à 1 hypothèse de propriété de division continue). Considérons le déve-

loppement de Taylor f(z + v) = f(z) + f’ (z) v+ Q(v) .

On peut supposer que z a été choisi suffisement proche de ~ pour avoir

Pour p suffisament proche de 1 , on aura f E A [Y] , z E A , et encore
P P
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Donc d’après le lemme de Newton, il existe A 
p 

solution de f(y) = C et

proche de z ~

On construit ainsi des solutions dans R de l’équation f(y) = a arbitraire-

ment proches de y. Comme les solutions sont isolées c’est ER.

5. Le théorème de préparation de Weierstrass.

5.L C’est un cas particulier du lemme de Hensel pour les anneaux values 
ultramé-

triques complets. Nous allons rappeler le lemme de Hensel.

Soit A un anneau value ultramétrique complet. Considérons la série

Posons u = supj aj . On suppose qu’il existe j tel que 1 == Ceci

se produit soit si L valuation de A est discrète (c’est cette hypothèse qui

sera réalisée dans le cas des séries formelles), soit si ~ 0 quand

j ~ + 00 (c’est cette hypothèse qui sera réalisée dans le cas des fonctions stric-

tement analytiques).

On pose

de Hensel. - ,Sous les hypothèses précédentes

1° Soit n = n(u) . Si a est une unité de A , il existe un polynôme F uni-

tai.re de degré n et une série v = 5 b . XJ tels que u = P v , n (P) z n et
- °= _’0,,"_-’----’-’- J - , 

-

n( v) = 0 ..De plus, le terme constant bú de v est e 

2° Soit N = N( u)  + ~ . Si aN est uue unité de A, il existe .an polynôme

0. unitaire de degré N et une série v = I c. Xj ,tels que u = Qw, l’I(Q) = N

et N( w) = 0 . De plus, le terme constant Co de w est une unité:

50 2r Le cas des séries formelles. 0

Ici Il désigne ut1 corps de caractéristique O. On note K[[XJJ avec

X = (X , ... , X ) , et R le sous-anneau des séries à m variables conver-
?, m m _

geant au voisinage de O. Pour u = É a À" 1 0 E Rm’ on posev 1

Pour cette valuation, Rm est complet, et Rm est dense dans Rm .
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Rappelons = Z X~ est une unité de R si~ et seulement si~ a. -~ 0 .

On dira que la variable X 
m 

est distinguée d’ordre s dans u ai le coefficient

de X n’est pas nul et si les coefficients de X" pour 0  j  s sont nuls.
m 

" 

m ’ 

THEOREME de préparation de Weierstrass. - Soit u e R . Supposons que X soit
distingué d’ordre s dans u . Alors on a la décomposition u = où v est

de h Xsm + 03B11 Xs-1m + ... + 03B1 
s avec 03B1j~ R -. *

On == Z c. Xjm avec cj ~ Rm-1 , et on applique 

de Hensel, partie 1°, avec A = R .. En effet, notre hypothèse exprime que
n(u) = s et ord(c ) = 0 , donc c est une unité de R... Si v = ~ bj Xjm , c-u

voit que = 0 , donc le terme constant de v n’est pas nul, et v est une

unité de R .

5.3. Le cas des fonctions strictement analytiques

Ici K désigne un corps value ultramétrique complet de caractéristique 0 . un

pose

et l’on considère le sous-anneau

La norme de Gauss de u = L a XV est := sup 1 al. Ceci définit une va-
- 

v ’;1 
_ 

v

leur absolue sur Pour cette valeur absolue, R est connplet, et est

dense dans R .
Tf1

Rappelons que u = Z a 
v 
XV E R 

m 
est une unité de R 

fi si, et seulement s.i. le

terme constant est strictement dominant, c’est-à-dire &#x3E; pour tout

On dira que la variable est distinguée d’ordre s dans u si le coeffi-

ci..ent a( B 0) ,s de est dominant, et dom.ine stricte’ment les termes d t ordre plus

élevés, c’est-à-dire

et

avec ces conventions, le théorème de préparation de Weierstrass s’ exprime comme
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dans le paragraphe précédent.

THFOREME de préparation de Weierstrass. - Soit U E Il . Supposons que X. soit
,~,-...’-- "’--------’. ~ "-’.- ~ "-.- m ---- ._-- ...-- ~ ’- m -....., ...

distintgué d’ordre s dans u. Alors on a la décomposition u = P v où v est
une unité de À, iE = xl + et 

1 Xs-1m + ... + OE 
s 

avec 0153. E 

Démonstration. - On écrit u = 1 c. Xj avec c. E Rm-1 let on applique le lemme
de Hensel, partie 2°, avec A = Rm-l.

- 

En effet notre hrypothèse exprime que N( u) = s et que c s est une unité de

RL’}-l . On voit facilement que le terme constant de v est strictement dominant

donc que v est . une unité de il .
m

6. Propriété de di-vision continue.

6. 1. Sauf mention explicite du contraire, tout ce que nous dirons dans ce para-

graphe concernant les anneaux R et R Si appliquera au cas des séries 
m m

(§ 5.2) et au cas des fonctions strictement analytiques (9 5. 3) .

On sait que R est algébriquement clos dans R . Cela est bien connu dans le
ia ID

cas des séries for’melles, et dans le cas des fonctions strictements analytiques,
cela a été démontré au § 4 sous réserve que le couple Rm ~ R m ait la, propriété
de division continue.

Nous noterons R’ l’ensemble des éléments de R algébrique sur K(X) . Comme
m m

K(?i) est contenu dans R , il résulte de ce que nous venons de voir, que R’ ùi_
est contenu dans R . Il est évident que R’ est algébriquement clos dans R .m w ID

6.2 PROPOSITION. - Supposon que le couple Rm-1~ Rm-1 (resp. R’m-1 ~ Rm )
ait la propriété de spécialisation continue. Alors le couple R. c R,.-
--..---.--.~ ’ ~----.-- D lU

(resp. Fl’ C R ) a la propriété de division continue.
-...... fi in ~-=.=------.;-...~.- -

Démonstration. - Soient g ... , f ~ R [Y] avec Y = (Y1 ’ ... , Yn) , et
~axy.-.- r m ~

soit YE Rn tel que g(00FF) divise fi(y), 1  1  r "

m J." "

On peut se ramener au cas où la variable est distinguée d’ordre s dans

g(00FF) par un changement de variable X ~ U X où U E 9 £ (ii) dans le cas des
m

séries formelles et U E 9J.m(I’B) dans le cas des fonctions strictement analytiques.

Remarquons qu’un tel changement de variable laisse globalement invariants Rm et

R 
ID 

(c’est é.vident dans le cas des séries formelles, cela résulte du fait qu’un
teî changement de variable laisse invariantes les boules centrées en 0 de Km
dal1S le cas des fonctions strictements analytiques) .

bn appli.que le théorème de préparation de Weierstrass. On a donc
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Effectuons la division euclidienne par a suivant les puissances de 

Posons

En appliquant la formule de Taylor, on voit que a, divise g(y’) et i. (y’) ,

â. et  , Par des variables A. et 

Faisons la division suivant les puissances de Xm de

par - a = X s + A1 Xs-1m 
s-1 

+... + A ," 

m 1 m S

Où G.., J’ K :1. J. E R rn.- 1 ~~~i ’ 

Po.l’" construction, a. et . sont solutions des équations G . = 0 , F.." =’ 0 .
_ , 

J v J J - lû
D’ après l’ hypothèse de spécialisation conti.nue pour le couple c on

peut trouver des solutions arbitrairement proches a. et y . E R, 1 . On pose
J VJ L..

~.lors s, di~.se g(y’ ) et (y’ ) .

On choisit z E Rn arbitrairement proche de 1 , et on pose y = + yf .fa 
~ vB&#x3E;B)

Donc y appartient à R~ et est arbitrairement proche de . De di-

vise g(y) et 1 ~ 1 q r . Comme g(y) est arbitrarement proche de

g(y) , on peut supposer que, dans g(y) , X m est aussi distingué d’ordre s et,

deg a = s , on a g(y) = a x unité, donc g(y) divise f. (y) , 1.:S i  r .

La démonstration reste inchangée si partout on remplace et par ’iL
et 

7. Propriété de spécialisation continue

On garde ies conventions du ~ 6 .
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PROPOSITION. - Le couple R ~ R et le couple RI c R ont la propriété de
m fi ------- m rù -.- ---

spécialisation continue.

Elle se fait par récurrence sur f!1.

La propriété est évidente pour m = 0 , car Re = Î«§ = Ra = I( .

Supposons la propriété démontrée pour m - 1 . 1:.lors, d’après la proposition, 6,. 2,

les couples R ~ R et R’ c R ont la propriété de division continue.
fi ra m m 

-

R est algébriquement clos dans R . Gela est bien connu dans le cas
w ID

des séries formelles, et découle de la proposition 4. 2 dans le cas des fonctions

strictement analytiques. Il est ailleurs évident que R’ est algébriquement

clos dans R..
m 

_

La propriété de’ spécialisation continue pour les couples R, C R, et Ri C Q,,
est alors une conséquence immédiate du théorème 1.6.
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