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SOUS~CORPS FERMES DU COMPLETE DE LA CIOTURE ALGEBRIQUE D'UN CORPS LOCAL

par Nichel HATIGNON (7)

[Univ. Bordeaux-I ]

0. Introductione.

Soit K wun corps muni d'une valuation admettant un unique prolongement & sa cl6-
ture algébrique K . Soit G 1le groupe des K-automorphismes de ¥ . On sait que
tout élément de G est une isométrie et admet un unique prolongement en K-
automorphisme du complété K de % . Une question naturelle est donc d'étudier
1t'action de G sur E:. Clest J. T. TATE qui le premier, en 1967, dans son article
sur les groupes p-divisibles ([7], p. 176), montre que 1l'action de G commute
avec la complétion dans le mas ou K est un corps de caractéristique nulle complet
pour une valuation discréte. En 1969, S. SEN ([5], p. 44), montre que le résultat
reste vrai si 1'on prend un sous-groupe quelconque de G avec les mémes hypotheses
sur K que TATE. En 1470, AX [1] étend les résultats de TATE et SEN au cas ou K
est un corps muni d'une valuation qui se prolonge de manidre unique & K , la ca-
ractéristique de K étant quelconque. Il montre que le corps d'invariants de i
par G est 1l'adhérence KP™"  de la cl8ture radicielle KPT de X . En 1978,

J. FRESNEL et B. de MATHAN ([37], p. 241) se sont intéressés & la détermination des
sous—groupes fermés de E; , OU QP est le complété de Q pour la valuation p-

adique.

L'application qui & T, sous—corps fermé de E; associe sa trace F n Qp dana
§P est bijective, 1l'application réciproque étant le passage & 1l'adhérence ; ce ré-

sultat est une conséquence du théordme de Sen [5].

Ce méme problime se pose en caractéristique non nulle. Si la méme démonstration
pouvait s'adapter au cas d'un corps K wvalué, de caractéristique nulle, dont la
valuation admet un unique prolongement & la cl8ture algébrique K de K gréce au
théoréme de Ax [ 1], en revanche le cas de caractéristique non nulle ne pouvait se
résoudre par la m8me méthode & cause des éléments inséparables. C'est 1l'objet de

cet cxposé.

Soit K wun corps valué hensélien (i. e. la valuation de K se prolonge de ma-
nidre unique & la cl8ture algébrique K de X ; il est aussi équivalent de dire
que K vérifie le lemme de Hensel). Dans le premier paragraphe, nous rappelons le
théordme de Ax, puis nous montrons qu'il est équivalent au fait que les sous-corps

fermés parfaits de K contenant XK sont adhérences de leurs éléments algébriques

(*) Texte recu le 11 juin 1979.
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sur K . Par la néme méthode, nous montrons qulun sous-corps fermmé de K contenant
K est un sous-corps du complété de la clbBture radicielle de l'extension algébrique
maxinale qu'il contient. Ceci conduit & chercher les corps fermés intemdédiaires
entre une Eﬁﬁension algébrique L de X et le complété £§=m de la cl8ture radi-
cielle IP de L . Ce que 1'on fait dans le cas o K c¢st un corps local ;
c'est~a~dire complet pour une valuation discréte et tel que son corps des restes
soit parfait. Pour cela, on déteminc, dans le paragraphe 2, les corps entre L et
1P y ceci se faisant facilement si 1'on remarque que K est de degré d'imperfec-

tion égal & un. Puis on montre que leurs adhérences sont exactement les corps fer—

més intermmédiaires entre T et IL* . Lloutil principal est la notion de diffé-
rente dans les extensions infinies (paragraphe 3). Nous montrons en particulier
(théoreme 3) que les extensions algébriques séparables de K de différente nulle
sur K sont parfaites par passage & l'adhérence, et réciproquement. Etipar consé-
quent on est ramené 3 la détermination des corps fermés entre T et E;:; ou L
est une extension algébrique séparable de XK de différente non nulle sur X . Ce
que 1l'on fait au paragraphe 4. On montre qu'ils sont adhérences de leurs algébri-
ques, ce qui nous permet de conclure, au paragraphe 5, ou nous étudions plus en
détail la correspondance entre corps fermés de K contenant K et les extensions
algébriques de K . Signalons enfin que nous avons utilisé ces résultats dans [4]
(deuxidme partie) pour étudier 1'algdbre produit tensoriel topologique de deux

corps valués.

1. Théoréme de Ax.
0O

On notera p 1la caractéristique de K , KP la cléture radicielle de K , et

——s i
k¥ 1'adhérence de KP

THEOREME 1 (AX). — Soient K un corps valué hensélien, L une extension algé-

brique normale de K , et G le groupe des K-automorphismes de L j; le groupe G

opére par continuité sur 1'adhérence L de L, et le corps des invariants de T

par G est L nK®

COROLLAIRE 1. ~ Soient X un corps valué hensélien, K wune cléture algébrique

de K, G= Gal(ﬁ/K) le groupe des K-automorphismes de 4 y et O un soms-

groupe de G 3 H opére par continuité sur le complété jid de R . Le corps des

invariants (K)H par cette action est 1'adhérence du corps des invariants (K)H

par llaction de H sur R .

——

Nous allons caractériser les sous—corps de K contenant la cl8ture radicielle
-CO

kP de K . Le corollaire qui suit est 1'analogue du corollaire de [3] (p. 241)

dans le cas de Qp , le complété de Q pour la valuation p-adique.
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COROLLAIRE 2. = Soit F wun sous~corps fermé du complété de la cl8ture algébrique

d!'un corps K valué hensélien, Si F contient 1l'extension radicielle maximale de

ce corps, alors F est 1l'adhérence du corps formé par ses éléments algébriques sur
K .

Ce corollaire est équivalent au théordme 1 ; on montre, dans [4], le théordme

suivant,

THREOREME 2 [4]. - Soient K wun corps valué hensélien, £ wune clbture algdbrique

de K, et £ 1o complété de K . Soit F um S0uS—coTDS ferné de K contenant
K . Alors F est un sous~corps de 1l'adhérence (F n K)p de la cléture radicielle
(FnR)P? d FnR,

Pour généraliser le corollgire 2, il nous reste donc & déterminen les corps fer-
més F tels que LcFc 1P , ou L est une extension algébrique de X . En
particulier, notre but est de démontrer qu'un tel corps F vérifie F nK =F . On
peut espérer que ce résultat est vrai lorsque X est un corps valué hensélien,
nous allons le démontrer dans le cas ou K est un corps local de caractéristique

P non nulle.

2+ Corps locaux.
Définition. ~ On appelle corps local, un corps discrétement valué complet et dont

le corps des restes est parfait.

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps local de caractéristique p non

nulle.

On sait ([6], p. 43) que K est un corps de séries formelles kK((T)) , U kg
est le corps résiduel de K, et T une uniformisante. Considérons l'automorphisme
¢ de K qui & un élément associe son unique racine p-idme dans K . L'automor-

phisme ¢ étant continu on en déduit que

K, = oK) = kK((Un(T)))

est l'unique extension radicielle de K de degré pn o On notera K_ = UnEN n ?
OO
clest la cl8ture radicielle XP de K o Puisqu'une extension finie d'un corps

local est encore un corps local, on a la proposition suivante g

PROPOSITION 1. = Soient XK wun corps local de caractéristique p non nulle, et

L une extension algébrique de K ; alors les extensions radicielles de L (resp.

de 1'adhérence L de L) sont les corps K ou IK_ (resp. Tkh ou IK_ ) .

Nous allons caractériser dans le paragraphe suivant les extensions algébriques de

K qui deviennent parfaites par passage & l'adhérence.
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3. La difféqggte dans les extensions infinies.

3.1, Définition de la différente.

Si L est une extension algébrique finie et séparable de K , on définit (cf.
[6]) 1a aifférente @L/K de L sur K . On peut étendre cette définition & ume

extension algébrique séparable quelconque de K .

Définition, = Si L est une extension algébrique séparable de K , on appelle
différente QL/K de L sur K 1'idéal de l'anneau de valuation O de L , défi-
ni par

Oy, /x = ﬂ[Li:K]«o(‘DLi/K) J

ou Li déecrit les cxtensions algébriques finies de K contenues dans L , et

(QLi/K) désigne 1l!'idéal engendré par ®L1/K dans Op .
Si | | désigne la valeur absolue sur K , on notera
|0 x| = sup x| .
L/K xe@L/K

3¢2. Corps de différente nulle.

THEOREME 3 [4]). - Soient K wun corps local, et L une extension algébrique sé-

parable de X . Si 1'idéal différente QL/K est nul, alors 1l'adhérence L de L

est un corps parfait.

Idée de la démonstration. - La démonstration se,fait en deux pas. lLe premier

consiste 2 montrer que L contient K, = kK((Tp )) : on construit, en utilisant
1texpression de la différente dans les extensions tg&alement ramifides ([6], p. 67)
une suite dtéléments de L qui convergent vers ™ . Pour le second, on montre
que QLKn/Kn = (O) pour tout %_; 1, et en appliquant le gfémier pas.E 1'exten—
sion LKn de Kn ona K cL . Ce qui prouve que X_<L et que L est par-

fait.

n+l

3s3. Corps de différente non nulle.

Nous venons de montrer précédemment que le complété d'une extension algébrique
séparable d'un corps local, de différente nulle sur ce corps,est parfait. Nous
allons étudier 1l'adhérence fﬁ; de la cl8ture radicielle d'une extension algébri-
que séparable L d'un corps local de différente non nulle sur ce corps, afin

d'obtenir en particulier la réciproque du théoréme 3.

() Etude algébrique de IK_ .

PROPOSITION 2+ - Soient X wun corps local, L une extension algébrique sépara-

ble de K , et IK_ la cléture radicielle de L . Soit x un élément de IK_,

<

alors x s'éerit de maniére unique sous la forme s

(1) x = 2

iel ¥i

Tl
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avec T unifornisante de X , ‘Q’i €L, j’i = 0 sauf pour un nombre fini d*indi-
ces i, et I=§[-%‘)—]n(0, (.

C'est une conséquence de la proposition 1.

(B) Etude topologique de 1K .

ool

Définition. = On appelle norme infinie de la L-algtbre LK la norme d'algébre

ainsi définie
HX“oo = supiell Q,i Tll

)

ou

i
(1) X = ZieI £y T .

THEORBME 4 [4]. - La norme infinie sur 1la L-algebre IK_, cldture radicielle de

l'extension algébrique L séparable d'un corps local K de différente (DL/I/’

nulle, est équivalente & la valeur absolue. De plus, si x est un éléuent de IK_,

non

on a les indgalités :

oy el el < 1] < il -

Remarque 1. - La T—algdbre de Banach IX_ munie de la valeur absolue est iso-

morphe & la L-algdbre de Banach 63161 T , complétée de IX_ pour la norme

infinie et donc, si x € LK_, x s'éerit de manidre unique sous la forme

(11) X = 2

i
1
iel “i

" et I,’z,iTi!—aO avec ,zieTJ.

-1 -1
Remarque 2. - Soit x €T, alors |jx = TP || >|T® | , ceci donne la réciproque
du théoréme 3 &4 savoir que si L est algébrique séparable de différente (DL/K#(O>

alors L nK_ =X , On peut donc énoncer le théordme suivant.
- p

[ed

THEOREME 5. - Soicnt K un corps local de caractéristique p non nulle et L

une extension algébrique séparable de K o Alors l'adhérence L de L est un

corps parfait si, et seulement si, (DL/K est nulle,

Remarque. - SEN 5] « 44) montre que, pour toute Z_-—extension totalement ra-
q ([5], p G) aue, Zyoxt ren?
mifiéde L de K, on a (_L_) #K o Ce résultat est une consequence des théoremes

1l et 5: cn effet,

—
o)

b = (0) et @%-x? .
Plus généralecment, WINTENBERGER [ 8] montre que l'adhérence d'une extension de lLie
de X est parfaite. Ce résultat est aussi une conséquence du théoréme 5 : en
effet, une extension de Iie L de K est une extension infinie strictement APF
([81, [2]), ce qui permet de montrer que 01k = (0) (voir appendice de [4]) ;

ainsi I est narfait,
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4o Corps fermés entre lc complété d'une extension algébrique d'un corps local et le
complété de sa clfture radicielle.
Dans le paragraphe 1, théoréme 2, nous avons montré que si F é&tait un sous-

corps fermé de K contenant K , alors :

o)

FnXcFc (Fnr)? .

Dans le paragraphe 2, nous avons décrit les corps compris entre T et IK_
(proposition 1), lorsque I est une extension algébrique du corps local X . Nous

allons achever le probléme en décrivant les corps fermés entre T et IK_ .

s \
THEOREME 6 [4]. - Soit L wune extension algébrique d'un corps local K . les

corps fermés F tols que L ¢ F < IK_ sont les corps Tkn ou IK_ .

Donnons une idée de la démonstration. Quitte & remplacer le corps de base K par

un Kn , e8¢ L par LKn , 8rfce a la proposition 1, on se raméne au cas ou

(2) FPnIk_ =T et TnkK_=XK.

©

Supposons que F #T . Soit x e TK, nF et x ¢ T . Ecrivons x sous la forme
1y . _ i . _ , mi . . s
(1 ) : x = Zﬁel zi T + Soit x = Zip”eg’”i T" 3 la suite X, converge vers X .
I1 existe une suite de polynomef Pn(X) de TI[X] 1satisfaisant la propriété sui-

vante : pour tout n >1 - Pn(xn) et TP est valeur d'adhérence de la

suite Pn(x) . hinsi T e F, co qui contredit (2) et done F=T .

5« Corps femés de E contenant K .

Le théortme 6 permet de préciser la correspondance entre les extensions algébri-

——
~

ques de K et les sous—corps femés de K qui contiennent K . On a le théordme

suivant,

7/ N\ g
THEOREME 7 [4]s - Soient $ 1'ensemble des sous-corps fermés de K contenant

K, & 1l'ensenble des extensions algébriques de K . Soit +t 1'application qui a

F élément de § fait correspondre sa trace F nK dans & , et soit f 1'appli-

cation qui & L élément de @ associe son adhérence L dans & ., Alors :

(a) £ ot= Tdg

(b) Soit L un éidment de & , Alors :

(L si ®  #(0)
t o £(L) = | L° /K
(IK_ si 0 = (0)
1° /K

\ S 2 03 . ’, 0
ou L~ désigne 1l'extension séparsble maximale de K dans L .

Dénonstratione

(a) Cl'est une conséquence des théoremes 2 et 6.
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(b) Soient Le @ et Me d tels que L =T 3 alors 1° = u® , ainsi (b) est

une conséquence du théoreme 5.

Renarque. - Rappelons que, dans le cas ou K = Q? ([3D

[1]
[2]

(3]
[4]
[5]
[6]
[7]

(8]

f»‘,t:Id%. et t°f=Id€I'
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