DANIEL BERTRAND
Sous-groupes a plusieurs parametres p-adiques de variétés abéliennes

Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 6 (1978-1979), exp. n°9, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1978-1979__6__A5 0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1978-1979, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=GAU_1978-1979__6__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Groupe d'étude d'Analyse ultramétrique 9-01
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
6e année, 1978/79, n® 9, 7 pe 29 janvier 1979

SOUS-GROUPES A PLUSIEURS PARAMETRES p-ADIQUES
. /7 s
DE VARIETES ABELIENNES

par Daniel BERTRAND (™)
[Ecole Polytechnique, Palaiseau]

Résumé. — On démontre la transcendance de chacune des coordonnées d'un point algé-
brique non nul de 1'exponentielle p-adique fortement normalisée sur une variété
abélienne simple & multiplications réelles, définie sur un corps de nombres. On
établit & ce propos un critére de transcendance pour des fonctions analytiques de
plusieurs variables p-adiques.

1. Un critére de transcendance pluridimensionnel.

Soient p un nombre premier, et gp le complété de la cléture algébrique du
corps des nombres p-adiques. On note O son anneau d'entiers, et | | sa valeur
absolue, normalisée par Ip| = p"'l . Pour tout entier n > 1 , on désigne par
#(9™) 1'anneau des fonctions strictement analytiques sur la boule unité o de

c? .

~p
On suppose donnés, dans tout ce paragraphe, n endomorphiSmes T , ees 5 T, du
O-module O tels que, pour tout n-uple v = (vl y see vn) dt'entiers ration-
nels >0 , l'endonorphisme
T\)=v1ﬁ1+.u+\)nﬂn
soit un plongement.
A tout élément v de E? , et tout élément f de #(9%) , on associe 1'élément
T\)f::fo'f\)
de #(9) et le n-uple
~
f=(f°ﬁl,...,foﬂn)

d'é1émonts de #(9%) . On note enfin |v[| = v; + «.o + v 1a longueur de Vv .

Définition 1. - On dira qulune famille {f; , ..., f,} d'éléments de ()

est dtordre arithmétique fonctionnel fini (relativement & m , .o. , M ) s'il
existe un corps de nombres K , d'anneau d'entiers I , et des nombres réels p et

¢ tels que, pour tout élément v de E? , il existe 24 éléments
{Pi,\) ’ Qﬁ.,\); 1=1 ,00ey 2} de I[ij 3 S =1 000y L3 J=1 000y n]j

de degrés totaux € c|[v]|° , de hauteurs < exp(c(l + IVIP))  tels que, pour

(*) Texte regu le 28 septembre 1979.
Daniel BERTRAWD, Centredc Mathénatiques, Ecole Polytechnique, Plateau de Palaiseau,
91128 PALAISEAU CEDEX.
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i=1,.0.,¢e:

~

T\) fi = Pi’\)(fl 9 o0 f,@)/Q’j_’\)(fl 9 coe fz) L]
Un é1ément ( de O sera dit régulier pour {fl y eve ,fi} si, pour tout n-
uple v et tout indice i , il existe une telle représentation de Tv £, véri-

fiant en outre

Q JEQ) ey, F(Q) A0

Le critére de transcendance que nous avons en vue généralise & plusieurs varia-
bles le théoréme 1 de [1].

THEOREHE 1. - Soit {f, , ... , £,) une famille d'éléuents de #(6%) d'ordre

arithnétique fonctionnel fini. On suppose que le corps EKfl g sse fz) a un

degré de transcendance =n+ 1 sur Q , et qu'il existe n dérivations Qp~

linéairement indépendantes de Lie(gg) opérant sur 1'algdbre

g:fioﬂ'j;ixl,..o,,e;j'—-—l,ooo,n] .

Soit ¢ un élément de O, régulier pour {£, 4 «eo, £,} et tel que

)/("
nl(g) g ses nn(g) soient linéairement indépendants sur Qp « Alors, 1l'un an

moins des nombres f; o nj(g) (L1=1, eeey 3 j=1, eeo , n) est transcen-

dant.

La démonstration du théordme 1 est donnée au § 2. Elle repose dlune part sur un
lemme de Schwarz sur les produits, df & ROBBA [6], d'autre part sur 1'énoncé sui-
vant, qui généralise une idée de BAKER et COATES (voir [4], lemme 8.1, et [1],
lemme 2), et améliore, en un point régulier pour {fl y cae fz} , les estimations

de hauteur fournies par le lemme 5.1 de [4].

LEMME. - Soient {fl y voo o fz} une famille d'éléments de #(9") d'ordre ari-

thmétique fonctionnel fini. On reprend les notations qui lui sont associées par la

définition 1. On suppose qu'il existe n éléments Dl y ees o Dn de Lie(gz)

opérant sur 1'algdbre I[?l y eee fﬁ] . Pour tout n-uple o de ' , on note

° l'opérateur ﬂil y see ﬁz“ . Alors, il existe un nombre réecl Y==y(fl,...,f2)

vérifiant la propriété suivante. Soient L1 y see Lz des entiers >0 , de somme

L, H un entier >0 , et P un élément de I[X cee ij de degréd < I; en

1 ?
X, , de hauteur < H . Pour tout couple (o, v) d'élénents de E? , la fonction

F = P(fl 9 eee o f;?,) Vérifie

2 L.
i (] x ~ "
(rg;l Qi,v(fl 10y fﬁ)) D Tv F= RU,v,P(fl 10y fz) +“K‘%h0”rﬁ,v,P D Tv Py
s
SO .
"5
ou les fonctions rn,v,P sont analytiques sur O » et RU V. P désigne un élément

Ve
de I[Xij 3 1=1, eeey b3 =1, ess , n} de degrés partiels §Y(HGH+LiHva)
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en Xil y see Kin , de hauteur majorée par
oll
11 + vyl + LP)YIP exp(yCliol + (2 + MIP))
Démonstration. - La définition 1 permet de construire un élément RO o.p de
- Ve
1[xijj vérifiant, pour i =1, eee , & et J=1, eee , n:
dogy Ry, p € oLyMI®
1J

de hauteur majorée par H exp(3cL(1 + [[VI|P)) , et tel que

A B B .

(M._; Qi’v(fl s eee s £)) T F = Ro’v’P(fl soeee s T 0

Or 1'algdbre I[fi oMy 3 =1, eyl J=1, e,y n] est stable sous
1'action des opérateurs Dl g eee Dn . On conclut au moyen du lemme 5.1 de [4],

joint & la formule de Leibniz.

2. Dénonstration du critére.

On reprend les notations de 1'énoncé du théoréme 1, et on suppose que, contraire-—
ment & sa conclusion, les nl fonctions fi ° ﬂj prennent simultanément des
valeurs algébriques au point { . On peut, sans perte de généralité, se ramener aux
hypothéses suivantes : Les fonctions f, , ..., f,.1 sont algébriquement indépen-—
dentes j; les nombres algébriques fi ° nj(g) sont des éléments de l'anneau I des
entiers du corps K associé, par la définition 1, & la famille {fl yes oy fﬁ} :
enfin, il existe n dérivations Dy 5y eee y, D linéairement indépendantes sur

Qp , opérant sur 1l'algébre I[fl g eee o fz] .

On désigne par N un entier arbitrairement grand, et par Ci 9y eee 5y Cg des

nombres réels >0 ne dépendant que de £y eeey f,% » T g eee y Ty

K et { « Pour tout entier M >0 , on note ﬂM le sous—ensemble de E? formé

Dl’QOO,Dny

des n-uples d'entiers >0 , divisibles par p , et < pM . On pose enfin :
a=(p+1)(n+1)-(3/2); g=(p+1)n; N=(p+1)n+p- (n/2).

Prenier pas (Construction d'un nombre algébrique Z non nul), - Il existe un

é1ément non nul

1
P = X + Z+)\. p>\ ...)\ Xl ce* Xn+-l-
17 Mo+l

<L 1 n+l
de I[Xl y eee Xn+1j de degré total <L = [NB] , de hauteur < exp(c1 ) ,
tel que la fonction T = P(fl s see fn+l) admette les points de l'ensemble

{Tv(g) 5 v e} pour zéros d'ordre 28 = (n%) .

-

Démonstration. — Les applications T, (v e mﬁ) étant des plongements, la condi-~

tion imposée & F revient & exiger que, pour tout élément v de ﬂN , la fonction
Tv F admet le point ( pour zéro dlordre > S , ou encore, d'aprés le lemme du

§ 1L et le fait que { soit régulier pour {fl y cee fz} , que le polynéme P
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vérifie, pour tout v € Ty et tout oce g? de longueur < S,

By o p(E(0) 5 eee s B(0) =0,

ou
R = 2 P R
o, v, P Ay eeeh A AL
xl+...+xn+lsm 1 n+l o, v,X 1 .x o+l
1 n+l
I1 s'agit donc de résoudre un systéme de (S ; M" équations a (L ; 2 T l)

inconnues, dont les coefficients sont des éléments de I de hauteur
< exp(cz(s log S + L(pN)P)) , en vertu des estimations du lemme du § 1 . Le lemme

de Siegel permet dc conclure.

Les fonctions f, , e, Tl étant algébriquement indépendantes, la fonction
F nlest pas identiquement nulle. Soit M 1le plus grand entier tel que tous les
poihts Tv(g) , o v parcourt l'emsemble % , soient zéros dlordre > [(M¥] de

F . Alors, M >N, et il existe un é1lément pn de nM+1 tel que Tu(g) soit zéro
dlordre U < (M + 1)a de I , Comme Tu est un plongement, il existe un n-uple

o de longueur U tel que le nombre
o
g=D T F(C),
v
qui appartient & K , soit non nul.

Deuxiémne pas (Bstimation de |§| )e - Puisque ( est un point régulier pour
{£, 5 een fz} , le lenme du § 1 entrafne :

H(g) < exp(cB(Nn + IMP + U log(1 + U))) &

On déduit alors de la formule du produit sur K° 1la minoration

|g] > exp(- e, M5+9) ]

Des considérations analytiques permettent par ailleurs de majorer lgl . Notons
Cg le maxinum des nombres ‘dTp(Di)l (1 =1 , see , 1n) . Alors, il existe des

s ’ U
elénents ap‘,q’M de Qp , de valeurs absolues < g5 s tel que

g = I° TR = ¥ D" F(g) .

a
WEND, [luflzy BT
La formule de Cauchy entraine, en désignant par |F|® le naximum de la fonction
|F(z)| sur 1l'ensemble ® :
oo U
|0 F(r (8))] < cglF| .

(p9)™
Or la fonction F admet les points de 1l'ensemble produit {Tv(g) 5 Y € Tyl

pour zéros dlordre > [M%¥] . Du théordme 2.3.1 de [6] (lemme de Schwarz sur les

produits), on déduit donc

||

L, - 1L
(6)" <p ‘P‘On <p co .
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En regroupant ces différentes inégalités, on obtient la majoration

lgl < eXP(— Cq MOH-]') ’

qui contredit la minoration de |E| obtenue plus haut. Le théordme 1 est donc dé-

montré.

3. Application aux variétés abéliennes.

Soient K un corps de nombres, p une place finie de K , et Kp le complété
de K en v, que l'on suppose plongé dans QP « Soit, dtautre part, A une va-
riété abélienne définie sur K , de dimension n . L'ensemble A(Kp) des points
K _-rationnels de A est un groupe de Lie p-adique, et les applications exponen-
tielles p—-adiques sur A(K ) définissent, sur un sous-groupe ouvert ®  suffi-

seanment petit de Lic A(Kp) wn méme difféomorphisme strictement analytique :
Bxp ¢+ ®_ -2 AKX
Bxp : O, &)

de ®p sur un sous-groupe propre d'indice fini d_ de A(KU) . Soient alors h
W f

un isomorphisme de K. sur Lie A(K_ ) appliquant 1l'annean des enticrs de Kp
i&

dans Dp et {Xy 4 «ery Xy} un plongement de A dans 1'espace projectif Py o

défini sur K et tel que ap ne rencontre pas le diviseur d'équation XO =0 . 0On

appelle représentation de Exp 1le systéme o = (qi s ses 5 @) de N fonctions

strictement analytiques sur O% définies (pour i =119 eee » N ) par

o = (X;/X) o (Bxp o h) .
(Pour plus de détails sur ces fonctions, voir [3].)
llous nous proposons d'étudier les points algébriques de l'application o , clest—
a=-dire les points de o ol les fonctions Py o9 vee s By prennent simultanément
des valeurs algébriques. On suppose désormais que h est définie sur X . Dlapres
le théoreme 2 de [1], 1'une au moins des coordonnées d'un point algébrigue non nul

de est transcendante. Le théortme 2 énoncé ci-dessous permet de préciser ce
® p P

résultat sous certaines hypotheéses sur 1l'algeébre d'endomorphisues
End) A= Q® End &4 de 4,

et sur 1l'isomorphisme h .

Définition 2. = On dit que A est une variété abéliemne & multiplications
réelles s'il existe un corps de nombres F , de degré égal & n , et un plongement
¢ de F dans Endy & . Quitte & effectuer une extension finie de X , on peut
alors construire une base de Qig_A(K) formée de vecteurs propres pour l'action
naturelle de ¢(F) sur Qig_A(K) . On dira qu'une représentation ¢ de 1l'applica-

tion Exp est fortement normalisée si l'isomorphisme h qui lui est associée
n

P

applique la base canonique de K sur une telle base.
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THEOREME 2. — Soient A une variété abélienne simple & multiplications réelles,

définie sur un corps de nombres, et u un point algébrigue non nul d'une repré-

sentation fortement normalisée de l'application Exp . Alors, chacune des coordon-—

nédes de u est transcendante.

Démonstration, - Nous récapitulons tout d'abord les propriétés de 1l'application

Exp qui seront utilisées plus bas. On reprend les notations de la définition 2, et
on désigne par O, y eee 5 O les différents plongements de F dans Qp . On peut
supposer, sans rcstreindre la généralité, que le corps K contient tous les conju-

gués de F , ainsi que les nombres q&(u) (=1, eee , M) .

(i) Tout élément de Lie A(C , défini sur K opére sur 1talgeébre K[w 00y
~= T"'<p ! 1? 19y
(voir [3], Propriété 2).

(ii) La famille {Ql y eee o ¢N} est d'ordre arithmétique fonctionnel fini rela-
tivement & la donnée de tout n-uple ({m see 4 T d'endonorphisne de o .
1 7 'n
Ceci résulte de la non-nullité de XO sur J_ et des formules d'addition et de

nultiplication régulidres établies, par exemple, dans [5], ¢ 3.

(iii) Soit R 1'ensemble ¢ *(End A n 2(F)) . Pour tout éléuent B de R, on a

dlaprés le choix de h (et aprds permutation éventuelle des composantes de o) s

(o) g
1 L n
EXE ° h(B Zl g eee 9 [ Zn) = L(B)(EXP o h(Zl 9 eee Zn))
(voir également [3], Propriété 4).

L'ensemble R est un ordre de F . Soit {8, , ..., B } wune base de R sur
Z et, pour j =1, ees , n, notons ™. 1l'automorphisme de " représenté par
la natrice diagonale : g;ggﬂﬁgl,...,ﬁgn) « Alors, pour tout n-uple (Yl gesey Yn)
d'entiers rationrels non tous nuls, l'application VI T F eee + Vv, T est un plon-

genent,

Supposons que, contrairement & la conclusion du théoréme 2, 1l'une des composantes
Uy oy oeee , uy de u, soit w_ ., soit algébrique. Posons, pour Jj =1, eee 4 1
(voir [7], Chapitre 6),

il
C
]
el
[+
1l

0) ,

o),

€. = 1 si u. 0 resSpe €. .
3 1wy 70 (resp. ¢ j
V. = u. Si u. 0 respe V.

J J J ? ( P J

et considérons les N + 1 éléments de %(@n) :

Il
N
0]
| d
o
Il

fo(z) =z fi(z) = @i(el g oeee g € zn) (1 <1i<w) .

e

D!aprés (ii) et la définition des endomorphismes T la fanille {fo,fl,...,fN}
est dfordre arithmétique fonctionnel fini relativement a {ﬂl g eee ﬂh} , et le
point v = (vl 9 ese 3 vn) est régulier pour cette famille. D'aprés (i), 1'algdbre
E[fo y see fN] est invariante sous l'action des opérateurs de dérivation

d/ 3z cee B/azn . I1 résulte de (iii), et de 1'hypothése faite sur u, o, que

l ?
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les fonctions fi om (0gigN; 1<35¢ n) prennent sinultanément des va-

leurs algébriques au goint v . Or les points ﬂi(v) y eee s ﬂh(v) sont linéaire-
nent indépendants sur Qp y puisque le carré du déterminant de la matrice

(Bgi Vi3 11, j< n) est un multiple non nul du discriminant du corps F o Le
théordnme 1 entraine donc que le degré de transcendance du corps Eﬂfb,fl,...,fN)
sur Q: est <n . On en déduit (en considérant des fonctions abéliennes conplexes
associées, ou en appliquant le théordme d!Eisenstein aux sérics entidres exprimant
z, en fonction de Xl/XO ) see XN/XO) que le degré de transcendance de

EXfi y see fN) est < n . Mais ceci contredit la simplicité de la variété abée

lienne A (voir (4], ¢ 2), et le théordme 2 est démontré.

L'analogue complexe du théoréme 2 est également satisfait. Nous renvoyons a [2]
pour les corollaires qu'on en déduit sur les périodes de certaines formes modu-—

laires.,
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