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CORPS DE FONCTIONS ALGEBRIQUES

Par Gilles CHRISTOL (™)
[Unive P. et M. Curie (Paris-VI)]

Dans ce papier, nous démontrons un résultat (théordme 2.3) qui peut paraftre un
peu technique. Celui-ci permet cependant de supprimer les restrictions sur 1l'anneau
des coefficients que nous avions dfl faire dans [2] (proposition 6.2), et de montrer
1'équivalence des définitions des éléments algébriques de [27] ou [3] et de [5]
(voir aussi [6]). Par ailleurs, nous montrerons dans un prochain article que ce
résultat est la premidre étape pour étudier la structure de Frobenius forte des

équations différentielles p-adiques.

Soit k un corps valué ultramétrique complet, de caractéristique nulle, de carao-
téristique résiduelle p , et soit f wune fonction analytique, dans une couronne
a coefficients dans k , qui soit algébrique sur k(x) . £ n'a qu'un nombre fini
de zéros dans cette couronne et par suite y est bornée. Aprés normalisation, f
appartient & 1'anneau W (défini § 2, c'est l'anneau W° de ROBBA [5]) qui con-
tient toutes les fonctions analytiques bornées dans une couronne D(O,l—)-D(O,r_)

(r <1) . Comme k(x) ¢ W, le corps k(x , f) = K 1lui-méme est contenu dans W .

W est muni d'une norme qui prolonge la norme de Gauss de k(x) . Notre problime
est de trouver une "bonne base" de X , clest-i-dire un élément e de W tel que

le] =1 et tel que, pour tout g € K , il existe des a, vérifiant
i
g = Zai e |g| =sup|ai| .

Ceci n'est pas possible en général avec a; € k(x) , mais nous obtenons le résul-
tat avec a, € E, ou E est le complété de k(x) dans W (corps des éléments

analytiques dans le "disque générique").

L'étude des corps qui possddent une "bonne base" est faite au § 1. L'extension
résiduelle K/E est ensuite étudide au § 3. Comme, par construction, le corps
K cW n'est pas ramifié sur E , nous sommes amené & montrer qu'il n'y a pas d'ex-
tension immédiate d'une extension algébrique finie de E contenue dans W . Ceci
est trivial dans le cas ou k est discret, sinon nous ne savons démontrer directe-
ment le résultat que lorsque k est un corps algébriquement clos maximalement
complet (§ 4). La théorie de Galois p-adique permet alors de redescendre au cas

général (§ 5)s Le § 6 donne quelques unes des conséquences du théoréme 2.3.

(*) Texte recu le 4 octobre 1979.
Gilles CHRISTOL, 5 allée des Gradins, 91350 GRIGNY,.
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1. Extensions algébriques régulidres.

Soit H wun corps de caractéristique O , complet pour une norme ultramétrique,
de corps desrestes H de caractéristique p . Toute extension algébrique K de H
est munie de l'unique norme prolongeant celle de H . Si f € X , If} <1, nous
noterons T 1'image de f dans le corps des restes K de K . H désignera la
cl8ture algébrique de H et, pour f € H ) Gf désignera un ensemble d'automor—
phismes s de H/H tels que les s(f) , pour s € G, , soient les conjugués de

T (#71) .

Définition. — Un élément e de H est dit algébrique régulier si, pour tout

se€eG ,ona |s(e) —e| = ]e| =1 .

PROPOSITION l.l. - Si e est un élément algébrique régulier de H , il en est de

h
méme de s(e) pour s € G, , et de el pour q=7p . 0n ade plus H(e?) = H(e).

Les automorphismes de ﬁ/H sont continus et conservent la norme. Il vient, pour

s € Ge et t e Gs(e) s
|ts(e) - s(e)| = |s™ ts(e) =] = |e| = |s(e)] =1
s(e) est bien algébrique régulier.
Soit s et t appartenant & G u 1 (tels que t(e) # s(e) ), il vient :
lt(e) - s(e)| = |s_1 t(e) -e| =1 .

Comme

(5Te) - () = 516)? - (@)% = s(e?) - () ,

on a aussi
|s(e?) = t(e¥)]| =1 .

q

En prenant pour + 1'identité on voit que e* est algébrique régulier. Par

ailleurs, e? a autant de conjugués que e , donc a le mdme degrd sur H , et
H(e?) = H(e) .

PROPOSITION le2. -~ Si K est une extension algébrique finie de H , les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

1° K = H(e) avec e algébrique régulier,

20 K/H est séparable, et [K:H] = [x:H] ,

3° K/H est séparable, et il existe e dans K tel que {e'}, 0 <i < [K:H]

soit une base normale du H-espace vectoriel K .

10 = 20 : Soit P(X) = ﬂé@G U1(X -s(e)) =2 a; X" le polynéme unitaire minimal
-Je .
de e sur H . Conne |e| =1, ona ]ail <1 . Posons P(X) = Z:E£ X . I1 vient

P(¢) =0 . P n'a que des racines simples (les (o) ). S'il existeit une décompo~
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sition P =GR, on aurait (R , R) = 1 et, d'aprds le lemme de Hensel, P ne
serait pas irréductible. P est donc irréductible. Autrement dit, e et e ont

méme degré, ce qui montre que X = H(e) et que [K:H] = [K:H] .
La relation
210} = [M,cq, (o - o(e))] = ¢

montre que P'(e) # 0 , clest-ddire que P' #0 , P est donc séparable, il en
est de néne de T{_/ﬁ .

20 =330 ; Soit e € K tel que K = H(e) « Puisque [H(e):H] > [HE(e):HE], on a

K — - - L] . — 1 . . Y y . e
H(e) « Soit f € K , nous avons : f ZOSi{K:H] a; e Quitte & multiplier

par un élément de H , nous pouvons supposer que sup|ai| = 1 . Supposons lfl<1 .
Le polynbue Z-é-i X" de HX] est non nul, et a ¢ comme racine, son degré étant
strictement infériour & [H(e):¥}, il y a contradiction. Donc |f| = supiail .

30 =3 10 : La condition 3° donne immédiatement |e| =1 et W=TH() . 81 P
est le polynféme minimal unitaire de e sur H, P est le polynéme minimal de
e o Comme K/H est séparable, P' n'est pas identiquement nul, donc P! contient
un terme dont le coefficient 3 une norme 1 . Puisque deg P! < [K:H] , la condi-
tion 3° donne

]HSEG(Q)(e -s(e))| = |P'(e)| = sup|coef. de P!']| =1,

donc, pour tout s e G(e) , |e -s(e)] =1 .

Définition, - Lorsque X vérifie les conditions de la proposition précédente, on

dit que K est une extension algébrique réguliére de H .

COROLLAIRE 1.3+ = Si K est une extension algébrique réguliére de L , et L

une extension algdébrique régulitre de H , alors K est une extension algébrique

réguliére de I .

Clest évident sur la propriété caractéristique 2° de la proposition 1l.2.

Au cours de la démonstration de la proposition 1.2 (20 = 30 et 3° = l°), nous

avons en fait établit le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.4, -~ Si K est une extension algébrique réguliére de H , et si

e € K est tel que K = H(e) , alors e est algébrique régulier, et K = H(e)

PROPOSITION l.5. — 8i K est une extension algébrique finie de o telle que

K/H soit séparable, il existe une extension L algébrique réguliere de H conte-

nue dans K telle que I=X.

Soit © un éléuent de ¥ tel que K = H(e) , et soit P le polynéme unitaire
minimal de ¢ sSur H . Nous relevons P en un polynbme unitaire P & coeffi-

cients dans H . Comme E/H est séparable, la racine e € K de P est simple. Le
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lerme d'Hensel indique qu'il existe une racine e de P dans le corps complet
K . Posons L =1t(e) sOna KL 5H(E) =K .Donc L =K est séparable sur T .

Par ailleurs, on a
[L:H] = deg e < deg P = deg T = [K:H] = [L:H] ,

ce qui montre que L est régulidre (condition 2 de la proposition 1.2).

COROLLAIRE 1.6, - Si K est un corps & valuation discréte, une extension algé-

brique finie K de H est régulidre si, et seulement si, K/H est séparable et

K/H est non ramifiée.

Si K/H est régulidre avec les notations de la proposition 1.2 (3° = 1°), pour

f € XK, on trouve : Ifl = sup|ail y 8 € H. K et H ont donc méme ensemble de

normes, K/H n'est pas ramifide.

Réciproquenent, supposons K/H séparable, et soit L 1'extension définic dans
la proposition 1.5 Si K/H cest non ramifide, il en est de méme de K/L . Comme
XK =1, K est aussi totalement ramifiée sur L , cl'est-a-dire K = L et K est

régulicre.

2. Enoncé du théoreme.

Soit k wun corps de caractéristique nulle, complet pour une norme ultramétrique.

k , son corps desrcstes, est supposé de caractéristique p et algébriquement clos.

Zo e n._n - .
Nous noterons W 1'ensemble des séries EQEZ g x, ou « €k, la,| est

borné, et % tend vers O lorsque n tend vers - ® . On vérifie facilement que

W est un anneau, normé par
12 o 27 = supla |

et complet pour cette norme.

PROPOSITION 2.1, — Si H est un corps contenu dans W, alors H <k((x)) (corps

des séries formelles & coefficients dans k ).

Posons
n
O:{Zcznx eV anlsl}

J= {2 &, el lgn' <1}

© est un anneauy et O N H est 1l'anneau QH des entiers de H ., J est un idéal

de 9 4 et TNnH estun idéal de OH . Comme 1¢J, JnH estdifférent de
©, » et est contenu dans 1'idéal maximal My de Op . Si Za x €My, ona
|an| £ IZ an xn| 1 ¢done JNnH= MH . Autremant dit le noyau de l'application
de 0O dans %((x)) , définie par 2 a, ) 2735 X , est exactement Moo
Cette application donne un isomorphisme de H = OH/MH avec un sous-corps de

k((x)) .



805

COROLIAIRE 2.2, - Un élément 2 o x" de W est inversible si, et seulement si,
il existe ny  tel que |2 % xnl = hho' .

Supposons f = 2 % % inversible dans W o H=x(f) est un corps contenu dans
W . Quitte 3, éventuellement, augmenter k (pour que !f| soit la norme d!un é1é-
ment de k ) et a multiplier f par un élément de k , on peut supposer que
|f] =1 y clest=ad~dire que f € QH cO et £¢ MH « Ceci entrafne, puisque
My=JnH, fe0O\J.Ilexiste donc ny tel que |qh0| =1=|f].

Réciproquement, soit ny le plus petit indice tel que Ighol = lfl « Si C& dé-

signe l'anneau des entiers de k on vérifie classiquement que

1+ 2£>n0 qh a;é X

est inversible dans Ak[[x]] cW, % x"0  gtant inversible dans W on en ddduit

we %

% x" est inversible dans W « Par ailleurs,

By % <l = 5w s

ce qui montre que f lui-méme est inversible car W est complet.

Si a est un polynfme & coefficients dans k , le corollaire précédent montre
que a est inversible dans W . Par suite, k(x) cW et, comme W est complet,
le complété E de k(x) (pour la norme de W dite aussi norme de Gauss) est con—
tenu dans W . E est aussi le corps des éléments analytiques dans le disque géné-
rique dans la terminologie de DWORK-ROBBA [4],

Le but principal de cet exposé est de démontrer le résultat suivant.

LA Y
THEOREME 2.3. - Si K est une extension algébrique finie de E contenue dans w,

alors K est une extension algébrique régulidre de E ,

Dans le paragraphe 3, nous allons étudier l'extension X/E et, en particulier,
démontrer qu'elle est séparable. Ceci nous place dans les conditions d!application
de la proposition l.5. En particulier, le théortme sera démontré dans le cas ou k

est & valuation discrdte (cf. corollaire 1.6),

Nous avons alors la situation suivante : L est une extension algébrique régu-
lidre de B, et K est une extension immédiate de L (méme corps des restes et
néme groupe de valuation)e. Dans le paragraphe 4, nous supposons k algébriquement
clos, et nous construisomns, pour chaque f € K , une suite &, d'élénents de L
tels que |f - gn| tende vers le maximum des If - s(f)] lorsque s(f) parcourt
les conjugués de f sur L . Les boules Bn de L , de centre &, et de rayon
lf - gnl , sont emboitées. L n'étant pas maximalement conplet on ne peut assurer
directement que N Bn #d . Nous Supposons donc que k est maximalement complet,
et nous montrons que les & peuvent 8tre choisis dans un ensemble V(N , A, e)
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présentant un certain caractére de finitude sur k o Ceci nous permet de conmstruire
gel B, c L clest-a-dire tel que |f - g| = sup|f - s(f)| un argument du style
lemme de Krasner montre que f 1lui-méme appartient 3 L , donc que K est régu-

liére.

Le théordme étant démontré lorsque le corps de base est l'extension immédiate
maximale (donc maximalement compldte) de la cl8ture algébrique de k , le paragra—
phe 5 montre comment en déduire le résultat pour k Jui-méme en utilisant la
théorie de Galois p=-adique de DWORK-ROBBA.

3. Extensions résiduelles,

K est une extension algébrique finie de E = k(x) . D'aprés la proposition 2.1,
X ck((x)) . Le fait que K/E est séparable découle immédiatement de la proposi-

tion un peu plus générale suivante

PROPOSITION 3.l. - Soit K wune extension algébrique finie de E « X/E est sé-
1/p

parable si, et seulement si, x n'appartient pas & ¥ .

xl/ P nprétant pas séparable sur E 1la condition est nécessaire.

Le corps k étant algébriquement clos, donc parfait, pour &€ k , il existe une

unique racine p-iéne oz]‘ P.ona:
(o #P)/( 5, ¥ - [ /2 <1/ /P HP,

ce qui montre que k(xP) = (k(x))P .

E=k(x) est de degré p sur k(x¥) o si a€ E, on a donc a=Zk=Oakx

avec ak € .E. .
Soit P(X) =2 a; xP*  un polynéme non séparable de E[X] . Montrons que ce nlest

pas le polynfme minimal d'un élément f de X . Sinon nous aurions :

. ] .
_ _ pi _ P ky p opi
o_P(f)_Eaif _Zk=0x Zai,kf

= _ i p-1 k/p _ -
avec aii}f e B . Posons bk = 2 ai,k f= , ona Zk:O bk X _lC/) avec bk € K,
Oomme x/P nt'appartient pas & ¥ , le polynfme minimal de x/P sur ¥ est de
degré p , on en déduit bk =0 ., Les a; n'étant pas tous nuls, il en est de méme
des a, o« I1 existe k tel que les a;

1,]{ i,k
)3 a; f =0 . P n'était donc pas le polynbme minimal de f .
?

ne sont pas tous nuls bien que

k
Cette proposition achdve la démonstration du théoréme 2.3 lorsque k est & va-

luation discréte.

Dans tous les cas, a cause du corollaire 1.4, il est intéressant de préciser les

propriétés d'éléments & qui engendrent K sur E .

PROPOSITION 3.2. - Si K est une extension algébrique finie de E contenue dans
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%((x)) , il existe e dans K tel que :

(1) ¥ =E(e) ,

(11) e exk[x]],

(1ii) e+ xQ(@) =0 ou T est un polynbme & coefficients dans k[x] de degré

[K:E] .

Ce résultat n'est que la transcription d'un résultat de BATEMAN-DUQUETTE [1].

Comme K est une extension algébrique finie et séparable de E , contenue dans
%((x)) , le résultet de BATEMAN-DUQUETTE affirme que K peut &tre engendré par un
élénent de Pisot (PV é1lément) c'est-a-dire un élément © entier sur k[ 1/x] dont

tous les conjugués sont de valuation x-adique positive.

Si R(X) =X + veu + ci(l/k) ) U cn(l/i) est le polynSme unitaire mi-
nimal de 6 sur k(x) , 1'examen du polygone de Newton pour la valuation x-adique
de R montre :

deg cy

x ci(l/x) = avec a; € K[x] et «c .

{xai(x) si i #1
o+ xai(x) si i=1

Nous posons e = 1/8 . Il est clair que E(e) = E(8) =K , et en posant
Ux) = otz ai(x) X, il vient e + xQ(e) =0 .

L'application f —» - xQ(f) est une application de xk][x]}] dans lui-méme con-
tractante pour la valuation =x-adique. Il existe une unique solution de X+xQ(X)=0
dans =xx[x]] qui, par suite, est de valuation x-adique positive. Les conjugués
de e étant les inverses des conjugués de 9 sont de valuation x-adique négative,

cette solution ne peut &tre que e ce qui démontre (ii).

4. Démonstration du théordéme dans le cas ol le corps de base est algébriquement
clos et maximalement complet.

Dans ce paragrapile, nous supposons k algébriquenent clos et maximalement com-
plet. K est une extension algébrique finie de E contenue dans W , et L une
extension algébrique régulidre de E contenue dans KX et telle que K = T (voir

propositions 1.5 et 3.1).

Comme indiqué dans le schéma de la démonstration du théoréme, nous aurons besoin
d'ensembles V(N , A , e) « Nous commengons par construire ceux-ci, et nous en

donnons quelques propriétés.

4.1 : Pour chaque « € kK , nous choisissons un relévement & € k¥ « En particu-
lier, nous choisissons O =0 « Nous posons :

)y e =%

e _:(Q—X n, e

n, o

Si A& est un ensemble fini contenu dans k u ® , nous dirons que a € vy , &)
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si, et seuwlement si, a € E, |a] <1 et il existe A, My oy €k tels que :
?

Ia—)\—lsggr kn,c:en,cxl < |pl
och
Comme k est algébriquement clos, 1'ensemble {1, en,a} powr 1 <n,
&€k uw» forme une base normale de B sur k (théoréme de liittag~Leffler [‘7]).
On en déduit :

Pour tout a € E , |al §1l, il existe A et N tels que a € V(N , A) .
Pour a e V(¥ , 4) donné, on peut choisir les M o ©F A de telle sorte que :

ou bien |a| = sup(|A| , I}‘n,al) , ou bien |a|] < lpI et )\n,d= A=0.

Nous définissons q , puissance de p , telle que [K:L]l=mq avec (m, p) =1,

et, pour a = 2 &%, e W , Nous poserons
Ua = Z an .
“nq
Cet opérateur sert & caractériser les puissances gq-idme de W . En effet, puis-

que | (2 & x4 -2 a;l x4

slpl y powr |a| <1, 1l vient
|va? - ¥ < |p| pour |a| <1
Si ae k(x) , un calcul immédiat montre que

Ua(x) =?11-Z§q a(ex) ,

ce qui prouve que Ua € k(x) « Comme U est continu sur W, ona UL cE,

Nous précisons ce résultat dans le lemme suivant.

LEMME 4.1. - Si ae€ V(Nq , A) , il existe be V(N , 4) tel que

[Ua - b3 < |p]
Pour =0 ou « , on obtient immédiatement ¢

0 si gq/n
Uen o =
? Gy 51 n=Xkq
?

Pour ¢ #0 , « on trouve :

s m+m=-1yn -(ntn)
en,a"‘%n:O( )x" o

m —_~—
clest-a-dire
_s¢n + mq - ly_qn ~-(mg+n)
Uen,d = 2( 1q x o .

Si n=%kg=-4, 0< 4<q, on vérifie
1q=1 k+m-1 ~1= ktm-1 k+m-1
(raaty o ((emobaranlogy  (omcly _ (kiBolye (noq p)
ce qui donne

ve, - o o, ol <ol .

Ny G
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Si a €V(Nq , &) est associé am N,
y &

3 q
va - | g e o O, T A o< ol
Eh 1

= Q ®=0 = X # .

aVeC e o= Meg, POUE A= 00 @ Ob i o= g ”kq-z,a—‘f pour ¥ 7 0,

Comme k est algébriquement clos, nous pouvons choisir pour chaque A, B o une
?

, A, il vient

racine q-iéme. Le lemme est démontré avec

_ oy /a 1/q
b= Mg ket N
cEA

Nous aurons aussi besoin des propriétés suivantes dont la dénonstration facile
est laissée au lecteur :
Si aeV(N, A) et beV(M, A) alors
abe VN + M, 4) et a+beV(isup(N, M), ).

Dans la suite, e désignera un élément algébrique régulier sur E qui engendre

L . La proposition 1.1 montre que el a les mémes propriétés.
Nous noterons V(I , A , e) 1'ensemble des éléments g de L tels que

iL:E]—l i
g€=%_4 a; e avec a; € vy, A) .

ei &tant une base normale de L/E (proposition 1.2), il existe N et A tels

que geV(N, &, e) si, et seulement si, gel et lgl <1

LEMME 4.2. - Soit geV(iq , A, e3) et feW tels que |g=-f3 Svys1,il
existe hev(N, &, ¢) tel que |g- n?| < sup(y, |pl)

Comme |g| €1, ona |f] €1, donc Iqu - fql < |p| « Puisque U n'augmente
pas les normes, on a |Ug - g| < sup(y ’ Ip]) . Posons g = 2 ay ed avec

a; € V(Nq , A) . 51 as= 2 %, ¥ et e=2 €, 2 sont deux éléments de normes

inféricures 3 1 de W , en faisant les calculs modulo |p| , il vient :
Ay _ (Y o B 5 & fRY) o 4 nemgy q _(n+m)q
U(ae?) U(Ldnx Xemx )_U(Zunemx )—-Zdn £r X

m
_ ng q g _ q
_anqx Zemx = (Ua)e* .

1l

Nous en déduisons
lve - Xva, )™ < Ipl
clest-a-dire
|2(va, - a;)e™| < suply, [2) .
Comme eiq est une base normale de L sur E , on a aussi

Ve, - a;| < suly, [p]) .
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D'aprés le lemme 4.1, il existe b, € V(N , A) tel que
RN
Nous posons h = 2 b, ', h appartient bien 3 V(N , A, e) et comme
lhﬂ -2 b% elq| < |pi , on trouve :
It - gl < sup(|vd - a;], [p]) s suply, |p]) .

4.2 : Pour f € K, nous noterons v(f) 1le maximum des |f - s(f)| pour s(£f)
parcourant les conjugués de f sur L . En particulier, on trouve v(f) =0 si,

et seulement si, f e L,

LEMUE 4.3, - Soit f €K et gelL.Ona v(£f) =y(f-g) <|f-gl .51
existe geL tel que v(f) = |f-g| , alors fel.

Soit s(f) un conjugué de f , on a s(f - g) =s(f) - g, ce qui donne, puisque
|s(f -¢)| = 1£-¢l ,
|s(£) - ¢| = |s(£-g) - (£-¢)| s|f-¢l,
ctest=&-dire, pour s réalisant le maximum de |s(£) - £| s
v(£) = y(f - g) < |f-¢g| .
Supposons Y(f) = |f - g| avec f ¢ L, clest-a-dire v(f) # 0 . Il existe
ek tel que |of = |f - gl , clest—d~dire tel que
-1 - -
O#cw (f=-g)eX=T.
Autrement dit, il existe g, € L tel que 1d—l(f -g) - gll <1 ., Dlaprds la
premiére partie, on a
Y(£) = v(f - g~ cg) S|f-g-agl <lal =lt ~¢l =(£),

dtoll une contradiction. Donc f appartient & L .

Dans ce lemme nous avons construit, & partir d'un élément g de L qui
"approche" f , un nouvel élément 81 qui approche encore mieux f . Ie lemme
suivant va préciser cette construction et permettra de construire par récurrence

une suite g  telle que = gn| tende vers Y(f) .

LEMME 4.4. - Soit feK et gel tels que [f| = |g| =1 . I1 existe g €L
tel que

£ - g| < sup{v(D)/z - g7, |3l V9

De plus, on peut choisir N et A ne dépendant que de f , de telle sorte que,

si geV(aw , A, e), il en soit de méue de g .

le degré de f sur L divise [K:L]l=mng . 3i deg f = m' q' avec (m',p) =1

et q! puissance de p, on a q' divise q , c'est-3-dire q' € q . L'inégalité
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sera établie si nous la démontrons avec q!' & la place de q . Aussi, pour simpli-
fier les notations, nous supposerons dans la suite que deg f =nq .

Soit P 1le polynbue minimal unitaire de f sur L . Comme lfl = 1 , nous avons
q-1 i
= x4 Xt :
P(X) = X" + E?zo b X* avec A, €L et |Ai|45 1.
Nous avons
14 [4i] i i] i+ 3
P(X + 2z) = Z;=O P-*(z) X avec P£ (z) = 23( ; ) Ai+j xJ .
Nous posons

_ mqy~1 [mgq-q ] _ x4 o i
X)) = -~ (q_) P (x) = x% + Egzo B, X~ .
Comme ](%ﬁ)l = |m| =1,

3] = [CHTHEFR "9 8

. | <1 .
i i i+mg-q

Par ailleurs nous avons les relations

Eifb P[i](g) (e - g) ™o (£ - )™ B (f -g) X+ &)

!

(£ - 4T [(f - X+g-D+f=s()]
X =1+ (2= 8(0)(f - )]

= (x - 1) 4 ...

Il

En considérant le coefficient de X & 2 dans cette égalité, on obtient
- -1
K ale) (e - &)™ = (N 1% < vl - el ™,

ce qui donne :
lag) - (£ - )% <sv(£)|r-gl%¥tslr-gl%st1.

Comme Q(g) appartient 3 L , donc & V(Nq , &4 , e}) pour N et A convena-
blement choisis, et comme f - g appartient & W , nous pourrons appliquer le
lemme 4.2. Auparavant nous allons préciser la maniére de choisir N et A
J

Comme Bi et eY appartiennent & L , nous pouvons choisir N et A de telle

sorte que 3
(1) B, € V(N , 4, e) pour tout i (0 €4i<gq-=-1)
(11) S e v, &, e%) powr 0 <j < o L:E].
N et A ne dépendent alors que des B, ctest-d-dire de P , donc de f .
Soit ge V(N , 4, e) , clest-a-dire
g = ZEZ;E]—l 2, e avec a € vien , 4) .

On a
gi = 1[L:E]_l a ej
= “5=0 1,3 !

ou a, j est un polynfme homogéne de degré i en les aj , clest-a~dire ou
14
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a, jev(zj_w , A) .

1,
Posons
Y k J_ v kq
Bi._LBi,ke y © _ZEj,ke ’
avee j < q[L:E] , Bi,k et Ej i appartiennent 3 V(N , A) . I1 vient :
H
B. i = ZB. . N k+'j = ’Zq L]
i € ik 21,5 ¢ 2 Bk 21,5 Py, g ©

Comme Jj + k € i[L:E] =i + [L:E] -1 < q[IL:BE] pour i <gq , il vient :
Bi3 %k B, g € V(2iN + N+ N , A) cV(2qN , 4) ,
clest-a~dire Bi g e v(egn , 4, &%) .

Par ailleurs la relation |g = 2 ag* equ < |p| montre que g% e v(awg , 4, &%),

Nous obtenons donc :
og) =g+ 2B, gt ev(ang , 4, &%) .
Le lemme 4.2 permet alors de trouver h € V(2N , 4 , e) tel que
|ae) - n3| < supfy(e)|z - &l%, |3]3,
ctest-a-dire tel que
|8 - (£ - &)Y] < sup{y(s)|f - g%, |p|} .
Comme lf - gl <1, et par suite |h| <1 s on trouve :
I[n - (£ - &)1 < sup{|n? - (£ - &) , |p|} s swpfy(e)|r - g2, |5} .
Le lemme est démontré en posant g = h+g.
Nous montrons maintenant, sous une forme 1légdrement modifiée, l'existence d'une
suite g telle que |£ - gn| tende vers v(f) .

LEMME 4,5, - Pour tout e , £l existe f tel que K =L(f) , |[f] =1 et
1 -e<vy(f) £1 (on suppose ici K #1L ).

Nous choisissons fO tel que K = L(fo) y et nous allons construire par récur-
rence une suite £ ~d'éléments de K tels que |fn| =1, K= L(fn) et

lim Y(fn) =1, ce qui démontrera le lemme.

Le lemme 4.4, appliqué avec f = f, et &=0, montre qu'il existe g, € L tel

que
1 1
|£, - g, | < sup{v(£,) /3, |y Yy <,
. ~1
Soit & ek tel que |o:n| = lfn - gnl . Nous posons f ., = & (fn - gn) .11
est clair que Ifn+ll =1 et que X = L(fn+l) . L'inégalité

Lz 'fn+l - S(fn+].)l = l(’\‘.1-11an - s(fn)l Z lfn - s<fn)l

montre que la suite y(fn) est croissante et bornée par 1 , Soit vy sa limite,
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conne

0 < Y(fn) = 'Y(fn - gn) = % Y(fn+l)
et _
Ya sty

la | = |5, - g | <supfy |p

en passant a la limite on trouve

l/q ’ ll/q}Y ’

0 < vy < sup{y |p

ce qui conduit a Yl/q >1, clest-a-dire & y=1.

4.3 : Démonstration du théordme : Nous allons utiliser maintenant le fait que k

s0oit maximalement complet.

Dlaprds le lemue 4.5, il existe f tel que |f] =1, L =K(f) et
lpll 9 < y(f) <1 (nous supposons toujours K #L ) . Pour tout g€ L, ona
1 v 1 1-1
done pH/3 < ¥(0) ¢ - ¢ 17L/0
dans le lemme 4.4. A partir de g, = 0Oe V(N , A, e) , ce lemme pernet de cons—
truire par récurrence une suite g d'éléments de v(on , A, e) tels que
n

. Nous choisissons N et A associés & f comnme

P I O A PP e L RS PR I
Soit vy 1la limite de la suite décroissante |£ - gn| , on trouve :
v vn)ta gt/
clest-d-dire vy < Y(£) .
Puisque g € v(eN , 4, e) , nous avons :
g =2\ _ + je +c avec c €L, |c| | ol

n i,n m,u,ln °n,«

o, dans la somme, ona 1 <m<2N, «€A et 0<i<[L:tE].

el &tant une base normale de L sur E et em y une base normale de E , on a
|\ m, o1, nl < Ignl . Soit Bm ayi,n (resp. B ) la boule de k de centre
o A - . > —z | <| £
)\m,q,l,n (resp N, L) et a6 rayon |f gnl Pour r >n, ona |f-g, |<|f-g,| »
1] 3 3 -
clest-a~dire lg gnl | £ g, | . On voit que km,g’,i,r € Bm,d,i,n , ce qui
montre B c B . . k étant maximalement complet, il existe A .
m,y,l’ m,({,l,n m,d,l
3
(resp. hl) contenu dans 1'intersection des Bm,q,i,n (resp. Bi,n) . Pour
i i s
z —-Z[}\ + u i °n, u]e c L (la somue est finie),

on a lf - g] <|f - gnl pour tout n , cl'est-a-dire If - gl < v(f) . D'apres le
lenne 4.3, on voit que f € L , clest-3-dire K =1 (contrairement & 1'hypothése).

K était donc une extension réguliére de E .

5. Dénonstration du théoréme dans le cas général.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme 2.3 quand k est quelconque (ctest -~

3-dire k complet et k algébriquement clos).
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Nous noterons (i 1l'extension maximale immédiate de la cléture algébrique k ae
k. Q est algébriquement clos (vérification facile : sa cl8ture algébrique ayant
méue corps des restes et méme groupe de valuation) et maximalement complet (par
construction). De plus, comme Xk est algébriquement clos, on a (= £ =T . Nous
noterons ko le plus petit corps complet tel que EO =k . kO est le corps des
quotients de 1l'anneau des vecteurs de Witt de k .

WQ et EQ désignerons les ensembles W et E construits avec k = Q . Nous
poserons KQ =K ®E EQ . KQ est une extension algébrique finie de EQ contenue
dans WQ (ona KcWec WQ ). D'apres le paragraphe 4, KQ est une extension
régulidre de EQ o

Remarquons que ’E-Q =x) =k(x) =F. 'K'Q est une extension algébrique finie de
T contenue dans T((x)) = k((x)) . Nous pouvons appliquer la proposition 3.2 2
1'extension K./E . Nous introduisons ainsi un élément e de _K?) et un polynbue
Q 2 coefficients dans K x] de degré [E(€):E] . Nous relevons Q en un polynSme
Q & coefficients dans ko[x] et de méme degré. Le polynfme X + xQ(X) , ayant une
racine simple e dans KQ ; & dlaprés le lemme d'Hensel mne racine simple dans le
corps complet KQ qui reldve e . Notons cette racine e . Par ailleurs 1'applica-
tion f — xQ(f) , étant une contraction de xkO[[x]] pour la valuation =x-adique,
a un unique point fixe dans xko[[x]] . On vérifie en passant au corps des restes

que ce ne peut 8tre que e .

Comme KQ/EQ est régulidre et comme f&: E(@) = EQ(E) , le corollaire 1.4
montre que K, = EQ(e) et que e est algébrique régulier sur E5 . Comme Q est
& coefficients dans kj[x] = k(x) cE, e est en fait algébrique sur E .

X + xQ(X) étant irréductible sur E , X + xQ(X) est irréductible sur E ., On a
donc [E(e):E] = [E(e):E], et E(e) est une extension régulidre de E d‘'apres la

proposition 1.2, donc e est régulier sur E d'apres le corollaire l.4.

Considérons alors le groupe G des automorphismes continus de Q/k « DWORK et
ROBBA ont montré ([4], ¢ 8) que, si & Q et si o(a) = « pour tout o € G,

alors &« € k o

G opdre sur WQ par o(2 o xn) =2 O‘(;}gn) x® ., Le résultat précédent montre que,

si feW,, feW si, et seulement si, of = f pour tout o€ G .

Comme (=X , on peut pour chaque « € (i choisir un représentant & dans k ,

les e, N (voir g 4.1) ainsi construits sont contenus dans W , et O‘(en
?

Si ae€Bg, dtaprés le théordme de Mittag-Leffler, on peut écrire :

(]

=e
,a) Ny
a=A+ 2N _e_ .,

Ny N,6

ce qui donne, puisque © est continu,

o(a) = o(A) + Zc()\'n,g) ®nye *
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Si, pour tout ce G, ona a= c(a) , i1 vient 0'(7\ oe) = A , clest-a~dire
n, n, o

}\n’gek, et donc a€E .

Soit fCKCKQnW.Comme feKQ,ona

i
f:za.e a. € B
i 4 i Q!

cette décomposition étant d'ailleurs unique. Comme f € W , on a, pour tout o € G,
f =o0(f) = Zc(ai) et ( ¢* appartenant & x* ko[[x]] donc & W ), clest-a-dire
o(ai) = a; , donc a; €E . Nous avons démontré que K c E(e) . Mais, par ailleurs,

nous avons
[K:E] > [K:Eq] = [KEg) = [E(e):E] = [E(e):E] .
Donc K = E(e) « e &tant algébrigue régulier K est bien une extension algé-
brique réguliére de E .

Nous avons en fait démontré un peu plus que le théorema 2.3 puisque nous avons

donné un éldment particulier e qui engendre K sur E . Nous résunons les pro-

priétés de e dans le corollaire 5, ol nous notons w 1l'anneau des entiers de Xk,

clest-a~dire 1llanneau des vecteurs de Witt de K o

COROLIAIRE 5. — Si K est une extension algébrique finie de E contenue dans

W, il existe e dans K , algébrique régulier sur E tel que :

(i) X = E(e) ,
(11) e exw[x]],

(1ii) e+ xQ(e) =0 , ob Q est un polyndme de degré [K:E] & coefficients
dans Wix:\ .

6. Anneau des coefficients.

Rappelons que Ok désigne l'anneau des entiers de k . Un sous-anneau de O
sera dit séparable s!il contient w et si l'ensemble des normes de ses é1éments
forme une suite décroissante tendant vers O . Par exemple, tout anneau A < @k

noethérien est séparable : clest évident en considérant les idéaux {aeh ;3 | o) <r}

de A .

PROPOSITION 6416 =~ Soit dn une suite d4'éléments de Ok tendant vers O ,

L!anneau Lr[%] engendré sur w par les & est séparable.

%' > € o
Comme %, tend vers O , As est engendré sur w par un nombre fini d'éléments.
w étant noethérien, il en est de mfme de A_ . Par ailleurs, si «¢€ H[‘jén] , il

existe deEAE tel que |q-q€|‘$e,Donc, si !al >¢g, ona Idl =|°‘el . Ae

Notons A 1'anneau engendré sur w par ceux des ¥ qui vérifient

étant noethérien donc séparable, |.u,z£| ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs

supérieures & € , il en est de méme de el , et on voit que l’i"&l] est séparable.
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Remarque : En général E[gh] n'est pas noethérien comme le montre 1l'exemple
n \ Ve ’ 4 >
o =P ﬂn avec 1l =D s Un systeme de générateurs de 1'idéal (maxinal)

{a € W[Qh] s 14 <1} contenant obligatoirement les ¥, Powr g premier,

Si f; est un ensemble fini d'éléments de O (fi €W et ]fil < 1) avec

n . .
fi =2 % ; X » nous appellerons anneau des coefficients des fi 1t'anneau QKfi)
14

engendré sur w par les o g
’

PROPOSITION 642, - Si les f, sont algébriques sur E, w(f;) est un anneau
séparable.

Dtapres le corollaire 5, on sait que E(fi) = E(e) , avec e € xu[[x]] et e
algébrique régulier sur E , clest-a-dire fi =2 a; s oY
H

avec a; 3 € B,
H
la, .| €|f.] €1 . I1 est alors immédiat de constater que w<(f.) = wla. ) « Si,
i, i EAE NS

pour chaque « € kK , nous choisissons un reldvement dans W , le développement de

Mittag-Leffler s'éerit

B, = A .4+ 2 A . e avec € € wilx o
1yJ 1,J 1,0, Ny n,¥ “ﬂ( ))
I1 sl'en suit gque wla. . est llanneau W/ A, . ) . Conme les £, et
e wlay 2 A5 M50, i?
donc aussi les a, . , sont en nombre fini, on sait que les A, . . tendent vers
1yd 1yJyny :

0 , clest-d~dire, d'aprés la proposition 6.1, que Eﬂai j> est séparable,
?

Nous temrminons en appliquant ces résultats & 1'étude des éléments algébriques
([2] et [5]).

Nous partons de la définition de [5] (en fait notre W est le complété du W de
ROBBA, mais cela ne change pas grand chose), Soit ¥ 1le complété de la cléture al-
gébrique du corps des quotients de W , et soit & le complété de la el8ture algé-
brique de E qui est contenu dans ¥ . Nous posons $= & nW. & est l'ensemble

des germes d!éléments algébriques.

LEMME 6,3, — Tout élément de $ est limite d'une suite d'éléments de W algé-—

brigues sur B .

Tout f € & est limite d'une suite £, d'é1éments de ¥ algébriques sur E .,
I1 faut montrer que, si f € W, il en est de néme des fn o Pour cela on recopie

la démonstration du lemme 2.5 de [5].

COROLLAIRE 6.4, - $ est un corps. 8i f e §n 0, w(f) est un anneau sépara-
ble.

Soit f € §, il existe g € W, algébrique sur E , tel que !f - g] < ]gl .
Comme g est inversible dans W (car g—l € BlglcW), il en est de m8me de f o

Soit fe€ $n0O . Pour tout €, il existe fs € W, algébrique sur E , telle

que |f ~ fsl <g o581 ace ﬂﬁf) , 11 existe a € Eﬂfe) tel que la - asl < E
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En particulier, si |a| > €, !a] = Ia . Comme I'L(fg) est séparable, 1(f) n'a

€
gqu'un nombre fini de normes supérieures & € . w(f) est donc séparable.

Soit B 1l'ensemble des fonctions analytiques bornées dans D(0 , 17) . Ona
B=Wnk[[x]] . Par ailleurs, tout élément de W est somme d'un élément de B et
d'un élénent de B (plus précisément d'un élément analytique dans D(O , 17) ).
Pour les problémes que nous traitons, la partie intéressante est celle qui est con-

tenue dans B . Wous appellerons éléments algébriques les éléments de S N B .

LEMME 6.5 = Soit A wun anncau séparable contenu dans Ok y €6 F un A-module

contenu dans A[[xz]] . Nous supposons que :

(1) F conticnt la fermeture intégrale de w(x) dans w[[x]];

(ii) Pour tout f e F, il existe z € A tel que ‘ql = |fl et tel que (f/a)

soit algébrique sur k(x) .

Alors F est contenu dans le complété de la fermeture intégrale de A(x) dans

All=1] .

Soit f € P . Nous construisons par récurrence une suite d'éléments fn de F

tels que fj=f, f ~-f soient entiers sur A(x) , et lfn+l| < Ifn| .

Comme f € F c Al[x]] , i1 existe « € A tel que g = ('f—m € k[[x]] soit
algébrique sur k(x) « Soit Q 1le polyndme unitaire minimal de e sur k(%) , et
soit Q lepolyndme unitaire & coefficients dans w(x) qui reldve Q . Comme
ze€ k((x)), T est séparable (ptoposition 3.1). D'aprés le lemme d'Hemsel, Q a
une solution g, dans le corps complet ko((x)) telle que EO = g . Puisque les
coefficients de Q appartiennent a Q(x) y 8y @& une valuation p-adique positive
done g, € w((x)) « Nous posons g, =g + g avec g € vi(l/x) et ge w[x]].
On constate que g est un relévement de z « Par ailleurs g est, comme o et
g, » un enfier algébrique sur w(x) « D'aprdés le condition (1), & appartient a

F .
Posons fn+1 = fn - % 8 e I1 vient
£ =12 —a el <ol =15 .

Comme %, € A et comme wcAh, SIS est entier sur A(x) . D'aprés 1'hypo-

thése de récurrence, il en est de méme de

(f—fn)+(.;{ng=f~fn+lu

La suite Ifnl = Ioznl est une suite strictement décroissante de normes d'élé-
ments de 1llamneau séparable A . Elle tend donc vers 0 . f = 1im(f - fn) est

bien limite d'éléments de A[[x]] qui sont entiers sur A(x) .

COROLLAIRE 6.6, — L'ensemble des &léments algébriques est le complété de la

cl8ture algébrique de k(z) dans B .
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Soit f un élément algébrique. Quitte & multiplier f par une constante, on
peut supposer que f € O , L'anneau Hﬂf) est séparable d'aprés le corollaire 6.4.
Soit F = %n Hﬂf)[[x]] . On a clairement f € F, F est un w(f)-module. La con-
dition (i) du lemme 6.5 résulte immédiatement de w(x) < E : si g€ w[[x]] est
entier algébrique sur w(x) , alors ge W et esfkélgébrique sur E . Donc

geﬁnﬂ[x]JCF,

Soit geF c %, Dlaprés le lemme 6.3, il existe g algébrique sur E tel que
lg - gll < lg|l « Comme g est inversible damns W (corollaire 6.4), il existe un

coefficient @ de g tel que |of = |g| (corollaire 2.2). Puisque g € w(£)[[x]],

a € w(f) « On trouve que (g/a) = (g;/a) est algébrique sur E =%(x) , ce qui

dénontre la condition (ii).

Le lemme 6.5 appliqué & F démontre le corollaire puisque A(x) < k(x) et
w(f)[x]] =B .
La définition des éléments algébriques, que donne le corollaire 6.6, est celle

que nous avons utilisée dans [2]. Elle est équivalente a celle de ROBBA.
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