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re /
ULTRAPRODUITS ULTRAMETRIQUES DE CORPS VALUES

par Bertin DIARRA (*)

[univ. Clermont-Ferrand-II]

La notion d'ultraproduits d'espaces vectoriels normés réels ou complexes définie
dans [3] par D. DACUNHA-CASTELLE et J.-L. KRIVINE s'applique aussitét aux espaces
normés ultramétriques. Un prolongement immédiat de cette notion conduit & celle

d'ultraproduits métrigques de corps valués, Nous ne nous intéresserons ici qulaux
corps valués ultramétriques.

l. Définitione

Soit (Ki)ieI une famille de corps munis d'une valeur absolue ultramétrique. Con-
(3 z — ' Ve 7z Ve
sidérons le sous-anneau TEGI Ki de 1'anneau produit r&el Ki formé des éléments

a= (a.i)ieI de TTKi tels que supiellail <+ w®,

Soit U un ultrafiltre sur 1l'ensemble I des indices. On définit une seni-

valcur absolue sur l'anneau 1. K.
jel i

en posant, pour tout a = (ai)iEI € TLEI L
!al = 1jmu! ai' .

Cette semi~valeur absolue est ultramétrique.

Le sous-ensemble J de T&el L formé des éléments de semi-valeur absolue
nulle est un idéal.

On dit que l'anneau quotient Fgel Ki/3 nuni de la valeur absolue quotient est

1'ultraproduit des corps valués K, 5 on le note TEGI K./U .

i

Si a= (ai)iEI el 1K ,on note encore par a Sa classe dans nieI Ki/u . On
désigne par | l la valeur absolue quotient sur T&eI Ki/ﬂ de la semi-valeur
absolue | | de niel Ky -

LEME 1. - Soit (Ki)
nétrigue.

L'ultraproduit nieI Ki/u des corps Ki est un corps muni d'une valeur absolue

je ume famille de corps munis d'une valeur absolue ultra-

ultramétrique.

I1 reste a déuontrer que F&el Ki/u est un corps. Or soit a = (ai)iEIenieI Ki/u

différent de zéro ; autrement dit, |a| = limu}ail #0 . Il existe J(a) € U tel

(*) Texte regu le 7 mai 1979.
Bertin DIARRA, Département de Mathématiques pures, Université de Clermont-
Ferrand-II, Complexe des Cézeaux, 63170 AUBIERE.
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que
lal < e <2 Ja] pour tous i€ a(a)
2 il 72 P out 1 .
Donc, pour tout i € J(a) y 8 est non nul, de plus ?f%T < la_ll <-T§r .
Considérons b = (bi)iGI , défini par b, = a{l , i ieJ’a) ot b, =1 si

igd(a) .ona

2
sup; 1|03 € max(ygr, 1) 5
jeT € TgeI Ki o Comme ab - 1 = (Ci)ie
et c; =a; -1 si i ¢ J . a) , il devient clair que |ab - 1| = lﬁmulcil =0 j;
ctest-a-dire ab -1 € d ., On a donc dans T&el Ki/ﬂ,, ab =1,

ainsi b = (bi) IO ;=0 si i€ J(a) ,

On supposera, dans la suite, les ultrafiltres non principaux ; car, si U est

un ultrafiltre engendré par j € I, on a r&el Ki/U,z Kj .

REMARQUE 1. = Il y a une correspondance bijective entre 1l'ensemble des idéaux

maximaux de r&el Ki et 1l'ensemble des ultrafiltres sur I .

Posons pour tout a e T&el Ki ’

‘a’m = SuPieIIaiI H

alors | I est une quasi-valeur absolue sur ||,
© iel

a+ |, <soax(fal, Ib]) et [ab] < la| [v], .

©

Ki s clest-d~dire

Désignons par H Hm la quasi-valeur absolue sur T&eI Ki/u s obtenue par passage

au quotient de | |_; on a

la = i, = infy ]a - bl .

On peut démontrer directenent que H “m est une valeur absolue ; mais on a le

lemme suivant.

LEMIE 2. - Soit a = (a;); 7 €Tl K /U . Alors
|Mb=iﬁmﬂa—ﬂm=lmd%|=|ﬂ.
Soient a = (ai)iel € ﬂ;eI Ki et J € U ; posons ay = (bi)iel ou bi = a;

pour ie€J, b =0 pour i édJ, et a3,= (c, oi ¢; =0 pour i€,

i’/ieT
c; = a; pour idJ s alors
a=ay+ a} avec alt € J .
Ainsi
%ML:iﬁmﬁa—Mmsla—%w—l%h SWEH%"
pour tout J e U . I1 vient que
Ha”m < ianeu supi€J|ai| = llmula | = !al .
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D'autre part, il est clair que |al Ha” . Dtou Ha“ 11mu|a I Ial

COROLLAIRE 1.

(i) L'ultraproduit .ﬁiEI Ki/u d'une famille (K, )1eI de corps valués complets

est un corps valué complet.

FaY
(1i) 8i 1'on désigne par K le comg;été d'un corps valué K ; on a

M. . x. /)" M K U

iel 1

5 o Tt s 4 ! i -
COROLLAIRE 2. - L'ultraproduit TEEI Yi/u d'une famille (Ki)iGI de corps va

lués sphériquement complets est un corps sphériquement complet.

La proposition suivante, analogue au lemme 9 de [1], beaucoup plus préecise que le
corollaire 2, est & rapprocher de la proposition 2.5 de [5]. Comme nous 1l'a suggéré
oralement L, HADDAD, la démonstration que nous en avions donnée en supposant
1l'ensemble I des indices, dénombrable, se transpose dans le cas un peu plus géné-

ral donné ci-dessous.

BRappel. - Un ultrafiltre U sur un ensemble I est dit u»incomglet g'il existe

i < , =
une suite (xn)n20 , X, €U, X , SX vpour tout n >0, telle que Qq;o X, 4.

_ ! N - < . _ _
Alors I = dn;O Y ,on Y = I\Q{n y Y, SY , 3 posoms I, =Y, et In_Yn\Xh_l

si n>1; onaune partitionde I, I = Un>0 In , d'ol une application g de

I sur N telle que, pour tout ne N ,

-1
g (n) = I et I U .

Tout ultrafiltre non principal sur un ensemble dénombrable est w-incomplet. Il

existe sur tout ensemble infini I des ultrafiltres w-incomplets (ef. par exemple

[2]).

PROPOSITION 1. = Soit U un ultrafiltre w-incomplet sur 1l'ensemble I .,

L'ultraproduit ﬂ T K /u d'une famille (K );
est sphériquement complet En particulier T el

1 de corps valués ultramétriques
/U est complet.

1

. Ve . rd - n
Considérons une suite décroissante (B(a , r )) de boules ouvertes de

M K. /u « On a !ap - an+1] <r ; d'ou Ia - a | < L. Yn >n . Puisque

1EI n o n
|a - a | = 1nbeg|a -a - b|m < T, s il existe bn,m e d tel que
RS L & } <r .

n,m'® n

K./Ul telle que dans [,

. n
On peut donc supposer la suite (a )n;O de eI Ki ’

I—IleI i
on ait

= sup a?l <o Ym>n,

1 n Tl
la” - a'|_

1€I|a
Considérons, avee les notations du rappel, une application g de I sur N

N —].
telle que I = Un;O In ou In =g (n)¢dU.Onaaussi I-= Ln u Jn avec
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n
L=U L ¢U, Jn=uk?n+11keu et L nd =¢.

de 1, K. sl'écrit sous la forme
iel i

(an)n;o = (aig(j))(j,i)elxl .

i € I ; puisque

La suite (ap)n>0 = (a?)

-~

nelN,iel

£1)

Posons a, =
i i

Iapl = sup,

@ 1€Iia§_ll <max(laolm ’ 'ro) = o,

on a, pour tout ie I, ]af(l)l < gj; donc a= (ai>iEI € ﬂieI K;
Puisque, pour tout ie I, {a? - ?|<$ lan - Snlm < T,y ¥yn>n,
et puisque, pour tout i e Jn = Ub>n+1 Ik , i1 existe m >n tel que g(i) =m ,

on a

Iar.l-a.g(i)]<r, iied .
i i n n
Mais Jn € U, donc
. n g(i) n _
llmu]ai - ay | = Ia al < r, pour tout nelN .
. . 1on+l N
En particulier, |a - al < Tl < T3 d'ol

n+1l n+1
a ‘,ia

|a" - a| < max(]a® - —al) <z

et

a e (%;O B(an , rn) 4 .

2. Remarques diverses.

(i) Soit L wun corps valué ultramétrique. Posons Ki =L pour tout i eI ; on

dit que r&el L/U est 1'ultrapuissance de L 3 le corps L stlidentifie canonique~
ment & un sous-corps valué de Tgel L/U . L'ultrapuissance de tout corps local L

est égale & L .

(ii) L'ultraproduit conserve les homomorphismes isométriques de corps valués. En
particulier, si la famille (Ki)ieI est constituée de sur-corps valués de L , on

3 o rd (;-_ Q-
a les extensions de corps valués L nieI L/U F&eI Ki/u .

(iii) Posons K = FEGI Ki/U,; désignons par A (resp. Ai) et (resp. ﬂ&)
1'anneau de valuation et 1'idéal maximal de K (resp. Ki) o Soit ”ieI Aﬁ/u
- N
(resp. ﬂieI mi/u) 1l'inage canonique de TQGI Ai (resp. nieI mi) dans 5 Ki/ﬂ.

On a
me ﬂiel :m.i/u c Hid nJUS A

La premiére inclusion et la derniére pouvant @tre strictes comme le montre
1'exemple de 1l'ultrapuissance d'un corps de valuation dense. Plus simplement, on a

le résultat suivant.

Exemple lo — Soit p wun nombre premier ; désignons par v_ 1la valuation p-

adique sur Q . Considérons une suite (pi)iFN S )O ’ 1( telle que limi_,_l_oo Py = 1
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v _(a)
et pour tout i € N , la valeur absolue sur Q définie par !alp- = pip
~ i

Posons gp. = (g' | ‘p ) ;3 soit U un ultrafiltre non principal sur N ; alors

K = rLeN Qs /U est un corps sphériquement complet de valuation dense. Pour tout

1ell, & =%, (le localisé de Z en ppzaet T = pZ() 5 de plus Q< A,

car si a€ g3, a#0, alors IEJ = limu'pz = 1 . En particulier, a0=(p)i€N
est tel que aq ¢ M, mais ay € TEEN mL/U,, done N
= GN 1/u
On voit que aal = c%)ieﬂ_é TLEN l/ﬂ., mais aal € A, ainsi
A;él'l Ai/u.

Le complété de Qpi étant égal a Q@ , notonsﬁgp le corps Qp muni de la
valeur absolue qui prolonge I |pi ; alors K = el gp,l/v. (corollaire 1,
lemme 2), de plus Q? < A

(iv) Lorsque la valeur absolue de chaque K, est triviale, la valeur absolue de
i ?
ﬂieI Ki/ﬂ, est triviale. On retrouve la notion algébrique d'ultraproduit de corps
' ’ .
que 1l'on écrit ﬂieI Ki/ﬁ (efe [6]).

(v) Posons, avec les notations de (iii), I = 1€I A /ﬂ, et N = ﬂ mi/u ;s alors
[ est un anneau local d'idéal maximal 7 : carsi a el et a ¢ ﬂ , l'ensemble
des i €I tels que Iail <1 n'appartient pas & U, donec
tel; lal=la]ll=1}eun,
il vient que ater.

Lorsque M # 3 , le localisé de I' en M est égal & A, et AT est le corps
de fractions de I/W .

Désignons par ki le corps résiduel de chaque corps Ki « On a le lemme suivant.

LEMME 3. - Le corps résiduel de 1l'anneau local I = r&el Ai/u est isomorphe &

' . ’ .
1'ultraproduit niEI ki/u des corps résiduels ki .

En effet, 1l'homomorphisme d'anneaux ¢ , composé des homomorphismes canoniques

ﬂleI A= ﬂieI Ik, --}ﬂieI ki/u , est surjectif. Si a = (a, iier € ﬂieI Ay est tel

que 11ﬂu|ai| =0, il existe Je€ U tel que, pour tout i€ J, lai| <1 ainsi
g(a) = 0 ; d'ol, par passage au quotient, un homomorphisme surjectif y de

I' = ﬂlEI A /U sur ﬂ ki/u dont le noyau ker ¢ =171 .

(vi) La valeur absolue suv TEEI Ki/u peut &tre triviale sans que celles des Ki

le soient.

Exemple 2., - Soit ¢ 1'ensemble des nombres premiers. Consi?érons pour p € F

-V
le corps p-adique g? nuni de la valeur absolue Iapl =p P op j el A= Z
et M =pZ . Soit U un ultrafiltre sur @ , non principal ; puisque pour tout

-1
la| <p~° , on a, pour tout a = (ap) € T%e@ pZ

o € PZy s 0 Z, la!:limulap]=o .
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Ainsi ﬂ ep P pZ /U = (0) 3 1'idéal maximal de TEE@ gp/u est donc nul et la valeur
absolue de gp/‘u est triviale. De plus,
ﬂpepg,p/uﬂ'&) /‘u ﬂ@Q/‘u ﬂ@ 2/U ﬂped,)Ep/*u,

ou P =172 A -
P "P/p"P

3. Ultraproduits de corps de valuations discrétes.,

THEOREME 1. — Soit (K ) oy une famille de corps de valuations discrdtes v,

telles que vV, (K ) = Z , et soit (p, )1eI une famille de nombres réels tels que
0 < p <1

(. ConS1derons sur chague corps K la valeur absolue définie par
a5 )
i

o] = oy

(1) Si limg, py; = 0 , la valeur absolue de ﬂieI Ki/‘u est triviale.

(ii) 8i liny p, = 1, le corps ﬂieI Ki/‘u est de valuation dense.
(iii) Si 0< l_j;mu p; = p < 1, al_?_rs ﬂieI Ki/‘u est un corps de valuation dis-
créete. On a M= ﬂieI mi/u et A= ﬂieI Ai/‘u .

(i) si limg, Py = 0 , on voit coume dans l'exemple 2 que la valeur absolue de

ﬂieI K;/U est triviale.

(ii) Supposons lim, p; = 1 . Fixons pe€R , 0 <p <1l ; ona, pour tout
iel, p; = P s OU ® = (1log pi/log p) >0 et 1imu % = 0 . Désignons par

]
<

n, la partie entidre de l/ui s ona 1/(1+ ni) <o < 1/ni et lim, 1/ni
Soit neN¥, n>1, pour tout iel, n; stéerit de fagon unique

n, = nqi(n) + ri(n) avee 0 < ri(n) < n ; de plus,

g;(n)  q;(n)

= lim

— o q.(n) .
U mi u1+ni u:. i

lim

L
n

Puisque lin, 1/ni =0, il existe J_ e U tel que pour tout ieJ , n<n

ainsi ql(n) #0 lorsque i e J .

Soit (H );ep une famille d‘unlformlsuntes des corps K, . Considéroms
(n) (a(n)) K. /U avec (n) si ie J‘ ot a(n) si
el i & l '
inyn.Pulsque lII.l:pi=pi on a
?
q. (n) . q. (n)
i \n . i . i*i 1/n
I1 vient que a(n) e .« I1 est clair que limn_»_}ml a(n)l =1 . Le corps
. _K./U est donc de valuation dense.
iel i

N.~B. — On a, comme dans l'exemple 1,

AT

=p<1.0na, pour tout i el, Py =P avec

T # Hiel mi/u et A;— e M

(iii) Supposons 0O < ln_mcu P

= (log pi/log p) >0 et 1imu o = 1.
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- C nt 3 —_ T
On sait que T < Hiel mi/u c ﬂieI MU SA.8L a= (ai)ieI e ﬂieI m.i/u ,

puisque, pour tout i€ I, vi(ai)‘; 1,ona

v.(a,)
la,| = p,7 b <
1 1

Py *
il vient que

1imu|ai| S limg ps =p <1l ot ael;

done T = r&eI mi/u .

Soit a€ Aj; ou bien |a|l <1, alors

—

aelc r[ieI Ai/u

v (as)
ou bien |a| = limUJail = linm pa& "1 -1, on a alors, dans R,

U

lin, o vi(ai) =0 3
comme lim, o =1, ona 11mv‘vi(ai) = 0 ; mais vi(ai) € Z pour tout i e I,

donc

0} e U et (ai)ieI € r&el Ai/u .

Il

{fiel; vi(ai)
R - 3 ,
Mnsi ASTL p A/U et A=TL o A/U.
Soit (ni)ieI wne famille d'uniformisantes des corps X, ; alors

I=(0)jer € Moy /0
est tel que

o = limulIIil = lin =p<1.

u Pi
On voit que IIA =T 3 il vient que r&eI Ki/u est un corps de valuation dis-

créte,

COROLLAIRE 1. ~ Supposons lim p; # 0 , le corps valué non discret FEGI Ki/ﬂ

est sphériquement complet (donc complet) lorsque l'une des conditions suivantes est

satisfaite :

(i) Chaque corps Ki est complet.

(ii) L'ultrafiltre U est w-incomplet.

I1 suffit d'appliquer, ou bien le corollaire 2 du lemme 2 (un corps de valuation
discréte est sphériquement complet si, et seulement s'il est complet), ou bien la

proposition 1.

COROLLAIRE 2. — Supposons 0 < lim p <1 .

Le corps résiduel k du corps de valuation discrete X = F&

|\ ' . [; ’ .
phe a l'ultraproduit ﬂiEI ki/J des corps résiduels ki des corps Ki .

eI ai/u est isomor-

——v—

C'est une conséquence immédiate du lemme 3, car A = ||

(et Ai/u et M = iQI Jr;l/u .
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Remarque 2. - Le corollaire 2 n'est plus vrai si limu p3 =1 ¢ Fn effet, on a vu

1 - . ’
dans l'exemple 1 que Q < A, tandis que le corps résiduel de F&eﬂ_g(p)/u est

égal a
”ieggp/“ =F .

Ceci montre si besoin était, que la notion, de caractére métrique, d'ultraproduit

de corps valuds définie ici est différente de celle donnée dans [1].

COROLLAIRE 3+ - Supposons O < lim =p<1l.

9 Pi

Soit o, un systeme de représentants dans A, du corps résiduel k., de K; .

(1) L'image canonique T, ci/ﬂ, de T, o dans K = TEGI Ki/U., identique a

iel iel
1'ultraproduit d'ensembles TEGI ci/U,, est un systdme de représentants dans
A= r&EI Ai/ﬂ. du corps résiduel k de K .

(ii) Soit I; une uniformisante de K, . Si r&el Ki/ﬂ, est complet (cf. corol-

-

laire l), alors tout élément e de r&el Ki/U, s'écrit sous la forme unique

a=2 % ", o nyez, ae€ Mgo,/U pour n2-ny et 0= (1)

iel *

Exemples 3. - Soit L wun corps de valuation discrete complet, et soit (K )1eI

une famille d'extensions finies de L de degrés ng et d'indices de ramification
e, = [lel IL |] « Considérons sur chaque K 1'unique valeur absolue qui pro-
ey <+ ® et ﬂ Ki/ﬂ, est complet de

U iel
valuation discrete, ou bien limg ey = + @ et r&eI Ki/ﬂ. est sphériquement com-

longe celle de L . Alors, ou bien 1lim

plet de valuation dense.

—

(a) Si llmuni =+ o et si I est dénombrable, on voit que T&el Ki/u est une

extension transcendante de L (cf. [4]).

(b) Si limuni <-t.w , 8i le corps résiduel 4 de L est infini et si I est
dénombrable, alors r&eI Ki/U, est encore une extension transcendante de L . Par
contre, si £ est fini, T&eI Ki/v, est un corps local extension finie de L « On
sait (cf. [7]) que si L est une extension finie de QP , le nombre des extensions
de L de degré donné est fini ; tout ultraproduit de tels corps est donc un de ces

corps.

4, Ultraproduit p-normalisé des corps p-adiques Q? .

Soit ® 1llensemble des nombres premiers., Considérons pour p € @, le corps p-

adique et le corps des séries formelles de Laurent F X u P = Z2/vZ .
que  Q P e Lauren A?(( o)) o By 2/vZ

Soit p€R , 0<p<1lj;on c?nS}dere sur g? resp. F ((Xp))) la valeur

absolue p-normalisée |a_| P . (resp. |S | = » (Sp ) , ou o (resp. wp)
est la valuation de (resp. ((X ))) 301t 11 un ultrafiltre sur €, non
principal ; les corps K Q?/il et §p = @'~p((x ))/U sont complets, de

valuation discrete, et ont le uéme corps r981duel g_: bep Ap/tl (corollaires 1l et
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2 du théoreme 1).

THEOREME 2. -~ Les corps de valuation discrete, complets K@ = T%e@ Qp/u et

§p = ﬂée@ A?((X ))/U sont isomorphes. En fait, chacun de ces deux corps est isomé-
triquement isomorphe au corps des séries formelles de Laurent k((X)) muni de la
valeur absolue lSIp = pW(S) , o w est la valuation de k((X)) .

(1) Puisque F_ est un systime de rep®ésentants dans E?[[ p]] du corps rési-

duel de Ep((X )/ , on déduit du corollaire 3 du théoréme 1 que k = r%e@ F /ﬂ, est
un systéme de représentants dans ﬂ p L [[X 11/4 du corp§H5651duel de S , et
que tout S = (Sp)peoa

€ §p s'écrit de fagon unique S = 2 o x* ou o €k
et X = (xp)pe@ . D'oh 1'identification de S = & k((x)) .

N==I1g

(i1) Soit A_ = fge@ z /U 1l'anneau de valuation de Kp . On sait (cf. [1]) que
le corps k = et Lp F /ﬂ, est de caractéristique zéro. Il existe donc (ef. [8],
prop. 6, chap. II) un sous-corps de représensiants C A isomorphe & k tel que
Ap est isomorphe 3 C [[X]], donc & Xk[[X]] (cf. EB], théor. 2, chap. II). I1

vient que les corps Kp et E((X)) sont isomorphes.

Remarque 3. — Soit Kp un sur-corps valué complet de Q? de valuation discrete,
de corps résiduel k_ . Si la valeur absolue de chaque K_ est p-normalisée,

alors comme ci-dessus, -ﬁpe@ Kp/ﬂ, est isométriquement isomorphe & (I] ber p/U)«X))

Remarque 4. — Le théordme 2 ci-dessus est 1l'analogue du théoréme 4 de [1]e La
démonstration du théortme 1 (resp. du théordme 5) de [1] sur les équations diophan-
tiennes se reproduit ici, & quelques modifications prés, en s'appuyant sur le

théoréme 2.
Remarque 5. = Soit (p )pe@ <Jo, 1(.

(1) si 1imp=o,alorsﬁ Ju =Tl p fu=T_ P ((x ))/u.
U "p Qp Pe® ~p pef ~p

(11) si 0 < limg, pp <1, les corps r%e@ gp/u et ﬂpe@ “P((AP))/H' sont iso-
morphes 3 k((X))

(1ii) si ling pp = 1, les corps ﬂpe@ g?/u et I ep ‘P (X ))/U sont sphéri~
quement complets, de valuation dense ; leur corps résiduels contlennent chacun k ,
et sont distincts de k . Ces deux corps ont-ils méme corps résiduel ? Auquel cas,

ils seraient isomorplies.
Soit K un corps 3 on désignera par K le cléture algébrique de K .

La valeur absolue p-normalisée de stétend de fagon unique en une valeur ab-—
solue sur Q? . Désignons par gp le complété de ép ( C est indépendant de la
p-normalisation de la valeur absolue de Q )« Puisque @ est dénombrable, si U
est un ultrafiltre non principal sur @ , l'ultraprodul‘c ﬂ @ QI)/U est sphérique-

ment complet (propoultlon l), et est égal & ﬂ /u (corollalre 1 du lemme 2).

pef ~p
On pose F e é:9/‘11 = ﬁ?/u « Le groupe des valeurs prl de ;5 est égal
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~‘.
On voit que Zp ultraproduit de corps zlgébriquement clos est algébriquement
clos 3 I' contient une cl8ture algébrique Kp de Kp = rgep QP/H'Q‘EK(X)) , ol

kK = ﬂpep gp/u, et aussi le complété K. de

—_—

« On a

Q

K
~p
::p"'.

I ~Ade

= |k

o 3 .
Puisque |I'] = R, le corps

47 47

n'est pas une extension immédiate de X

4

~a

(reS « K .
p ﬁp)

~

Le corps résiduel de XK donc aussi de K. resp. Q) est k (resp. F .
: g £, (vesp. G)) oot € (rosp. F)
Soient Ap 1l'anncau des entiers de C_, et M_  son idéal maximal ; puisque A

Lo - ‘ . ’-’ .
est henselien, on voit que 1l'anneau local F%e@ AP/U. d'idéal maximal r%eﬁ)Mp/U
est hensélien et contient donc un sous—corps de représentants isomorphe a son corps
F /U . On voit de la méme manidre que 1'anneau des entiers de Ep

®~

contient un sous—-corps de représentants isomorphes au corps résiduel ﬁb de Ep .

On a les inclusions E_c r%e@ ip/ﬂ,c ﬂ% ; ces inclusions étant strictes. le corps

résiduel ﬁ
pe

A

Ep est donc, & tout point de vue, beaucoup plus "grand" que Kp . Tenant compte du

fait que g; = LL>1 ET«XL/H)) , on peut énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 2.

(1) Le complété XK' de la clbture algébrique K de K , sous—corps de [
e = e P«

est isométriquement isomorphe au corps EK(X))Q des séries formelles Zﬁ_o dj x Y

& coefficients aj dans E_ et & exposants rationnels qj finis ou formant une

suite strictenent croissante dans Q .

(ii) Il existe dans Ep une complétion sphérique de K; , isomorphe au corps

S(K , Q) des séries formelles & coefficients dans k ot & exposants ratiomnels.

Remarque 6. — On voit facilement que si 1l'on pose pour tout n > 2,

En=ﬂP€6:’En/u’
p
alors En est une extension cyclique de k de degré n ; de plus E_= qul gn .

On en déduit que le corps k est quasi fini (cf. [8], chap. XIII, § 2). On peut
donc associer au corps de valuation discrite Kp = r%e@ Q?/u une formation de
classes (cf. [8], chap. XIII, § 4).
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