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COHOMOLOGIE FORMELLE

(d’ après WASHNITZER-MONSKY)

Patrice PHILIPPON

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
6e année, 1978/79, n° 19, 6 p. 23 avril et 14 mai 1979

[Ecole Polytechnique, Palaiseau]

Résumée - Le but de cet exposé est de décrire une partie des articles "Formai coho-
mology", écrits par G. WASHNITZER et P. MONSKY, et dans lesquels ils se proposent
d’interpréter de façon cohomo logique la démonstration de B. DWORK de la rationalité
de la fonction zéta de Weil et d’avancer vers les conjectures de Weil.

1. Introduction.

Soit V une variété projective, non singulière, sur F = k (corps fini à q

éléments), et soit A = k[Xl ’ ... , X ]/S(v) l’anneau des coordonnées de V .

( S(v) est l’idéal de définition de v ). Ici, q = p est un nombre

premier fixé.

Posant k = F s ( corps fini à qS éléments), et si 1l est le nombre de points

ks-rationnels de v , on a une bijection entre k ) et v(k ) , ce qui
implique que N est égal aussi au nombre d’homomorphismes de A dans k . Dans
[7], A. WEIL a introduit la et conjecture
dans un premier temps que -r- est une fonction rationnelle.

B. DWORK a démontré cette assertion (cf. B. DWORK end P. MONSKY [4]). Il

procède en deux étapes :

1° On démontre la méromorphie dans C . C’est-à-dire que :

où 03A310 ci ti et d. ti convergent pour tout t dans C . (C désigne
le complété de la clôture algébrique du corps des nombres p-adiques).

2° Application du critère de Borel-Dwork de rationalité d’une série.

La démonstration de la première étape repose sur l’expression de Ns sous forme

d’une somme alternée de traces de puissances s-ième de certaines Matrices

infinies". On déduit alors, de l’identité algébrique

(où M est une matrice finie), par passage à la limite, que est quotient

(~‘~ Texte reçu le 27 juin 1979.
Patrice PHILIPPON, Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique, Plateau de

Palaiseau, 91128 PALAIS EAU CEDEX.
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de deux séries entières convergeant sur tout C .

D’autre part on montre facilement que, Çft) E Z[[t]] , et on peut donc appli-
quer le critère de Borel-Dwork qui nous donne le résultat.

C’est cette expression de N 
s 

comme somme alternée de traces de puissances de

"matrices infinies" qu’il faut voir comme un résultat cohomologique, à savoir un

théorème de points fixes de Lefschetz.

Avant d’aller plus loin signalons que les conjectures de Weil, dont nous parlons

ici, ont suscité beaucoup d’intérêt, et l’on pourra trouver dans B. Mazur [3] un

exposé historique des travaux qui leur ont été consacré.

2. Complexe différentiel formel et cohomologie.

Nous allons construire une cohomologie formelle du type de De Rham, et pour cela

il nous faut définir un complexe de formes différentielles formelles.

Mais en caractéristique p, du fait que des formes différentielles du type

dX ne peuvent être intégrées, les espaces de cohomologie construits seraient

de dimensions infinies, et l’on ne pourrait pas définir la trace d’opérateurs

agissant sur les 

On repasse donc en’ caractéristique zéro en considérant k comme le corps rési-

duel d’un anneau complet, non ramifié, de valuation discrète et de caractéristique

zéro, (R, (TI)) où n est une uniformisante. On relève ensuite A en une R-

algèbre Aoo complète pour la topologie 03C0-adique et plate sur R (cf. [2]). Mais
même dans cette situation, des formes différentielles du type 1~ pn dX ne

sont pas exactes car après intégration formelle on a perdu la condition de conver-

gence.

Aussi se restreint-on à des sous-algèbres A "faiblement complètes, finiment

générées" de A 00 (en bref on dira que A est une algèbre fcfg ).

Plus précisément on a la définition suivante :

DÉFINITION.

(i) A est dite une sous-algèbre fcfg ~ Aoo si, et seulement si,

tel dO 

où (X , ... , Xn) est un ensemble fini, fixé d’éléments de A , appelés généra-

teurs faibles de A.

(ii) 1 est dite avoir un relèvement très lisse, s’il existe une sous-algèbre

fcfg de Aoo telle que A ~ A/rrA .

Un exemple intéressant est quand T = k(Xl ’ ... , X~ , on a, 
et on note ... ,Xn} la sous-algèbre fcfg de A 00 engendrée par les
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(x.) . Le théorème 2.2 de [5J montre alors l’intérêt de cet exemple, il s’énonce :

{A est une algèbre fcfg)

- iÀ est l’image, par un homomorphisme, de pour un certain nJ .

On démontre que si V est une variété non singulière, irréductible, alors A

admet un relèvement très lisse, A .

Dans ce cas y en posant CT = A et il = quotient du module libre engendré par
les symboles (Af ; f e A) et du sous-module engendré par les éléments de la

forme :

0394(f + g) - où f, g ~ A et 

on appelle complexe des formes différentielles formelles sur A , l’algèbre exté-
rieure Q* du La différentiation est donnée par df = ~ ,
f e 0° , puis prolongée ensuite, de façon unique à dP . Le complexe ainsi cons-
truit est unique à homomorphisme près.

On pose D(A) = que lIon appelle complexe des formes différentiel-

les continues sur A .

On a alors le théorème suivant (Théorème 4.5 de [5]) :

THÉORÈME. - A est une R-algèbre fcfg ; soient ... , Xn) ses généra-
teurs faibles, alors :

(i) D(A) est un A-module de type fini engendré par les dX. (mais pas néces-
sairement libre),

(ii) D(A) est une algèbre extérieure libre sur D(A) .

On définit alors la cohomologie formelle d’une k-algèbre A admettant un

relèvement très lisse sur (R, (n)) comme étant la cohomologie du complexe dif-

férentiel (D(A) , d) .

Il faut vérifier que cette association est, d’une part indépendante du choix du
relèvement très lisse de A , et d’autre part qu’elle est bien fonctorielle. Pour
cela on a le théorème 5.6 de [5] :

THÉORÈME. - Soient,

C = catégorie des k-algèbres admettant un relèvement très lisse sur (~)) ~
C = catégorie des complexes sur K. (K = R 0 Q) .

L’association
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est un foncteur.

4. Opérateurs de Dwork et traces.

Dans [6], P. MONSKY introduit la notion d’opérateurs de Dwork et pose la défini-

tion suivante :

~ 
2014

DEFINITION. - Soit A un relèvement très lisse de A , et F un endomorphisme

de Frobénius de A un relèvement du Frobénius de A ) , et M un A-

module de type fini.

Les opérateurs de Dwork sont les éléments de M , M) ou alternativement :

Un opérateur de Dwork a sur M est une application de H -~M , vérifiant :

Si A = RtX , ... , X} et F(Xi) = Xqi (q=Card k) (cas utilisé par B. DWORK

dans sa démonstration de la rationalité de la fonction on a l’opérateur de

Dwork canonique sur A :

et on a 
~ ~ 

X.~) = q~*~i X~ , si q divise tous les c~
~ ~L~(e(K , X. )=0 , sinon.

Considérant d’abord la situation où A = R{X1 , ... , Xn} et M un A-module

libre de type fini y P. MONSKY démontre que l’on peut associer à un opérateur de

Dwork sur M une série caractéristique et une trace. Utilisant des résolutions

libres de A-module de type fini et quelques résultats sur les opérateurs normaux,

P. MONSKY associe à tout nodule M de type fini sur une algèbre fcfg A , une

application trace additive, définie sur l’ensemble des opérateurs de Dwork sur M .

On peut alors appliquer ce résultat au cas où A = ... , X~ et

M = en utilisant le théorème 8.5 de [5] :

THÉORÈME. - Si A = ... , Xn} et F(Xi) = Xqi (q==Card k) . L’application

TrA/F(A) se prolonge en une application notée ; SA/F(A) : D(A) ~ D(F(A)) . Et

1~ opérateur 9==F~ ~Tr~/p/~ se prolonge à D(A) , en F" o S~p~~ , ~t_
vérifie :

(i) e est R-linéaire et 03B8(F(a).03C9) = a.03B8(03C9) , 03C9 ~ D (A) , a ~ A,
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Grâce aux propriétés et on peut poser la définition suivante :

,

DEFINITION.

et l’on a

Muni de ces outils P. MONS KY démontre aux paragraphes 3 et 4 de [6J le théorème

de points fixes de Lefshetz suivant (théorème 4.5) :
.. " 

,

THEDREME. - Soit à une k-algèbre admettant un relèvement très lisse xur R et
toutes ies composantes sont de_ même dimension. Alors 1a somme alternée des

traces de 6,&#x3E; sur les ui est égal au nombre d’homomorphismes de A dans k

qui est aussi le nombre de points k-rationnels de la variété affine associée.

On retrouve ainsi la démonstration de B. DWORK de la rationalité de la fonction

zêta, et on utilise le cri tère de Borel-Dwork pour conclure, ce qui ne serait pas

nécessaire si l’on pouvait démontrer que les IÇ sont de dimensions finies sur
- or

K (on sai t que el est vrai dans le cas des courbes, et dans le cas général on sai t

que Éor est de dimension finie et aussi H1For dans le cas 

variété projective non singulière).

Dans les paragraphes 5 et 6 de [6J, P. MONSKY poursuit son étude et en déduit
une démonstration de la rationalité des fonctions L de Artin.

.;’ ,.
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