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FONCTIONS ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES
SUR CERTAINS CORPS VALUES AU SENS DE KRULL

par Yvette PERRIN (*)

[Univ. Clermont-Ferrand ]

Dans un exposé précédent [3], nous avons présenté une notion générale des fonc-
tions analytiques d'une variable sur certains corps valuéds au sens de Krull. Nous
nous proposons ici de généraliser cette théorie aux fonctions de plusieurs varia-
bles.

Rappelons ce que nous entendons par "certains corps valués au sens de Xrull',

Si 1l'on considere les corps valués les plus généraux, cl'est-i-dire les corps mu-
nis d'une valeur absolue prenant ses valeurs dans un groupe totalement ordonné de
rang quelconque, ceux sur lesquels une analyse non triviale est possible se répar-—

tissent en deux groupes :

Le premier est constitué des corps dont la charpente [1] du groupe des valeurs a
un plus grand élément, c'est en particulier le cas des groupes de rang 1 dont la

charpente n'a qu'un élément.

Le deuxiéme est constitué des corps dont la charpente admet une suite cofinale

dénounbrable.

Le premier cas conduit & une analyse trds proche de l'analyse ultramétrique clas—

sique. Nous nous placons uniquement dans le deuxiéme cas,

Nous considérons donc un corps K mnuni d'une valeur absolue | | dont le groupe
des valeurs I , totalement ordonnd, admet une suite cofinale dénombrable de clas-—
ses de comparabilité. Nous supposons de plus K complet et algébriquement clos. Le
fait que ' ait une suite cofinale de classes de comparabilité implique que
1'anneau & de valuation de K ait une suite décroissante d'idéaux premiers d'in-

tersection {0} .

Nous nous donnons pour toute la suite de l'exposé une telle suite d'idéaux, strie-

tement décroissante, (@K) , telle que

llnlk_m| ‘PKI =0,

Iﬁyl désignant 1'élément du couplété de Kurepa f ae T correspondant & la

classe inférieure de la coupure de I , définie par {|x| ; x e @k} .

Nous désignons par &@ 1t'anneau des fractions de O défini par @K , et par
K
*
(") Texte regu le 11 juin 1979.
Yvette PERRIN, Mathématiques, Université de Clermont-Ferrand, Complexe des
Cézeaux, Boite postale 45, 63170 AUBIERE.




1702

Kp son corps résiduel.
K

Soit n un entier strictement positif. (I u {O})n , et '™ é&tant muni de
1'ordre produit, on défini sur K®  une application, que 1l'on notera encore l | ’

et appellera valeur absolue, & valeurs dans (I u {O})n par

si x = (xi)lgign .

=l = (=) gen
Si rel® et ac€k , on appellera polydisque de centre a de rayon r , l'en-

semble D(a , r) des x €K tels que |x -a|l <r .

Enfin, 8i o= (Gi) e M est un nulti-indice, et X = Xl cee Xn une famille
d!'indéterminées on notera
&
o 1 %
ol =2 o, X¥=X7 e X
et, si y ek,

W:Z

Q.

o _T o, *

3 % Yy et yo=th v o
Une série de Taylor converge soit partout sur X , soit presque nulle part,

clest-a~dire seuleuent sur certains hyperplans

H = {x e K ; x5 = 0}

i étant tel que il existe Q € N tel que, pour tout « > % on ait % #0 .

Le problime du prolongement de la somme de telles séries ne se pose pas. Nous
allons essayer de définir sur certains sous-—ensembles de K une famille de fonc-
tions que nous appellerons analytiques et qui comprendra les sommes de séries de
Taylor et de Laurent convergentes sur de tels sous-ensembles. Nous demandons & ces
fonctions d'8tre de classe € et de vérifier le principe du prolongement analyti-
que. Comme en analyse ultramétrique classique nous définissons ces fonctions & par-

tir des éléments analytiques.

l. Ensembles analytiques.
Définitions. — Soit D une partie de K" , £+ D-—XK est appelé éléuent ana—
lytique sur D si f est limite uniforme sur D d'une suite de fractions ration-

nelles sans singularités dans D ,
Nous noterons H(D) 1'ensemble des éléments analytiques sur D .

Une partie D de K est un ensemble analytique si tout f € H(D) gui s'annule

sur un polydisque contenu dans D s'annule sur D tout entier.

THEOREME 1. - Tout ouvert de K est un ensemble analytique.

Démonstration. — Ce résultat a été ddmontré dans le cas n =1 [3Je Soit D un

ouvert de X°, f un élément analytique sur D , nul sur le polydisque D(x,r) .

Soit (fk)kEN une suite approximante de f . Par la translation x -3 x =X, , on
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peut se mamener au cas ou D contient O, et o f est nul sur le polydisque
D(0 , r) « Soit y wun point quelconque de D\{O} . Montroms que f(y) =
L'ensenble A = {L € K 3 Ay € D} est un ouvert de K . La fonction
7 A -k
A =3 f(Ay)
est un élément analytique sur A , limite uniforme sur A de la suite de fractions
T

rationnelles sans p8les dans A .

r,

Sur le disque D(0 , p) €A, ou p= infie{l’...,n}T;%T ’ £ ) =
i

£y

£7(0)

conduit & définir les fonctions analytiques par prolongement d!'éléments analytiques

vérifie le principe du prolongement analytique sur l'ouvert A4 de K , donc

I

0 pour tout A € A . En particulier, £7(1) =0 = £(y) . Ce résultat nous

sur des familles enchafnées d!'ouverts.

2« Fonctions analytiques.

Définition. - Une application f : D -9 K est une fonction analytique sur D

s'il existe une famille ((%)iEI enchafnée d!ouverts telle que la restriction de

f a chaque Oi soit un élément analytique sur Oi .

Nous allons montrer que le prolongement ainsi défini conduit & des fonctions glo-

balement uniformes, clest-3-dire que l'on a le résultat suivant :

THﬁORﬁME 2 : Principe du prolongement analytique uniforme. — Soi%t (Di)l<i<p une

famille finie dl'ouverts telle que, pour tout

i(1s1is0p) DynDy,, #9 et Dyad #4.
Soit, pour tout i€ {1, «ee , P}, fi € H(Di) . On suppose que, pour tout
ie{l, «eo ,p~=-1}, f; et f;,, coIncident sur D, nD; , « Alors f; et

f_ cofncident sur D, NnD_ .
P 17p
Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons les propositions suivantes :

LEMME 1. - Soit Q(X) = z:a x4 , un polynéme a coefficients dans a@ tel que
Q0) =1 . 8'il existe x € (a@) tel que, dans L Q(X) = 0, alors il existe
ye (6)" telque aly) =0 et |x-y| < (o], e, [#) =07

Démonstration. ~ Ce résultat a été démontré dans le cas n =1 [3].

Soit x = (x ) tel que Q(X) = O dans Kp o

i€{l,.00,n}

Considérons le polyn8me & une indéterminde

QX(Y) Z a, ¥ Y‘ o
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Qx a ses coefficients dans ﬁ@ puisque, pour tout «, a, € ﬂ@ , et x; € a@
pour tout i .
Dans k@ ’ .@C(-i-) =0 [
%(0) =1,
donc il existe A e @ tel que A =1] <|@ , et QX(X) =0 .

e K% tel que, pour tout i, ¥y, = AXx

Soit y = (yl) i i ?

i€(l,e0eyn)
x -y = (|1 = A ]x]), < |®|" et =0 .
|z -y = (] 2 Die(r,.n,n) < 1P y)

Définition. — Un ouvert D de K vérifie la propriété (X) s'il existe

rel™ tel que, pour tout x € D , le polydisque p(x , ) soit contenu dans D .

LEMME 2. - Soit f wun élément analytique sur un ouvert borné possédant la proe

priété (X) et contenant O . f admet une suite approxinante (fk)kEN telle
que :
Pour tout x € D et tout ke N, [£(x) - £ (x)] < el .

I1 existe k. € N tel que, pour tout k >k, , £ € &  (X).
—_— 0 ) k Py

k

- )
Pour tout k >k, , 1'élément £ de kg (X) est irréductible.
Lour tout L cement L Zpy

Dénonstration. — K , étant algébriquement clos, est initialement dense. Il en

résulte que, pour tout polynéme & une indéterminée P(X) = Zﬁ a; X+ , On a 3
\ .
i
Pour tout re T , supilai|r = suplxlsrlP(x)l .
r est une valeur singulidre si, ot seulement si, il existe x tel que P(x) =0
et \x‘ =T
Ces propriétés sont encore vraies pour les polynfmes & n indéterminées., Si
Q(x) = Z& 2, x¥, pour tout re I, ona:
o}
mmJaJr —SmﬂﬂSJQ&)l'
r est valeur singulidre si, et seulement si, il existe =x tel que |x| =1r et
Q(X) =O .
Elles se démontrent conme en analyse ultramétrique classique par récurrence sur

n [5].

Soit D wun ouvert borné de K" contenant O , et possédant la propriété (%)
Soit f e H(D) , et (fk)keN une suite approximante de f sur D telle que, pour

tout x €D,
£(x) - £, ()] < 18] .
Posons f, = Pk/Qk , et supposons q(0) =1 .

On montre alors facilement, & partir des propriétés de la fonction de valuation
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d'un polynbme P , T -3 supx<r|P(x)‘ et, en tenant compte du fait qu'un poly-
disque D(0 , r) est contenu dans D, qu'il existe k, tel que f, € g (%)
X

quel que soit k € I . Donc pour k > k,, f € a@ (x) . !
K
Si fk(X) =(Z& a, x"‘/ZB 1 XB) notons ?k 1'élément de kg (X) , défini par
- - L - K
fk(X) = (Za 8y XGVZB bﬁ xP) s, a désignant la classe de a modulo fk .

k

, |%%|<im%j%}. Dtaprds le lemne

Soit g € K(X) tel que, dans ko x), T = Ek y EL étant irréductible.
K

Soit k Dcd

0 0 =K o Py

précédent, quels que soient x € D et k 2°ko , ) #0 mod @K done

€ N tel que k, >k

£, (x) - g ()] <@ .

I1 en résulte que la suite & est une suite approximante de f sur D .

PROPOSITION le - Si 4 et B sont deux ouverts bornés de K% vérifiant chacun

la propriété (X) , et non disjoints, tout élément analytique sur A et sur B

est élément analytique sur A U B,

Démonstration. — Par une translation, ramenons-nous au cas ou O € A nB , Soit

f e H(4A) nH(B) .

Soient fk une suite approximante de f sur A vérifiant les conditions du

lenme 2, et g, une suite approximante de f sur B vérifiant ces mémes condi~

tions.
I1 existe r € I'" tel que, pour tout x € D(0 , r) et k assez grand, on ait :
| £(x) - fk(x)| < | &
[£(z) - g (x)] < |&]
done
lfk(x) - gk<x)’ < ‘@Kl .
I1 en résulte que, pour k assez grand vérifiant |@kln <r, ?k = Ek dans
k@K(X) . Quel que soit x € B, dans k@n » X n'est pas pble de g en vertu du

lemme 1, et puisque ?k et EL sont irréductibles, X n'est pas non plus péle de

?k . Donc, pour tout x € 3B ,

£, () - g ()] < [P

et par conséquent la suite fk est une suite approximante de f sur AU B .

PROPOSITION 2. - Soit D un ouvert quelconque de K" . I1 existe .une suite crois-

sante (Dk)kEN d'ouverts bornés, vérifiant la propriété (¥X) dont la réunion est

égale & D,
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Dénonstration. = Soit

By

Dl; = D\UXEBk D(X ’ i@Kln) ’

{x € D tels qu'il existe y € Kn\D tel que lx - yl < I@kln}

alors

COROLLAIRE le = Soit (Di)ieI une famille enchatndée d'ouverts. Pour tout i € I,

soit (Di k) la famille d'ouverts associés a Di par la proposition ci-dessus.
14

Alors la famille <Di,k)iEI

keN

Démonstration du théordme II. - 1° Supposons d'abord que les ouverts D sont

est enchatnée.

bornés et vérifient la propriété (X) « Démontrons le résultat par récurrence sur
la longueur p de la chatne <Di)l<iSp .

Pour n = 2 1la propriété est triviale. Supposons la démontrée & llordre n et
soit (Di)lsisn+l une chatne de longueur n + 1 . Posons A, =D, uD, , pour
ief{l, eoo,n}. Ai est un ouvert borné, possédant la propriété (X) . Dtaprds
la proposition 1, il existe un élément analytique g; sur Ai qui colincide avec

f. sur D, et avec £, sur D. « Sur
i i+l

i i+l i+l
Di nD et 8541 colincident avec fi et comme ils vérifient le principe

. Ai n Ai+l contient Di nD
i+l 1 &
du prolongement analytique ils coincident sur Ai n Ai+l « D'aprés 1%hypothdse de

récurrence g et & coincident sur Al n An . Mais Dl n Dn+l est contenu dans

Al n An et sur Dl n Dn+l , gl

20 Supposons les ouverts quelconques et considérons la famille enchafnée (Di k)
14

cotncident avec fl et g, avec fn+l .

définie au corollaire l. Soit X € Dl n Dn , 11 existe une chafne finie (Di ki)
’

ou, pour tout i € {l y eee 5 N ki appartient & une partie finie Ji de W,

telle que x € D n Dn . Alors d'aprés la démonstration précédente

l’kl ,kn

fl(x) = f

llel(X) = fnle (X) = fn(X) .

THﬁOREME 3. - §i f est une fonction analytique sur un ouvert D de K" , elle

admet en tout point de D des dérivées partielles par rapport 4 chaque variable.

Ces dérivées sont des fonctions analytiques sur D .

Ce théortme a $té démontré dans le cas n =1 [3]. Il se généralise facilement

aucas n>1.
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