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POLYNOMES D'INTERPOLATION SUR Z[4]

(a'taprés L. GRUMAN [8])

par Frangois GRAMAIN (™)
[Univ. P. et M, Curie (Paris-VI)]

0. Introduction.

Les problémes relatifs aux séries d'interpolation sont d'un grand intérét en
théorie des nombres transcendants, et sont 1iés aux problémes p-adiques des bases
normales (cf. [2]). Far exemple, on sait que les polynbmes binSmiaux (i) forment
une base normale de 1l'espace des fonctions continues de Z_p dans g—p . Ces polyn8-
mes permettent d'écrire (en complexe et en p-adique) la série d'interpolation de
Newton. Clest ainsi que G. POLYA [12] montrait, en 1915, que si f est une fonc-
tion entidre sur C de type exponentiel < log 2 et telle que f(E) c %, alors
f est un polyndéme. Ces polynbmes, ou les

x(x + 1) eoe (X +n=1) ,

A(X N n) = o1

sont aussi utilisés dans les constructions de fonctions auxiliaires, pour les dé-
monstrations de transcendance ;3 les principales propriétés que 1'on utilise étant
qu'ils forment une base de l'espace des polyndémes, qu'ils envoient Z dans Z, et

R . . . n
qu'ils croissent moins vite que X .

Quand on passe de Z ou Zp 3 une extension algébrique finie K de Q ou de
QP , des difficultés apparaissent. Cependant, Yvette AMICE a montré [1] 1'existence
d'une base normale de la forme

(un - uo)(un - ul) ses Tun - un—l)

Mais sur 1l'anneau des entiers de K , les valeurs prises par ces polynémes ne
sont entidres que p-adiquement, alors que pour la transcendance, on a besoin de

polynémes 3 valeurs entidres. En particulier, dans le cas de Qi) et dae Zi],

by

HENSLEY [9] a montré qu'il n'existait pas de polynSmes jouant le r8le des (i) . L2
aussi, la série d'interpolation de Newton, qui fait intervenir les polynbmes

r%siSn(z - gi) , OU les gi sont les éléments de g£1] ordonnés par module puis

argunent croissants, pernet d!obtenir des résultats. Ainsi, en 1929, A. GEL'!'FOND
montrait [5] que si f est une fonction entidre sur C vérifiant
logl| £]

£(z[1]) « i) et 1lin sup —s—<a,
4 S )

(*) Texte recu le 28 mai 1979.
Francois GRAMAIN, Mathématiques, Tour 46, Université Pierre et Marie Curie,
4 place Jussieu, 75230 PARIS CEILEX 05.
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avec «& de l'ordre de 10"45

, alors f est un polynbme. Mais, si les polynémes
bindmiaux permettent de prouver le théordme de PSlya (& la valeur de la constante
log 2 pres) par la méthode de transcendance de Schneider [14], on ne pouvait pas

obtenir lc résultat de Gel'fond par cette méthode en utilisant les polyndmes "

GRUMAN, 1lui, utilise les polynBues de Lagrange. Ils ne forment plus une base de

1lt'espace des polynfues, mais sont 1liés & un ensemble fini, par exemple
S=Zi}nD(0, r)

et sl'éerivent

ﬂgies,i;’m(z - ¢, - ‘31)—1 .

Ils ont tous le méme degré n = card(S) - 1 , et forment une base de l'espace des
—i—l)

n-i 7’

pour O <i < n) . D'autre part, ils n'envoient pas Z i} dans lui-néme, mais

polynémes de degré < n (Dans le cas de Z , leur analogue est (z:i)(z

GRUMAN montre qu'ils ont un dénominateur commun pas trop grand, de l'ordre de

exp(r2) alors quton s'attendrait a exp(r2 log r)

Les majorations de Gruman améliorent celles de Gel'fond, donc son & . Mais
GRUMAN utilise une généralisation de la transformatioh de Fourier-Borel qui lui
pernet dlobtenir un « encore meilleur, de l'ordre de 1/10. Cette méthode m'a
permis de montrer la transcendance de exp(m) (connue depuis 1929 [6]) et, utili-
sant ses majorations, dlobtenir par une méthode différente une mesure de transcen-
dance de exp(m) [7] du méme genre que celle obtenue par J. F. KOSMA et J. POPKEN
[11], en 1932.

Les polynémes de Lagrange-Gruman permettent d'utiliser la méthode de Schneider
pour prouver le théoréme de Gel'fond. Malheureusement, ils ne semblent pas permet-
tre de prouver l'indépendance algébrique (conjecturale) de m et exp(m) ou
d'améliorer la nesure d'irrationalité de exp m domnnée par la méthode de Baker

([3], chap. 3).

le Les Eolzg&mes de Lagrange-Gruman.

LEMME 1. - Soit D, (j =1, 2) deux disques fermés de rayon T « Si
Ay = card(Dj ngil) ,
alors
/r-
la, - bl s (@+V2)r+ 2.

Remarque. - En fait, on sait que IAl - A2| est un O(r2/3) (ef. [4] et [10])

mais, pour la suite, on a besoin d'une najoration explicite.

Démons tration. = Soit (xj , yj) le centre de D, . Par translation d'un vecteur

de Z[i] et éventuellement des symétries par rapport 3 des droites paralleéles aux
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axes et de coordonnées demi-entidres, on peut se ramener a

OSix=xy-% €5 ot 0Ly =y,-7, <5 .
Soit D! = D, + ix le disque de centre (x2 R yl) et de rayon r . Le passage
de D, & D} fait perdre au plus un point de Z[i] sur chaque droite d'équation
y=n€Z qui coupe Dl , donc au plus 2r + 1 points. De méme, le passage de Di
a D2 fait perdre au plugs 2r + 1 points et on a trivialement IAl - A2| Ld4r + 2.,

Pour raffiner ce résultat, notons S 1'ensemble des droites d'équations y =n
coupant D1 et sur lesquelles on ne perd aucun point en passant de D1 a Di , et
s =card S « Soit G 1'ensemble des droites d'équation y = n sur lesquelles on
gagne un point en passant de D 4 D!, et posons g = card G . Alors, avec des

1 1
notations évidemtes, on a

Ai;Al—(2r+l)+s+g.

Quitte & échanger X et y , on peut supposer Ay < &x . Etudions le passage de
Di 2 D, . Soit © 1le huitiéme de BDi défini par

2

Di,"““—\"\ o=203!n{x<x - 3 yvy<y.}.

p 1 S Y P 1
| \\; Considérons les droites d'équations xg-rsX=nsx2-;7% .
! ) Si on perd un point (g , N) sur une de ces droites,

o& i ) ot ctest que sa distance '"verticale" (distance comptée pa-

\\h" &/’ ralldlement 3 1'axe imaginaire) 3 ¢ est < Ay < 1/2 .

CL ",’ Mais, sa distance "horizontale" & ¢ est < & sa dis-

tance '"verticale", done, comme AOX & 1/2 , on n'avait
pas perdu de point sur la droite y =T , en passant de D, & D} , et {y=} € S.
Par suite, sur ces droites, on perd au plus s points. Considérons maintenant les
droites dl'équations X, + r/JE £x =n< X, + T . Si on perd un point sur une de
ces droites, clest que Ay est supérieur & la distance "verticale!" de ce point a
¢! = 3Dl n {x > X, + r/JZF; v < yl} ; donc Ix est supérieur & la distance
"horizontale" de ce point & ©'!' , et ce point avait été gagné dans le passage de

D1 a Di . On perd donc au plus g points sur ces droites. Les autres droites

Nverticales" & considérer sont en nombre au plus rAN2 + 1 o On obtient ainsi

A22Ai-r'V—é-l—s-g2Al—(2+\/E)r—2.

On montre de mani®re analogue la méme minoration pour Al - A2 en utilisant le

disque de centre (xl , y2) et de rayon T .
CeQeFoDe

LEMME 2. - Soit

Ao(r) = caxd(D(0 , r) n 2Z[i]) et Alr) = maXZEQ—card(ﬁ(z , v)n 4il)
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ol D(z , r) désigne le disque fermé de centre z et de rayon r . ILe tableau

suivant donne des majorations de A gﬁ AO en fonction de (qui gsont les meil-

—
leures possibles pour r <4¥17/2 )

i T

- — , -
1 1 NS5 {5 —i 5| 13 'V65 N1T
< = l=1 121 N2 i | 2 | =
r 2 | T3 > 7 wzgﬁpw P
: !
Ao(r)g 1 1 L 5515|919 * 9 | 9 | 13
- i +
Alr) € 1 2 4 5 6 7 9 | 12 ‘ 13 | 14 | 14

0N

Dénonstration. — Les majorations de 'Ao(r) gont faciles & vérifier.

Appelons configuration minimale de n points, un ensemble de n points de g[i]

contenu dans un disque fermé de rayon minimal, rayon que l'on notera p(n) ‘

I1 est clair que A(r) <n si, et seulement si, r < p(n) . On a évidemment
o(2) = 1/2 , et o(3) = p(4) = 1N2 . De plus, la distance mininale de deux points
de 2z[i] est 1 , et chaque entier de Gauss a exactement quatre voisins, donc
o(5) =1 .

T1 existe une configuration de 9 points contenue dans D(0 , N2) done toute con—

figuration minimale de 8 ou 9 points est contenue dans 1'enveloppe convexe des dis-
ques fermés de rayon N2 et de centres O , %-, -% et L ; = (ef. la preuve du

lemme 1). Or cette enveloppe convexe ne contient que les 9 points de Z[i] consi-
dérés au départ (figure 1), qui forment donc une configuration minimale. De plus,
le cercle circonscrit & 8 de ces 9 points passe par trois sommets du carré, enve-

loppe convexe de ces 9 points, donc p(8) = p(9) V2.

De m#me, une configuration minimale de 12 points est une partie de la configura-
tion de 13 points de la figure 2, obtenue & partir du disque de centre (1 +1)/2
et de rayon 45/2 « 9i une telle configuration de 12 points contient le point 1 ,
elle contient aussi le point 2 ou le point 3, et le rayon du cercle circonscrit
est ;rVISVZ >”J§7§ , donc elle n'est pas minimale ; par suite la configuration des
12 points contenus dans le disque de départ est minimale, et p(12) =’Jg7g.. De
plus, cette configuration de 13 points contient aussi des configurations minimales
de 10 et 11 points. Si ces dernidres contiennent le point 1, elles contiennent né-
cessairement 1'un des points 2, 3, 4 ou 5, et le rayon du cercle circonscrit est
2 5/2 + Si elles ne contiennent pas le point 1, elles contiennent deux points dia-
métralenent opposés sur le cercle gg_gépart (par exemple 2 et 6), eg*;g_rayon du

cercle circonscrit est encore =N5/2 . On a done p(10) = p(11) =‘V5/2 .

De néne, le disque de centre 1/2 et de rayon 413/2 contient 16 entiers de

Gauss, donc des configurations minimales de 15 et 16 points sont contenues dams la



16-05

configuration de 15 points de la figure 3. Il stagit de lui enlever 3 points. Mais
les distances 1-4, 1-5 et 1-10 sont 2’Vi§ « Donc, pour obtenir un rayon <’JI%/2,
si 1'on conserve le point 1, il faut exclure les points 4, 5 et 10, et alors il
reste la distance 3~7 égale a VI7—. Par suite il faut enlever le point 1. De la
néne fagon, si on conserve le point 2, il faut exclure 5 et 6 et alors la distance
4-8 est trop grande. Donc il faut exclure 1 et 2, alors il restera 4 et 8 ou 4 et 9
ou 3 et 7 ; la configuration de départ était donc minimale, et p(16) = 417/2..
Pour obtenir une configuration minimale de 15 points, il faut enlever 4 points de
la configuration de la figure 3, Comme plus haut, si 1l'on conserve 1, il faut ex-
clure 4, 5 et 10, mais il restera 3 et 7, ou 3 et 8, ou 1 et 10. Donc 1 est exclu.
Si 1l'on conserve 2, il faut exclure 5 et 6. Alors si 1l'on conserve 3, il faut ex-
clure 7 et 8 donc au total 5 points. Il faut donc exclure 3, mais alors il reste 4
et 8 et le rayon est trop grand. Il faut donc exclure 1 et 2. Alors, si 1l'on garde
3, il restera 3-7, 3-8 ou 4-9 qui sont de longueur V17 . I1 faut donc exclure 1, 2
et 3. Pour suppriner les segments 4-8 et 4-9, il faut exclure 4 et on obtient une
configuration de 15 points dont le cercle circonscrit a pour rayon 3/J5'>‘JI;72 .
On a donc p(15) = p(16) =‘JI§/2 .

Un disque de rayon < 5/4 < 3/2 est contenu dans un carré de cAtés paralleles
aux axes et de c¢fté < 3 ., Un tel carré contient au plus 9 points et ils sont alors
disposés comme sur la figure 4. Des configurations minimales de 6 et 7 points sont
donc des parties de cette configuration de 9 points. Un disque de rayon <‘JE’ ne
peut contenir deux sommets opposés du carré circonscrit & ces 9 points, il contient
donc au plus 7 entiers de Gauss qui forment la configuration minimale de la figure
5 et qui fournit p(7) = 5/4 . Dlautre part, p(6) <‘JE., et une configuration mini-
nale de 6 points cst une partie de la configuration de la figure 5. Par suite elle
contient deux points distants de VE; s or le disque de centre i/2 et de rayon
J;?Z contient 6 entiers de Gauss, donc p(6) =’J§72 (figure 6).

De méme, un disque de rayon < 2 est contenu dans un carré de c8tés paralléles
aux axes et de c8té < 4 . Un tel carré contient au plus 16 entiers de Gauss (figu~
re 7). Un disque de rayon < 2 ne peut pas contenir 2 soumets opposés du carré
circonscrit & ces 16 points, donc ungugpnfiguration ninimale de 14 points est
donnée par la figure 8, et p(l4) = V65/3‘J5 « Une configuration minimale de 13
points est obtenue pour un rayon < 2 , donc clest une partie de la configuration
minimale de 14 points, & laquelle il faut retirer un point. Si p(13) < p(14) , ce
point est nécessaircment situé sur le cercle circonscrit & la configuration minima-—
le de 14 points, clest-a-dire le cercle circonscrit au triangle 123 ou au triangle
124 (figure 8). 3i 1'on enldve le point 3(ou 4), ce cercle reste inchangé, donc il
faut enlever le point 1 (ou 2), et on obtient ainsi la configuration minimale de la

figure 9 qui fournit p(lB) = 13/5 VE~. Cela achéve la justification du tableau.

CQQ‘FID.
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On ordonne les entiers de Gauss par module puis argument croissants :
& = o, gl =1, ;2 =i, QB =-1, g4 =-1i, g5 =14+1 ,e00,
Gt == G I =5 e

On sait que n = ﬂr2 + O(rk) (voir la remarque 2 la suite du lemme 1, Dans ce
cas particulier, on sait que n,. - nr2 € O(rk) avec & ~'ﬂ7'+ e (CHEN, 1963, et

on conjecture o = %-+ € )e

Les polynénes de Lagrange associés au disque de centre 0 et de rayon T, sont

les
1
Osnggk’n%’m(z - Gn)(‘;m - Qn)
Le lenne suivant majore leur dénominateur.

LEMME 3. = Soit B le pep.c.m. (dans i) des %k = OShﬁgk,n#m(Cm - gn)

pour O €u <n_ . Alors, il ex1ste Y, € Z[i] tel que B, divise %,k Y , ot
vérifiant ]ykl < exp(4,88018r ) pour k assez grand.

Remarque. — Le k assez grand cst effectif, et fourni par le théoréme des nombres

premiers.

Démonstration. - On a lg | Ty s donc Cm - gn e'ﬁ(;m ’ rk) < D(o , 2rk) « On
peut donc écrire B = Mg vq , o q décrit l'ensemble des nombres premiers de
Z[i] tels que la] < 2ry .

Posons

an, £, ) =carafce 41l ¢#0, lddc-glsnd.
Ctest le nombre des multiples non nuls de qz situés dans 'ﬁ(gm y Ty ) , et si
I'=I‘k/|q_l y O &

Am , 1, q) €4(r) =1 et 40,1, q) =4,(r) -1,

Si |q| > Zrk/vz§-, et si de plus |q|2 > 2n, (ce qui est vérifié dds que

4r§ > 2.17r,_ , donc pour k assez grand), on a
vl o) 4k, 1, 9) .
Pour |q| < 2r¢, /dl? , le leume 1 montre que
Alm, 2, @) £ A(O,,@,q)+(2+V2)r|qi + 23
et on a
400 , 4, @) =4g(zld™) -1

De plus, si 6q = [log 2rk/1og]ql] , ob [x] désigne la partie entidre de x ,

on a

vq(c{m,k) < 8y A(m,é}q,Q)+(6q—l)[A(m,6q—l,q)—A(m,6q,q)]+...+1[A(m,1,q)_A(m,2,q)]
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clest—-a~dire

’ N
Dtaprés le 1exndeA%6 J)?.que)zn résulte que Bk divise ﬂl <5<10 J , OU
JZ ! _ . B _ 3
”l ql < » Iy = ﬂl/2$r<l/V2 1, I3= ﬂ1/‘\/2gx-<1 a

- 2 . 3
Iy = ”45/2«5/4 1, Ig=Thoaza s I =TS T5r13/503 € 8

I = s /operal65/33 ot I =65 /3W5r<2 @, I - Mocral17/2 4 s
. 26q+(2+«/§)rk22|q|‘z

110 = "ew17/2 4 .

Mais I1 = ob,k s done Yy = ﬂ§22 Ij convient.

Pour majorer Y, on utilise le théoréme des nombres premiers. Si q est premier
dans Zi] , alors ou bien q =1+ i (2 une unité prés), ou bien gq € Z2 et clest
un nombre premier de Z congru & 3 modulo 4 , ou bien qq € Z est prenier dans
Z, congru & 1 modulo 4 et q et q sont des premiers non associds dans
Zi] . Soit nl(x) (resp. ﬂj(x)) le nombre des nombres premiers de Z congrus

a 1 (resp. 3) modulo 4 et £x . Alors, au voisinage de 1'infini on a

m (x) ~m (JC) ~m « Alors on a
1og|I | < (n (21' ) + 2m (4r ) - 2m (2r )) log(er,) < (1 + &) .

De la méue fagon, on a

log|I ?+ e)rk y 1og|I | < (2/25 + s)rk ,

| <
3
loglI | < (7/50 + s) , log|I6| <301 + e)(1/f5 - 25/132)rk ,

log| I, < 2(1 + e) (50/13°% - 18/65)r , loglIgl < 5/2 (1 + ¢)(18/65 - 1/4)r2 r

logII | <1/2 (1 + €)(1/4 - 4/17)1‘k , pour k assez grand. e )
0

Pour majorer IIlOI » on néglige la contribution de 1 + i qui est un e ’

et on étudie séparément
26

_ q
Iy=Ma *, 1,- I0/Ty;

On a
1og|Ill| <2 26 log|ql 22 log 2rk
2(11 (r N/’7/2) + 2m (17r /4)) log(2r ) < (4/17 + s)r .

D'autre part,

Log|Tj,| < (2 +V2)x 2 (2, || ™) 1ogla] < (2 +W2)r, a .
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Si p désigne un nombre premier dans 2 , on a

I |<x log 1 loglp 2 2 106 P (en négligeant q=1+i , id est p=2 ).
q it -, '\/-_
] <X p-1
p=1[4]

Mais

log :2 gt
> 08D _ lo an =98 o
P\<X2 '\/”p -1 j‘? Nt -1 (t) ‘\/? (t):'x

p=1[4] 2 nl(t) L x2 m (t) log t

Lo et fey

dt .

Or
x2 [(8) 2 t x°
1 id < c(e) + lze le -(—J__;-,\/—:E-I-)—Edt gect(e) + (l+e)(§+ log x) ,

2 chdi'- 1)2

ou ¢ et c! sont deux constantes et x est assez grand. De méme
m (+)

J‘x :(—J?———-—dt>c"(e) +2(1 - €) logx ,
-1

donc, pour X assez grand,

2, ——R—<(1+e)x,

pr ’Vp -1
p=1[4]
et de manidére analogue p%{ _Il?c_)%_% = 0(1og x) alors
p=3(4]
log|I,,l < (1 + €)(2 + V2)ple 27

7 k!

et le lemme est démontré.
CeQeFoDe
LAMHE 4. - I existe vy, € 4i] tel que %,k = ﬂlSnsnx ¢, divise

§§ Osgsnk(z - Cn) pour tout m < n_ et pour tout =z e 4i]l,

nfm

et vérifiant loglyk| 4, 91422r pour k assgez grand.

Démonstration. ~ Posons A(z , 4, q) = cardf{ge Zils ¢#0, |q£‘ [ Z’Srk} ’
alors, comme au lemme 3, il est clair g
A Zy Ly q)

divise Homk(z - cn) , ou le produit est étendu aux q premiers dans Z[i]

tels que lql L Ty et la somme aux entiers naturels % tels que A(z,z,q) =21
. z z - <z —
Pour tous les g considérés, on a vq(z ;m) €<¢,1, done O\J;Ilgnk(z gn) est
divisible par n#m
Zz(A<Z92vQ)"l)

q 4 *
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Mais
ZzA(O,'QUQ)
ob,k T aq 4
et le lemme 1 montre que
&z, 4,9 =40, 2,0 2-2-(2+V2)r |q7*,

on peut donc poser

-4
- (2+\/§)rk22|q| +36(1 o s o I:].og rk]
k= g1 q = ‘Toglq]

et un calcul analogue & celui de la fin de la preuve du lemme 3 donne le résultat.
C.Q.F.D.

On peut alors donner les propriétés des polyn8mes de Lagrange—Gruman :

THEOREME 1, - Avec les notations précédentes, les polynémes

z - G.
= vi ——
hm’k(Z) = Y Y os];-jlsnk oo (0 €m<mn)

Bz
forment une base de 1l'espace des polynémes de degré < n e Ils vérifient

hm,k(ii]) < Z[lj ’ _?_17_

2 2
log| hm’k(z)l $ log(1l + inl) + 11,365197, + O(rk log(| z| + rk))

pour k assez grande

Démonstration. - La premidre partie du théordme est claire, car les L , sont,
?

3 un coefficient non nul prés, les polynémes d'interpolation de Lagrange relatifs &

1)1 nD(0, r,) ; et on a construit vy_ et ¥_ pour que les h envoient
k k k n, k

Zi)] dems Z[i] .

Pour étudier la croissance des hm K il s'agit d'évaluer le module de

’
nj(Z - CS) = ns aS

ou 8y =z~ (; déerit S={¢e Zil; |¢-zl 57 ., #O}.

Le fait d'ajouter le facteur 2z - (,m est sans importance, compte tenu du terme

dterreur dans la majoration.

Soit As le carré de centre ay , de c8tés de longueur 1 paralléles aux axes.

Le théoréme des accroissements finis montre que
e -1 .
|10¢]a| '”As Log|¢| axay| < (7 |ajl - 1) si laj] 32,
d'ou
2, loglaj| - 2 ‘UAS log|g| axdy = o(z) .

En effet cette différence est majorée par une constante due aux carrés AS éven—



16-10

tuels, proches de O , plus un O(Zs(ﬂl'é~~ |as| - l)”l) qui est de 1l'ordre de
ﬁ(z r )dpde donc un O(rk) comme on le voit, par exemple, en distinguant les
cas |z| <3r, et |z| > 3r, . D'autre part, si D = {cec; lg-2/<sn),on

a

o
Zs jJAs log|g| dxdy - jJD log|¢| dxdy = O(rk log(|z| + rk)) ,

car cette différence provient d'environ 2ﬂpk carrés AS proches du bord de D,

ol 1'on a 1log|¢l <2 1og(]z| + = ) Finalement, on obtient

1ogl Tz - ¢)] < J[; 10alcl axay + olx, 106(lal + 7))

I1 reste a calculer

Hthd<k®— kih.mdﬁ|u)&®,oulﬁ—{gec;|g_€jsl}

Mais cette intégrale est stable par rotation de centre O , et on peut supposer

7 = = 18 Ty avee &6 >0 , Alors

ijt 1og(rk|g|) dxdy = T log T IjD(o 1) 1ogﬂjx + (v + 6)2 dxdy

et cette derniére intégrale est majorée par T log(l + Izl/r . On obtient done
10g|T(z - ¢ )| < 1og T, + nr log(l + l—lJ + 0( T, 1og(r + 1z])) .

Un calcul analogue fournit

1og| (gm - ¢y )| = nr2 log 7y + Ty JJD(O 1)log'/x +(y+6) dxdy + O(r log )

ol Ty lgml done 0L 86<1, et un facile calcul de dérivée montre que 1l'in=-

tégrale est ninimum pour & =0 et vaut :éﬂ , d'ol le résultat.

C.Q.F.D.

2. Une application : Le théortme de Gel'fond [5] par la méthode de Schneider.

Dans un article récent, M. WALDSCHMIDT [14) montre le théordme de Polya [12] par
1a méthode de Schneider, mais, faute de polynémes d'interpolation convenables sur
7[1] , il obtient un résultat plus faible que celui de GEL'FOND. Les polyndmes de
Lagrange~Grunan permettent dtobtenir la généralisation suivante du résultat de
GEL'FOND, par la méme méthode [8].

/7 ~
THEORBME 2. - Soit K o Zi] un corps de nombres de degré & = [k : q}, Y, et

y, deux réels positifs, et S c z[i] vérifiant, pour r assez grand,

card{S n oo, r)} > 1:'2 . Alors il existe un réel &« >0 , ne dépendant que

de &, Yo et Yy s tel que, si f et g sont des fonctions entidres vérifiant,

pour r assez grand,
. 2
(1) max{loglf|_ ; loslel,} € ar®,
(ii) Pour tout { € S , g(g) #0 et éé%} €K,

(1ii) gesﬁ%’?o,ﬂ{‘ 1ogle(g)] , =(£(g)/e(g))} v, v°,
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alors f/g est une fonction rationnelle,

Les notations éta?E |flr = maxzéﬁ(o’r)|f(z)| et, si x € K, la taille de x
est s(xz) = nax{log|X| , log dén(x)} obu |X| est le maximum des modules des con-
jugués de x , et dén(x) , le dénominateur de x , est le générateur positif de

1'idéal de 2 formé des d tels que dx est entier algébrique.

Démonstration. — Pour simplifier les calculs, nous ne prouverons que le résultat

de GEL'FOND : Il existe &« >0 , tel que si f est une fonction entidre vérifiant

£(2[1]) e« Zi] et log|f|r < ar’ pour r assez grand, alors f est un polynfme.
On construit une fonection auxiliaire
_ 5
P(z) = ZICm‘STk ZO$2<L L hm,k(z)(f(z)) .

Les paramdtres & choisir sont k et L . On définit k par < BN < , Ou

Tk Tl
N est un entier assez grand et f un réel positif (on peut choisir B = 1/2) et
L est un réel positif (on peut choisir L =9 ). La preuve se décompose en deux

pas.

Premier pas : On construit a , € Z non tous nuls, tels que F(g) = 0 pour

— 9
tout ¢ e 2[i] nD(0O , W) et Iam .
H

— z — . ’ ’ -
En effet, F(g) = §£ 22 a4 hm’k(g) £(g)¥ = 0 peut 8tre considéré comme un sys

téme d'équations lindaires homogeénes & coefficients dans Z[i] en les & 4 ° Ily
?

2
| < exp(cl N2) ol ¢, est une constante.

a environ nN2 équations a ﬂN2 Bz I inconnues, et les coefficients ont une
taille majorée par dNZ L+ ¢, N2 (ot c, est une constante fournie par le théo-

réme 1). Le résultat est donc une conséquence du lemme de Siegel ([13], lemme L1.3.1)e

Clest dans ce premier pas que les polynémes de Lagrange-Grunan jouent leur r8le
essentiel. Leur croissance "faible" permet de choisir L constant, alors que si on
construit F avec les polynOmes 2% il faut que L croisse avec N ce qui four-
nit une fonction F qui croit plus vite et on a une majoration moins bonne dans le

deuxitme pes de la démonstration, quand on applique le lenue de Schwarz.

Deuxidme pas : Pour tout entier M >0 , on a la propriété

(Py) F(g) = 0 pour tout ¢e€ Zi]n D0, M) .

Le théortme en résulte, car F est une fonction entidre de type < oL dlordre 2
et pour & assez petit, on a oL < T/2 ; de plus F s'annule sur Z[i] et 1a
formule de Jensen montre donc que F est identiquement nulle. Par suite f est

algébrique, ot comme elle est entitére, c'est un polynéue.

Nous allons donc prouver la propriété (PM) , par récurrence sur M . Le premier
pas montre qutelle est vraie pour M £ N o Supposons (PN) vraie. Le lemme de
Schwarz [14] appliqué & F montre que si R M+ 1, ona

2 2
2 R + (M + 1
log| Fly,; € log|Flg - mi” log 2R(1‘<1 m 1)) y
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On choisit R = p(ii + 1) avec p >1, et en ne conservant que les parties prin-
cipales des estimations ( N est grand), on obtient
2 2 2 M+1 2 2 2
1og|FlM+l Se N+ m°N (c2 + log(1 + fi@ﬁrlﬂ) + ap” L(M+1)° - ™ log-% = o) .

Pour conclure & (PM+1), il suffit que (M) <0 , car F(g) € Z[i] si gedi],
done F(g) =0 ou |F(g)| =1 .

Pour M =N, il slagit de vérifier
(1) c, + 11;32(02 + log(1 + -%)) + G{p2 L - 10g-§- <0,

Si cela est vérifid, il est clair que (M) est une fonction décroissante de

M, donc le théoréme est démontré.
Choisissons p assez grand pour que
E-(l - 82) logp>c, +c¢ nBz + nBz 1og(1 + 1) + 1 log 2
2 1" % B
Alors il suffit de prendre « assez petit pour que (1) soit réalisée.
C.Q.F.D.

Remarque. - lime sans optimiser le choix des paramétres, on obtient un & bien
meilleur que celui de GEL'FOND [5]. Par exemple, pour 8 = 1/4 , p=28 et
52 L =11, on obtient un « > 1,3.10"4 .
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