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PROBLEME DES 4 EXPONENTIELLES p-ADIQUES
ET ALGEBRES TOPOLOGIQUEMENT DE TYPE FINI

par Alain ESCASSUT

Le probléme des 4 exp-nentielles p-adiques (interprétation p-adique d'une
conjecture de LANG [7] évoquée, dds 1966, par Jean-Pierre SERRE [8]) se raméne, en
fait, & un probléme de minoration du "module maximum", sur un disque centré a 1'ori-

gine, de fonctions de la forme
P(exp(ax) , exp(bx)) , od ®(X, Y) e Z[X, Y] .

On se propose ici de montrer gue ce module maximum s'interprete, en fait, comme
la norme quotient d'un élément (1ié & P ) d'une algdbre topologiquement de type dé-

pendant de a/b , et on étudisra des conséquences de cette relation.

1. Algébres topologiquement de type fini.

Soit p un entier premier. (QP , .I) désigne le corps complété de la clbdture

algébrique de Qp .
Pour tout a e QP et r e'g+ y on note
' 1
i(a , r) = {x N? i |x-algr}, v=a0, 1) et D=a(0 ,'5) .

Soit ® wun fermé borné de C . On note H(®) 1'algdbre de Banach des éléments

analytiquessur ® , et sa norme de la convergence uniforme sur ® [2]. Pour

0
tout h e H(U) , pour tout re JO, 1), on pose li(h, r) = SUD| | < In(x)]
N

Soit Q?{X , Y} une extension topologiquement pure de Qp de degré 2 [9], et

. : | R
soit sa norme canonique (“Zi,j 8 X Y | = Sup; la, .|).

-(1/(p-l))9

par exp(x) = z;;o(xn/ni) , et on notera Eg(x) la fonction logarithme p-adique
définie, pour |x| <1, par £g(1 - x) = - Zg;l(xn/n) .

On notera exp la fonction exponentielle p-adique définie, pour |x]<<p

Soit w €U, soit
((pk) - a(PY)n) € {x, Y},

et soit ©&(@) 1'algdbre topologiquement de type fini C {X, Y}/(Ja[x, Y} < {x, Y})
[9]. Soit p 1a surjection canonique de QP{X , Y} sur O(a) .

Jd(x , Y) =

éO

l np

Soit la norme de ©&(a) quotient de la norme canonique de C {X , Y} par
T (X, 7) ¢ {X, Y}, et enfin soit Il -
par [l|z(x , D% = |Ir(z) )|

la semi-norme définie, sur Q?{X, Y},
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LEGIE 1, - Soient b el telgue |b|l =1/p, ael tel que |af <1,
a=o0db et g= (1= exp(ax))/p2 , et soit f = (1 - exp a|x))/p2 . Alors il existe

un_isomorphisme ® de &(a) sur H(D) tel que

@, I'(X) =f et @I (Y) = ¢,

5( a)

1«
¢ sa

i de Z(a) est égale A sa norme spectrale

et la norme |

Remarquons d'abord que C [g] est dense dans H(D) . En effet, Hpg[D =1/p, et
par suite §?> (@ g) "/n) appartient & 1'adhérence G | " de C [g] dans H(D) .

Or Z;;l(p ) /n) = eg(l - P g), d'ol x € gplg] et, comme H(D) = Qplx] , on voit
que H(D) = CTg] .

&

dontrons maintenant que %(a) est isomorphe 3 H(D) par un isomorphisme @ tel
que o I(X) = et © o I'(Y) = g . Par définition de H(D) , pour tout h e H(D),
on a Hh”D = HH“H (D) . D'autre part, 1'homomorphisme naturel de gp[X;Y] dans H(D)
défini par L(X , Y) —> L(f , g) est continu pour la norme canonique de Qp[X, Y]

et da norme de H(D) . Donc, il se prolonge en un homomorphisme continu A

de QP{X , Y} dans H(D) . De plus, on voit que f et g satisfont la relation

(1) 5 L )" - a(p® @)™ =0 .

n=1ln
Alors, il est évident que Ker A o Ker I' , de sorte que H(D) apparait comme un

quotient de G(a) .

Maintenant, nous allons montrer que &(a) = I'(C {Y}) . En effet, soit u € &(a)
tel que Huh <1 , Alors la série Z;;l(u /n) converge dans &(a) , on la notera
- £g(l - u) . De méme, si Hv”a <p, la série Z;;l(vn/nﬁ) converge dans G(a) ,
et on la notera exp(v) . Alors, notons x = I'(X) et y=TI(Y) . Dans %(a) , on a

donc
n“l n(X -a’yn)‘:-o (]
D'ou, comme |jx||* <Xl =1 et Iy[|*< Y]l =1, on voit que
' 2
re(l- (px)) = o 2a(1 - ().

Or, il est immédiat de voir que

lea(1 = %) | 5 -11? ot [ea(1-p) % < 2y

o

D'ou
exp(Lg(1 —-pzx)) = exp(a(Lg(1 -PZY))) ’

ce qui prouve que x peut se mettre sous la forme Zf:o a, yn , Ou

Z o8 eg g, {1}, done x € I(g {¥}) , et dono o(a) = r(gp{Y}) .
Par suite, on voit que H(D) = @ o F(QG{Y}) , et, conme H(D) et QP{Y} sont
isomorphes [3], ® et I sont des isomsrphismes. On en déduit que

o E” = S

, pour tout u € G(a) ,
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et que
I B < Lo, pour sous 1) € g (1)
Or, trivialement, on a
I, DB ¢ etz , VI s rCx, DI,

pour tout F(X , Y) e gp{x , Y} . Maintenant, soit u € &(a) , et, puisque
ola) = F(Q?{Y}) , soit L(Y) e¢C {Y} tel que u = [(L(Y)) . On voit donc que

15(0!) z5(01)

qu ’

1l

[[u] hall® < [e(0)]
dtol Wu“G(Q) = |[u/|¥ , ce qui montre que la norme quotient |. |* et la norme spec-

a|-||§§ %)

i

trale sont égales.
Notations. - Soit log 1la fonction logarithme réelle de base p .

Pour tout nombre x e Q@ , algébrique sur Q , on notera a(x) 1le plus petit des

entiers naturels n tels que nx soit un entier algébrique, et si Oy 5 se0 40

sont les plongements de Q x] dans C , dont la valeur absolue est notée

. © ,
on notera
x| = max, |ci(x)|co , et s(x) = max(log |X| , d(x)) .
Soit
il in
P(xl y ees xn) =2 ail""’in X5 e X € Xy eeey xn] .
On note

t(p) = max(log max(ll,””l )I |, max; sen degy (p)) .

n J
Pour tout polynéme P(X , Y) € QP[X , Y], on pose

1,..',1

X, 1) =P(1+p° X, 1+p Y.

D'autre part, pour toute fonction analytique f dans le disque |x| L£r, on no-

tera M(f , r) = sup f(x)| . Alors, nous pouvons maintenant énoncer le théo-
’ |

xlsr
réeme 1.

\
THEOREME 1. - Soient & et b€ G, tels que |a| < [b] = 1/p . Alors, pour tout

polynéme P(X , Y) e C [x Y], ona
(e(exp(an) | exp(ex), ) = 11%/°
Preuve. — En effet, il est clair que P(exp(ax) , exp(bx)) = P(f , g) , et par
suite
Plexp(ax) , exp(oa))lp = IF(2 , Ol -
or ||B(f, g)HD = Hl?”la , d'aprés le lemme précédent, ce qui prouve le théoréme,
puisque 1(h , (1/p)) = HhHD .

Remarque. - Le théordme 1 peut s'interpréter de la fagon suivante. Soit
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~ i, S e P
F(x, Y) = ZisN’jSﬂ 6ij Xy, et suppos??s que |||P|I|% < ¢ . Alors, par défini
tion, il existe L e C {X , Y} tel que HP—J L|| < & . Soit
P
:Z J
L(x, 1) Jklax T,
et soit Ja L = Z 3 ulJ X YJ o I1 est immédiat de voir que
,
i~h-1 . j=k—1
D - W SN - YN e
13 ¢ h,j i-nh =0 i,k j -k
On voit donc qu'il deit exister une suite double (A )

m,n’neN, neN telle que
lim - ()‘m,n) =0, et telle que

o

. i-h-1 . J=k-1

_ s5i-1 P J-1 p <
165 = 50 Myy3 T * ¢ e eu
quels que soient i &N et jJEN, et
1 ~h-1 . J-k-1
i-1 J-1 P

- R R

| 0 Mnj i— e =o>‘i,kj-k| €

quels que soient i et j tels que max(i , j) >N . Scit n > deg P .

Notons € 1la matrice

0 0 «.. O O
P

']-" O . [ ]

. B . .

1

* L] . L ] ,
. . o .

n n-1

2 29

n n_l e 80 l i

soit A la matrice (h )0<1<n J0<icn et enfin soit A la matrice

(s, .)

i3’0<i<n,0<i<n * Alors, il est immédiat de voir que
W YNNI

A= NAC -« tQA .

Munissons 1l'anneau des matrices carrées d'ordre n de la norme

”(aij)“ = max laiJI .
L.z i . ~ . .
Soit P = zi’jSh 8, 5 X' Y, et soit [P] 1la matrice (a, 3)1<n,3<n . On voit

donc que, si HIEH!Q < e, il existe A tel que |AC - « o - [Pl < e.

2. Probléme des 4 exponentielles p-adiques,

Rappelons la conjecture des 4 exponentielles p-adiques [8].

Soient a; , &, (resp. b1

, b, ) deux nombres de C , linéairement indé-
 -(17Tp-1)) P o mod
pendants, tels que max Iai b. | . Mors, 1'un au moins des 4 nombres
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exp(ai bj) est transcendant.

Ceci est immédiat si le rapport a.l/az est glgébrique sur @ , ou bien
transcendant sur Q [5] (corollaires 1,5 et 3.2); la conjecture concerne donc le
cas ou les rapports al/a2 et bl/b2 sont tous les deux & la fois transcendants

sur Q et algébriques sur Q’p .

Le théoréme 1 permet d'établir une relation entre cette conjecture et les algé~

bres topologiquement de type fini.

PHEQRENE 2. - Soient a; » 2, (resp. bl , b2 YecCc , Q-linéairement indépen-
s, bl < p-(l/(P-l))
3 d i 9

te C >0 telle que - log HlQH

dants, telsqque max, . On suppose qu'il existe une constan-

81/8
I < ct(Q) , pour tout polynéme Qe Z[X , Y] .

Alors, 1'un au moins des 4 nombres ex
3 P

. .(a. b.) est transcendant.
1,0 1 )

Preuve., — Supposons algébriques les nombres exp(ai bj) , soit K:_g[exp(ai bj)] ,
et soit t=[K: Q] . Soit A = max(exp(ai bj)) . Soit A >0 tel que
4-
(2) 72>\A t C <1 .
AT -t

Grice au lemme de SIEGEL, il est immédiat de construire, pour tout N € N assez

R . .
grand, une famille d'entiers (am,n,N)mgN,ngN de Z telle que
s(a A)\’(:CN2
m,n,N” > )\2 ot ’

et telle que

pour tous (i, J) tels que 0gi &N et 0< 3 <N [10] (lemme 1.3.1).

. _ n . 3
Soit PN(X , ¥) = Zm,n % N ", et soit FN(x) = PN(exp(al x) , exp(a2 x))
Alors, on a Fp(ib + jb,) =0, pour (1, 3) telsque 0<i<N et OSJSN,
et par suite FN admet au moins N~ zéros dans le disque D . D'ou, d'apres les
propriétés des fonctions analytiques [1], on obtient la relation

2
(3) log ||Fyll, s - ¥ .

I~ g] a a \
Or, d'aprés le théoréme 1, on a |[F = ||F|| 1" 2, et, par hypothése,

N”D
a,/ja
~ 21 ~
- 1og BNl ¥ 2<ou®y) .

Nais il est immédiat de voir que t(Py) <7 t(Py) , et done
TAME N
A\ - %
dtou, gréce a (3), N2 < (7};)\1;'61\72/(?\2 - t)) , ce qui contredit (2), et le théore-

me 2 est démontré.

- log ||F

llp < 70E(Ry) <
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3. Minorations d'un polyndme de 2 exponentielles.

. . = i ,J .
Soit P(X, Y) e go[x , Y], soit P(X, Y) = Zi,j 8 3 XY, et soit r 1le

plus petit des entiers m tels que ma >0 . On notera

Yogisn |2y ,m—i
arey _ ST i
P (A) = Zi:O ai , i X .

THEORHE 3. - Soient a et b€ G
polynéme P(X , Y) € g@[X , Y], ona

tels que Ial-s Ibl = l/p . Alors, pour tout

H(p(exp(ax) , exp(vx)) , 2) 2 2@ .

Preuve, — D'aprds le théoréme 1, il s'agit de montrer que HlPH%a/b ;>l?(a/b)| .

Pour cela, soit u > “!?Hla/b , et montrons que
(4) I

Grice au lemme 1, on voit qu'il existe G € & tel que
(5) [P -Gl <w.

Alors © stéerit J.1 (T € g (X, Y}). Soit X, Y) = % . &4 Y, soit
(X, ) =2 .o X Y, etsoit T(X,¥) =2 . A X Y.
1, 1,J
Par récurrence sur n , on vérifie que, pourchaque couple (1, 3) tel que
i+ j=n, les o. . satisfont les relations (5. .)
1J i,d

(ESDN

b
D)oo = (2, L, - s
(5,5 % (p) i,J-1 p’ i-1,J

1,d J

13 .. l-e . . 3o . LT .
n . a S,t,1i,J b s,%,1,J s,t,i,i s,%,1i,J A
. 5 s,t,1,] s,t
s+t<n-2 (n-s-1)
S = 1 -
ou u%,t,i,j o, ou 1,
€ . . = ou 1
S,t,1,J] !
. . )<n-s -t -
max(csytrirJ ’ TS,tyl,J) nos 2

(o) . . € . . =0 Y
s,t,1,J 8,t,1,3J s,t,i,J

(1 - ) =

.

T .. € PN T . s
Syt,i,J s,t,1i,J s,t,i,J

Soit f = {x € Qp ’ IXI < p} , et soit B = U/f . Pour tout x € U , on notera
% 1la classe de x dans B . Alors, d'aprés (5), on a donc
(6) ;ij =%
quel que soit (i, j) e NxDN.

Qi . . >0 .
Soit r le plus petit des entiers m tels que maxogis.m |°&,m-il 0 . Alors,

dtapres (ﬁi j) , i1 est immédiat de voir que 1l'on a XS 5 = 0 , pour tout couple
’

9
(s, t) telque s+ t<r-1, et par suite, pour i+ j=17T, les relations

(3..) nous donnent
1J
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———

S — — b a
(Sij) %5 = (59 3,51 " (59 X;:I:g .
Dtapres (6), on a
C..= (E) . . . - ZES X. . ., pour i+ j=r1.
ij  p° 1,-1 p° i-L,3
Cl'est un systéme de r + 1 équations & r inconnues (h t sibero] a coeffi-
cients dans B , et s'il admet une famille solution, le determlnant A € B suivant

doit &tre nul.

A

Ainsi, on voit

Or Z? -0 C.

]

lI‘l

que Z:

(x) =

Rappelons que, si u et

tels qu'il existe

cCeRr

+
vek

'Z}'.‘:O (’i,r—i(%)l’ S B

B(X) , et 1la relation (4) est donc établie.

, on note

vérifiant

@ 3 5
a b =
0 (5' .
(3 .

e B 0

P

~ ,ay (b
5 0 (—1;)

0 1 r l(p) S )r_l =0 , d'ou

s(w, v) [5] 1'ensemble des

x e€C
~p

log |P(x)} > c((10g H(P))" + (deg P)Y) .

Alors, on déduit du théordme 2 le corollaire suivant.

COROLLATRE 1. - Soient p et ve K

lal < o] =

pour tout P(X

, I) eZx,

log H(P(exp(ax) , exp(bx)) , 3)

Y], on ait

, et soient a et b el
-_— - ~Pp

1/p et tels que a/b e $(u, v) . Alors, il existe C e B

tels que
tels que,

Preuve. - En effet, d'aprés le théoréme 2, on a

Or, puisque

log lQC%)I

M(P(exp(ax) , exp(bx) ,

> K((log H(Q))" + (deg Q)¥) , pour tout

> c(t(@)* + (aeg P)) -

SEAEG]

a/v € $(w, v) , il existe K >0 tel que

QezZ[x].
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On peut donc appliquer cette relation a P , eén remarquant que
() < 1(P) = H(P) + 6 deg P < 7 t(P) et deg(?) < deg(P) = deg P ,
et on obtient le corollaire 1 de fagon immédiate.

D'autre part, gréce a 1'utilisation de la méthode durésultantdes 2 polyndmes, on

peut déduire, du théoréme 2, le théordme 3 qui va suivre.
Rappelons d'abord la définition du résultantde deux polynbémes.
- i . n J
b — 0 = .
oient P(X) ZT:O a; X, et soit 0(x) ZJ':O bj X E_(}_p[X] On note R(P , Q)

le déterminant de la matrice carrée d'ordre m + n

nI,i éme colonne

_ .
a O coe 0 b O eee 0O
m n
. a . b .
m n .
L] (] . [ ] O
L[] [ ] O [ ] (] b
n
ay e am bl . .
0 aO 0] bo . .
. 0 . 0 b0 .
\O 0 o e ao L] [ ] bO
-

Alors on sait que R(P , Q) # 0 si, et seulement si, P et Q sont premiers
entre eux [6], et en adaptant la démonstration d'un résultat classique [10] (lem~

me 5.3.1) au cas ultramétrique, on montre aisément le lemme suivant.

LEMIE 2. - 3oient P(X) et Q(X) € ZX], soient m = deg(P) et n = deg(Q) ,

et soit « € _Q_p tel que Iozl L1 . Alors

1 HPIP (o R e .
(m+ n)t 5(P)™ 5HQ™ < ®&p, ) < [[p|]" 1" max(l2(a)| , Ja(e)])

Alors, par un raisonnement apparenté & celui du théoréme 5.1.1 de [ 10], on peut

établir la proposition suivante.

PROPOSITION., — Soit une suite de polynémes Qn(X) € ZX] telle que

log H(Qn) L kn (k € _If) _e_il deg(Qn) $q, pour tout n el .

Soit « E-Q'p trenscendant sur Q tel que |al &1 . Alors, on a
- log |Q (a)]

lim inf. ( ) <1,
P 2q log H(Q)

Gréce au théoreme 3, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. - Soit P~ une suite de Z[X, Y] telle que,pour tout ne X,
(0, 0) soit un zéro de p, dlordre <q , et telle que
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. + . deg(Pn)
1ogH(Pn)sKn (KGE) _g_f_lmn_mmﬁ;-)—:O .

Soient a et be Qp tels que |a|.§|b| = 1/p , et _tels que a/b soit trans-

cendant.
(i) On a _
- Log H(p, (exp(ax) , exp(ex)) , )
lim inf 1.

2q Tog H(P_)

(ii) I1 existe une sous-suite r —a Pn telle que, pour tout e >0 , le nom-

T
bre des zéros de P (exp(ax) , exp(bx)) dans D soit majoré par

r
%2q log H(Pn ))(1 + €) , quand r est assez grand.
r
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