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UNE MESURE DE TRANSCENDANCE
LIEE A LA TORSION DES COURBES ELLIPTIQUES

par Daniel BERTRAND

l. Introduction.

(a) Position du probléme.

Une fois démontrée la transcendance d'un nombre donné - , on est conduit (en vue
de résultats d'indépendance algébrique, par exemple) & en établir une mesure de
transcendance. I1 s'agit de minorer le terme d'erreur, dans 1l'approximation de vy

par un nombre algébrique o« , en fonction du degré et de la hauteur de «o

Les démonstrations de mesures de transcendance suivent le schéma des démonstrations
de transcendance correspondantes. ilais ces derniéres utilisent des arguments quali-
tatifs (et apparemment non effectifs), tels que le principe des zéros isolés, et ces

points doivent &tre quantifiés. Voici quelques techniques permettant d'y parvenir.
1° estimation des coefficients d'un polynfme auxiliaire ;
2° preuve de la non-nullité de certains déterminants, et, plus généralement :
3° majoration des multiplicités locales d'une "fonction auxiliaire! ;
4° gppel & un argument galoisien.

L'utilisation de ces techniques est désormais classique lorsque le nombre vy est
lié & 1la fonction exponentielle (voir [1] ; la troisiéme est, plus généralement, &
la base de 1'étude des E-fonctions satisfaisant un systéme d'équations différen-
tielles lindaires). Dans le domaine des fonctions elliptiques, les deux premiéres
techniques ont été introduites par FEL'DMAN (voir [10], p. 168 3 [11), lemmes 2 et
3 ; [12], lemme 3) ; la premiére a été considérablement développée par MASSER [13] ;
la troisiéme est due, pour l'essentiel, & BROWNAWELL et MASSER (cf. [5] ; un cas
particulier avait été traité par GEL'FOND, voir le lemme 4 de [10]). La quatriéme
technique a été élaborée par COATES dans [&]. Mais elle n'a pas encore été poussée
jusqu'd l'obtention d'une mesure de transcendance ou la dépendance en le degré de

o soit explicite. C'est ce que nous nous proposons de faire ici.

L'exemple que nous avons choigi est tiré de la théorie analytique des courbes

elliptiques de Tate.

(b) Enoncé des résultats.

Soient K wun corps de nombres, v une place finie de K et E wune courbe ellip-
tique définie sur K « On suppose que E a mauvaise réduction de type multiplica-

™

tif en v o La valuation v-adique de 1l'invariant modulaire Jj de E est alors
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<0, et il existe un élément q du complété K, de¢ X en v, de valuation
>0, tel que

i =J(q) = (1 + 240 Zn>0 /(1 - q 3/(qﬂ (1 - qn)24)

Quitte & faire une extension finie de K _, on peut supposer la courbe E(K )
isomorphe & la courbe de Tate Kv/q~ L‘lsomorphlsme est donné par la fonctlon

elliptique de Tate (normalisée)

n

n 1
:p(Z) (y(a)) [ ne’, '(_l—g"'%_z-)-é' + i_.?' - 22Il>1 —(-;%—;l_ﬁ)—é]

~ - q -

et sa dérivée pour l'opérateur de dérivation p = y(q)z(d/dz) , ot 1l'on a posé

= ¥(2) = (~(a(&/a9)3(@))/5 ()~ /2
Plus précisément, o est q-périodique et vérifie

2_,3_ ] ]
(09)™ = 4" - =T * T T

Le résultat principsl de [3] énonce que v est transcendant. Nous donnons

ci-dessus une mesure de transcendance pour vy « On rappelle que la hauteur (loga-
rithmique) d'un nombre algébrique désigne le logarithme du maximum des modules des
coefficients de son polynSme minimal sur Z . D'autre part, on note | | le prolon-
gement 3 une cloture algébrique f('; de K; de la valeur sbsolue normalisée de K .

THEOREME 1. - Il existe un nombre réel ;> 0 ne dépendant que de q et véri-

fiant la propriété suivante : Pour tout nombre algébrique « de degré d et de

hauteur h,on a

Iv(@) = ol > exp(= ¢, d(d + B)? (log(d + h)?)

Ce résultat peut 8tre précisé lorsque le nombre o est soumis & certaines condi-
tions algébriques. On note K(E@) le corps engendré sur K par les coordonnées

des ppints de torsion de E .

THEOREME 2. - Il existe un nombre rdel cy > 0 ne dépendant gue de q et vérie

fiant la propriété suivante : Pour tout nombre algébrigque o de degré 4 , de
hauteur h et tel que K(a) n K(Em) =K, ona

Iv(@ - ol > ex(= cy(d + 1) (Logla + 1))

La démonstration de ces résultats comporte une construction classique exposée au
§ 2+ Les nouveaux arguments sont rassemblés au § 3. Le théoreme L ayant été démontré

pour l'essentiel dans [4], § 4, nous avons surtout développé la preuve du théoréme 2.

(c) Remarques.

Nous discutons maintenant les énoncés des théorémes | et 2.
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Remerque 1 (cas couplexe). — L'analogue complexe du nombre vy est égal, & un
facteur algébrique prés, au quotient par w d'une période de la fonction elliptique
de Weierstrass associée & I . Au moyen de la premiére technique décrite plus hant,
REY3SAT a obtenu pour cet analogue complexe un énoncé similsire au théoréme 2, mais

valable sans restriction sur o (voir [15], théoréme 2).

Remarque 2 (questions d'effectivité). = Le résultat de SERRE ([16], IV, § 3.2,
théoréme, et, plus généralement, [17], théoréme 3), sur lequel repose la démons-
tration, et, par conséquent, les constantes e et ¢, des théoremes 1 et 2 ne
sont en général pas effectifs. Mais, comme nous nous sormes plecés dans le ces ou
J n'est pas entier, ces résultats deviennent effectifs lorsque l'on suppose, par
exemple, que E est définie sur Q (voir [17], corollaire 1 de la proposition 21,

et proposition 24).

Remarque 3 (amélioration du théoréme 2)« -~ Soit p wun nombre premier quelconque,

et K(E m) le corps engendré sur K par les coordonnées des points de torsion de

P .
E d'ordre une puissance de p . Ainsi que me 1'a suggéré J. COATES, on peut rem—

placer, dans 1'énoncé du théoréme 2, la condition K(a) n K(Ew) = K par 1l'hypo-
thése moins restrictive K(a) n K(Epca) = K (la constante cy dépendant alors de
p )+ En particulier, la conclusion tiu théoréme 2 est valable si 1l'on suppose seulew

ment que le degré de o sur K ogt premier 3 6 .

2+ La construction standard.

—~

Soit o un nombre algébrique de degré d et de hauteur h o On désigne par t
la somme d + b, par Cg , Cy 5 oo des nombres réels > O nc dépendant que de
q, par y un entier > 03 et par © 1l'anneau des entiers de K . On se propose
de montrer que, si K(a) n K(Em) =K, 1l'inégalité

| 7 .2 2
(%) ly = af <exp(=+" t%(Log t)%)

conduit & une contradiction. Le théoréme 2 en résultera.

LEMME 1, - On suppose (%) satisfaite, et on pose

L, =k=[tlogt] , Ly=2, s=[8) K], H= JHE2/d) (Log )2 .

Il existe des éléments p de © non tous nuls, de hauteur <c, H, tels
)\l’)\zyp, - N 4

que la fonction

Ay A
ozt 2(z)

F(z) = 2 ]
( ) }\1:'0, .OO’LI;}\2=O,...,LZ;'J‘:O,.‘.,é-l p}\l,)\_z,p‘ .

vérifie, pour tout élément  de I—’:r tel que || = |1 -¢| =1, et tout entier

s tel que O0gs gk,

12° F(o)| < exp(= 10 t3(0g 1)) o
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| = v> d[t log t] =k , L, = 2ud ,

H=\, tz(log t)2 et (c'est la pr1nc1pale différence, voir [4], tneoremp 2) §=1.
On obtient |y = o| > exp(~y dtz(log t) ) .]

[Pour démontrer le théoréme 1, on vosera L

Démonstration. - Pour tout entier s » O , on associg & la dérivée s-iéme de la

fonction F par repport & l'opérateur ,

2° F(z)

A A

1 s=g "2
au Z (S) A o 2 I3 Z

le,ngp pll,Kz,p o:O,.-.,S c (Y l) A © ( ) ’

la fonction

X
s by s o) s—c 2
£° F(z) = 2 o 2 (®) (or,)° = (z)
hlykzyp pklyhz,p 020,--0,3 o 1
Soit S = v4[t log t] « On construit F de telle sorte que
VS:O,...,S, ASF(-l):O.

I1 s'agit de résoudee dans O un systéme (S + 1) équetions a (Ll+ 1)(L2 + 1)s
inconnues dont les coefficients sont des éléments de X qufon évalue au moyen du
lerme 2 de [10] (on a supposé, ce qui ne restreint pas la généralité, que K
contient (- 1) ). Le lemme 4 de [14] (voir également [7], lemme 4.8 et [15], lem-
me 3.2) permet d'en choisir une solution non triviale formée d!'éléments de O de

hanteur majorée par
c4(h(s/d) + 3(log S + log L, + log a) + L2) <c, H.

Soit @(z) 1la donction (1 = z~ )TT bt (1 -q%2)(1 - Z~1) » La fonction
2L

f=g 2 P est entidre sur K et vérifie, pour tout entier n > 0 (voir [3],
démonstration du lemme 1),
L. n+L n2
£ c 2
” ”n < 5 ’
o ||fll, désigne le maximum de |f(z)| lorsque 2z parcourt la couronne

— n -n

={z €k ; la|” <z <]ad ™}

Les formules de Caucgz appliquées au disque |z + 1| < 1 entrainent, pour tout
entier s3>0, |r°@ 2(- 1) ¢1 « 81 sg¢S, ona, envertu de 1'inégalité (%),

6% F(= 1) = 2% F(= 1)] < exp(= ' t3(Log 1))

On déduit donc de la construction de F ¢

b s=0, eeey S, |a°E(=1)] <expl=y t3(Log t)?)

Le lemme d'spproximation énoncé plus bas (lerme 2) entrafne alors, lorsqu'on

domme & 1'entier N 1a valeur <[t log t] ,
12, < il < (= v© $2008 0,
et la cpnclusion du lemme 1 découle des formules de Cauchy.

LEMME 2, - Soient N un entier >0, et f une fonction entiére sur Gy * On a
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SN/ 4 I

~25N
ann sup([q] WtoN 2 ‘q|

p0<s<S 'A f(— 1)‘)

Démonstration. = Soit P le polynBme & une varisble de degré s tel que, pour
S=0, seee y S=1, AS P(~1) = A® £(~ 1) . D'aprés le lemme 2 de [3] (lemme de

Schwarz sur les couromnes), on a

£ - Pl < (el ™71l 5% e < pyy
d'ou

SN/ 4

]y < supCal ™ 1€l oy

’ hpnzN ¢

Or P(z) = Zézo’_. (d/dz) P(- 1)(z + 1)%/s! » On conclut en notant que la
matrice de passage des operateurs 2%(d/dz)® aux opérateurs (z(d/dz))® est a
coefficients entiers (elle s'exprime & 1l'aide des nombres de Stirling, voir par
exemple [9], et est unimodulaire) et que les nombres -1 et v sont des unités

v-adiques.

3+ L'argument galoisien.
(a) Rappels.

Soient 4 un nombre premier, Eﬂ le corps & 4 éléments, g, une racine pri-
mitive g-iéme de 1l'unité, E£ le Fz-esppce vectoriel de dimension 2 formé des
points de g-~torsion de la courbe E , et K(E ) 1'extension galoisienne de K
engendrée par les coordonnées des éléments de E « Si q1 % désigne une racine
4~iéme de gq , K(E ) est engendré sur K par @(r ) A”(QL) s @(q /4 ) et
A (ql/ﬁ) . Le groupe de Galois Gal(K(E%)/K) opére de fagon naturelle sur EZ .

Cette action est donnée par un homomorphisme injectif

o, Cal(K(E)/K) — GLy(F)

qui associe & 1'élément o de Gal(K(Ez)/K) la matrice pz(c) = (C d) définie par

olole)) = o a4, olagle,) = melc® 474 5
olo@” ) = ol ¥, olae@’H) = se(c® a¥H)

Le corps K(Ez) contient K(gz) , sur lequel o agit par la formule

aét(p (o))
c(gz) =4y % .

D'gprés un résultat fondamental de SERRE, il existe un entier 4o ne dépendant qus
de E et de K tel que, pour £ > 4j 1'homomorphicme P, soit surjectif,
puisque 1l'invariant modulaire de I n'est pas entier ([16], IV, § 3.2) ou, plus
généralement, puisque E n'a pas de multiplication complexe ([17], théorzme 2).

Voici, pour 4 > Lg s quelques conséguences de ce résultat.
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(C.1) Parmi les différents plongements de K(Qﬁ s ¢(€2) , A@(Qz)) dans K;' appa-
raissent les g4 = 1 plongements O, &= 1y eeey 4 ~1, associés aux éléments
- 0 i
0, (G D de Gal (K(E,)/%) -

Ces éléments o, vérifient, en particulier, la propriété suivante.

a _ _ a

(0’2) Vv a= 1 I ) 4 - 1 ’ Oa(cz) = gz ’ Gaﬂm(gz)) - @(gz) .

Les sous~groupes pﬂ(Gal(K(Ez)/K(gg)) acSLzQﬁﬁ) et

p, (GaL(K(E)/Klp(c)) 5 aplg))) ~((; 5 ceF, , deF)

engendrent GLz(Fg) « Par conséquent, les extensions K(@(gz) s Aplg,)) et K(gz)
o~ X
sont disjointes sur K , et 1l'on 2

(0:3) [K(c, » olc)) = K(g)] = [Klp(g)) = K] = (4% - 1)/2 .

Ces remarques sont suffisantes pour conclure la preuve du théoréme 1 (voir [3],
§ 4)+ Pour obtenir 1'indgalité du théoréme 2, on a été amend, lors de la construction
de F (voir le choix de ¢ ), & prendre pour corps de base K(a) et non K . Dans
la démonstration qui suit, le nombre 4 est 1ié a 1'entier , qui doit &tre

indépendant de o o C'est pourquoi nous avons imposé la restriction
K@) nK(E) =K

que nous supposerons désormais satisfaite. Elle entratne, pour l'extension galoi-

siemme K(« , Eg) de XK(w) ,
(%) Gal(K(x , E z)/K(cz)) ~ Gal(K(Ez)/K) ,

ce qui permet, dans les énoncés (C.1), (C.2) et (C.3), de remplacer le corps K par

K(a) tout en conservant 1'hypothése
f;>ﬂo=lo(E,K),

c'est-d~dire, avec les notations du § 2, 4 > cg

(b) Fin de la démonstration.

Soit 4 un nombre premier tel que

3L2 < £2 < 12L2 .

On reprend les notations Cy 0 Ez s e+ introduites & 1'glinéa précédent et on

pose, pour A, = Oy wse L2 ’
' A

1

z) = Z ap 4 .
pkz( ) klzo,-oo,Ll;u:O’noo,é—l pkl’kz,p

On se propose de montrer, & partir du lemme 1, que, pour tout entier s compris

entre 0 et k , la propriété suivante est satisfaite.
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Y — S - —
(IS) U ig =0, eeey Iy 2 pxz(gz) =0 .

D'aprés (w¢), Gal(K(« , ¢ )/K(x)) est isomorphe & Gal(K(Q )/K) , c'est-a-dire,
pour ¢ >cg , a Fz . Chaan des polynfmes p)\2 admet alors les 4 = 1 conju~
gués gz s a=1, e0e 4y 4 =1, de ¢, pour zéro dfordre > k . Or
k(g =1) >L, et §-1<[K(w) ¢ K] « Les coefficients p sont donc tous

1 >\1’/\2’p;
nulse. Ceci contredit la construction du lemme 1 et conclut la démonstration du
théoreme 2.

Démonstration de (IO). = Pour > Cy s les nombres gz et 1 ~ gj sont des
unités v-adiques. Le lemme 1 entraine donc :

&a 6 2 2
8=lyeeey =l lF(CQ)I < exp(=y (g = 1)t%(og t)%)

Supposons que F(( ) soit non nul et posons K = K(gz , @(QZ) , A@(Qz)) . Le
nombre NK (@)/K () F(Qz est un élément non nul de K(o) qui s'éerit comme un
polyndme en o , de degré < 23 6 s dont les coefficients sont des éléments de X

2 Lot
admettant (cl4 b ) 2 pour dénominateur commun, et de hauteurs majorées par

N=c, 1,3(04 H+ cg L, log L) .

Un lemme classique de FEL'DMAN, que la démonstration donnée dans [7], lemme 1.10,

permet de transposer sans difficulté au cas p-adique, entraine alors

3

I K, (@)/K(e) @B|>ﬂﬂ-ﬁﬂzeh+mn>emucmz v t2 (10 ©)7)

En vertu de 1'énoncé (C.1) et de (»#), la norme de F(gz) , relativement & 1l'ex-

tension Kz(a)/K(a) , stéerit

NKz(a)/K(a) F(gz) = ﬂé:l,...,z—l Ua(F(Cz)) FL%Ga O(F(Qz)) s

ou, dans le deuxiéme produit, s parcourt l'ensemble des plongements de Kz(a)
dans K laissant fixe K(o) et différemtsde oy , =+s , o, + Pour traiter le
premier produit, on note que, d'aprés (C.2) et (w*),

ba=1, e, 4-1, o(f()) =F() .

D'autre part, QG(F(Q£)| < exp(c13 L, log 4) , pour tout plongement o , puisque
@(gﬂ) admet 4 22 pour dénominagteur. On obtient, en regroupant les résultats

précédents,

3

4 2 2
Moy, gmn Tl > om0y 07 V7 708 ©)9)

ce qui, 22 étant majoré par 12, , ost incompatible avec la majoration obtenue

plus haut.

kinsi, F(r, ) est mul, et o(r ) vérifie une équation algébrique de degré
’ Q£ 4 : l.;z
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<L, < (42 - 1)/2 sur le corps K(o , ¢,) . D'aprds (C.3) et (++), les coefficients
pxz(gz) s Ap = o, cer s L, , de cette ecquation sont nécessairement mils, et I,
est satisfaite.

Le cas général. = On termine la démonstration par récurrence. Soit s wun entier

< k et supposons que, pour g =0, eee , 5 =1 , la propriété (IG) soit satis-
faite. Alors

A
s s 2
A F(e,) =2 (" p, (¢ )N)e “(c,)
I s Ay o4 2
et si D = z(d/dz) = y'l A s le nombre D° F(gz) est un élément de Kz(a) qui

vérifie
S - S a
¥ a= 1 g eee L - 1 Iy O'a(D f(g}z’)) =D F((:}z) .

La norme NKa(a)/K(a) DS F(gz) stécrit comme un polynfime en « %ezdegré < £3 5
dont les coefficients sont des éléments de K , admettant (c 2) 2

minateur commun et de hauteurs majorées par

14 4 pour déno-

6 153(c4 H+ cg Ly log 4 + k log Ll) <N.

En reprenant le raisonnement précédent, on déduit du lemme 2 que D° F(gz) =0,
Cette égalité, jointe & (C.3) et (), entratne que, pour Ay = 0, «ee, L,

nombres D° P, (gz) sont nmuls et (IS) est vérifide. Le théoréme 2 est donc démontré.
2

les

Remarque 4. - Pour demontrer 1'assertion annoncée & la remarque 3, on considére
la représentation p-adique P de Gal(K/K) sur le -espace vectoriel associé

& 1l'ensemble E . D'aprés [16], IV, § 2.2, 1'indice de pp(Gal(K(E n)/K)) dans

p

P .
GLZ(Z/pn Z) est borné, lorsque n parcourt N , par une constante c., ne dépen-

17
dant que de E, K et p « On remplacera le nombre premier 4 de la démonstration
2

"y, . 2n
précédente par un entier n tel que 3c17 L2 <P < 3017 o) L2 .
Remarque 5. - L'action de Gal(K/K) sur les valeurs de la fonction auxiliaire
(voir la relation (C.2)) a joué un rBle fondamental dans la démonstration. Une
étude systématique de ce type de situation est exposée dans [2], III, 1°. On pour-

ra rapprocher son principe de la méthode des "fonctions auxiliaires conjuguées" de

[6].
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