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SYSTEMES D'EQUATIONS ANALYTIQUES

par Jean-Paul BEZIVIN

(a'aprés G. 1. GUSEV [17)

Résunée — On expose un article de G. I. GUSEV, sur les solutions d'un systéme
d'équationg analytiques., GUSEV se donne n séries restreintes en n variables,
Gy , & coefficients dans 1'anneau de valuation d'un corps ultramétrique localement
compact K , et &tudie le systéme G,(x) =0 .

1, Définitions et notations.

Soit A un anneau commutatif unitaire, et n et m deux entiers non nuls. Soit
n n ’ . s as
B un sous-ensemble de A x A" ., Pour « parcourant un certain ensemble d'indices

{. = -"i eee - W = se e fl.
A, on note Jla 0’&,1 ’ ,‘Ma,m) et Na (Na,l ’ , Na,n) , deux familles
de m-uplets et n-uplets d'idéaux de A .

Définition.1l. - On dira que B est concordant pour le systéme (ﬁa R ﬁa) , 0 E A,

)

si la condition suivante est réalisée : V x = (xl yoeee s X0

Vy-= (yl , ese , V. ), x et yeB, la relation

n+m

X, =y [Ma,i] , Vo, Vie(l, n)

implique Xiim = ium [Na,j] , YVaeh, ¥Vjije(l,n).

Définition 2. = On dira que B est totalement concordant si la propriété réci-

proque est vérifiée : ¥V x et Vy dans B, si 1'on a

Xj+m5yj+m [Na',j]’ Va, v3j,

alors

X, =y [Ma,i] , Vo, Vi,

Dans la suite, on prendre A = V , anneau de valuation d'un corps ultramétrique
localement compact XK , on fera n =m , et on prendra B comme image d'une appli-
n z
cation de V" dans Vn x V', notée H = (F1 y ses 4 Fn , G—1 y ose o Gn) « On no~
tera F 8§ G [ﬁa , ﬁa] si B est concordant, et F R & s'il est totalement

concordant, avec F = (Fl y eee Fn) et G = (G1 y eee Gn) .

On note ™ une uniformisante de V , et p sa valeur absolue. La valuation se-
ra notée v , et supposée normalisée par v(m) = 1 . Tout idéal de V est princi-
pal, et engendré par une puissance de T , L'idéal maximal de V est noté @ .

2. Propriétés des systemes concordants et totalement concordants.

de Vn dans

3

PROPOSITION 1. -~ On suppose que l'on a deux applications P et

Vi y €6 n suites d'entiers df{l)

non décroissantes, telles que
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(a) Tx) =0 [(p! )T,

" ROTNES
(b) FsT [(P= ), (p™hH7.
(i
dk)

Alors, si l'onpose G=F +T ,ona FRG [(®

(1)
), @E ).

Preuve. - On proceéde par récurrence sur l'entier k . Pour k = 1 , la propriété
est triviale. Supposons que
déi) déi)
F(x) =F(y) [¢f" JesG) =36@) [¢7 1,

]

et soient x et y dans VO tel? gue F(x) = Fly) [e
i

1'hypothdse (v), T(x) =T(y) [ +2] , done T(x) =T(y) [e
suites dki sont non décroissantes, et par suite
(1)
a(x) = 8(y) [p 7.
(1) (1)
Supposons maintenant que G(x) = G(y) [ +1] . On a alors G(x) =G(y) [e ]
dkl

donc, par l'hypothdse de récurrence, F(x) = F(y) [@ ], et par suite

(1)
T(x) = ¥(y) [@dk+l] , donc que
(i)
5x) = Fy) [0 0]
par différence.

Remarque l. - Ici le résultat est valable dans un anneau quelconque, 1'igéal @

et les suites d'entiers étant fixées comme ci-dessus.

PROPOSITION 2, - On se donne n suites d'entiers dii) telles que dii) R
si k =3+ ©, et deux fonctions F et & de V" dans V& telles que :
dl(<i) dl(<i)
(a) GsF (™), (™ )],

(b) G est continue,
(¢) &%) < F™) .

Alors on a a(Vn) = F(Vn) .

n
Preuve. - Soit X dans V° , il s'agit de montrer qu'il existe z, dans V
A - 7 . C L. s ~ n
tel que F(xo) = G(zo) . Pour cela, on réalise la partition de F(V™) et de G(VT)

(i
ay )

modulo [@

) )
S

] en classes Kik) y see s Kik) et L7, e,
k k
ment. On montre d'abord qu'il y a le méme nombre de classes. Il est clair que,

k k
viel(l, sk) , il existe un unique je (1, t ) tel que Lg ) c Kg )

respective-

« On en
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déduit que t,_ =S

k <"k *

Soient maintenant x, , ... , X

1 " dans V" , tels que les F(xj) constituent

k

(k)

des représentants des classes Kj . D‘?prés la condition (a), il est clair que
i)

%

1, donc s 2>t . et 1'égalité annon-

les a(xj) sont non congrus modulo [ y

cée,
Dans la classe de F(XO) , il existe donc un é1lément de §§V?) , donc, pour tout
i
k , il existe un z, dans V©  tel que E(zk) = F(XO) [P 7 . Puisque V est
supposé compact, il existe une sous-suite convergente de 1z _ de limite 2z, 3 il

k 0
est clair que 1l'on a alors @(zo) = F(XO) .

3. Systémes d'équations.

THﬁORﬁME 1, -~ On se donne

(2) Un systime de formes linéaires indépendantes, & coefficients dans v,
F. (x) = I g X. ,
i

J=1 1,3 73
(b) Une suite d'entiers dm , strictement croissante,
A=A :
(c) Un systéme S, de fonctions de vV dans vn® O | ou o =v(det(a, .))
i —_— — 0 i,

et A est un entier guelconque = d

1 L]
- = -0 -4 - =
Si le systéme satisfait & X 8 S [(@dm 0y, (@dm+l )], alors si G Foa it

on a

S,

d

d
Fea [(¢™) , (¢™] et FO") =& .

d d -A
Preuve. — L'hypothdse faite sur T montre que 7 S X [(® ™), (P n O)] . On

d d =i
obtient donc que F SS [(¢™), (f m+1 Y], d'ol, d'apres la proposition 1,

o

d
FRGE [(@™), (P™)] . On a facilement ™ < (™) , en résolvant le systéme
par la régle de CRAMER, D'autre part, l'hypothdse X 85 [...], implique S

continue, donc aussi G . La proposition 2 donne alors (v = F(vY .
Remarque 2. - Les conclusions du théordme 1 sont vraies sous des hypothéses plus
d -A d =A
faibles. En effet, remarquons que la condition X 83 [(P T O) , (@ m+l Yy im-

. . n
plique (si 1'on prvend sur V la norme "sup des coordonnées!)

1+A
o Isx) -slce Olx-vl .

On garde alors l'hypotheése (a), on suppose simplement K complet, et on note

A= |det(ai j)] . On se donne une application T de V' dans v* | vérifiant
?
IT(x) - T(y)| ceorxllx = yj| o 6e (0, 1(

et on suppose |[T(x)||< A, ¥V x dans v,
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Alors pour G =F + T , on a encore les conclusions du théoréme 1. En effet, on

vérifie facilement que

F(x) - T s 8 F&) - FG ,
dtou

F(x) - B = 6) - &)

L'hypothese ||[T(x)|| < A donne comme précédemment que (V") < F(V®) , et 1'autre

inclusion est simplement un théoréme de point fixe pour 1'application
x —>x, - FHr@E) = §(x) 5

on vérifie facilement que |[T(x) - U(y)|| <8 llx - vl « On a alors les résultats

suivants.

COROLLAIRE 1. - Dans les conditions du théoréme 1, pour tout c¢ dans v , le

systéme a(x) - ¢ =0 a une unique solution <> le systéme F(x) -c¢c =0 a une

unique sodution.

COROLLAIRE 2. - Soient G, , s..
dans V , et un point x, de V o J(é(xo)) #0 , ou J est le jacobien du sys-

, Gn y n series restreintes & coefficients

appartient a

téme. On pose A, = v(J(a(x ))) , €t on suppose que, V i , G.(X )

0 0 i 0
2Ao+l AO+1 _
® . Alors, dans le disque circonférentié D(xo ) ) , le systéme G(x) =0

a une unique solution.

Preuve, — On suppose x, = 0 , et on écrit

0
¢, (x) = ¢, (0) + 7, (x) + T, (x) ,

ou Fi est la partie linéaire de Gi , et

b(i) xr

Ti(x) = erl22 N , T = (rl y eee rn) s | =T, T+ el o .

1 2
~An-1
On se ramdne dans V- en posant x =T %o t

-0 -1 -A 1

(x) = n o 6, (x) =m © 6,(0) + 7, (£) + (%) .

. On note alors

' 20 .+1
On vérifie facilement que T:(t) cp O , ¥t dans V°, et que l'on a

% N 1+4, n
[23(6) - i(e) < p It -, vt,t dems V.
Pour le systéme Fi et le systéme Ri = Fi + Tz , on est donc dans les condi=~

tions du théoréme 1. Le corollaire 1 nous indique qu'il suffit de regarder le sys-—
=0 =1

teme Fi(x) = -m 0 Gi(O) . L'hypothdse faite sur les Gi(O) permet alors de

conclure.

Remargue 3. — On peut bien entendu donner une version de ce corollaire dans le

cas ou K est supposé simplement complet, en utilisant la remarque 2.
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4, Applications.

PROPOSITION 3. - Soit un systéme G, de n séries restreintes & coefficients

dans V 9 tel guey V x dans Vn 9 J(G(X)) ?‘l‘ 0 . Alors le Systéme a(x) =0 a un

.. . n
nombre fini de solutions dans V .

Preuve. - A chaque solution X de G(x) = 0 , on associe le disque circonféren-

1+AO _ AO N
cié D(xo s P ) , ou B, est entier tel que |J(G(x))| 2p ~ , ¥ x dans v,
Dans ce disque, d'aprés le corollaire 2, %, est la seule solution de G(x) = 0 .
n(A0+l)
Si q est le cardinal du corps résiduel d? K : il y a au plus q tels
n(A +1)
disques distincts, donc il y a au plus gq %o solutions au systime G(x) =0 .

PROPOSITION 4. - Soit =x, € V" et supposons que J(E(xo)) #0 . 80it 4, un en-

tier tel gue pn?'s ‘J(@(XO))| . On -se donne dl s eee dm dans V , et une unité

de V., e, tels que

A
1% a - el <o b,oow oy =0, (2 + 1) - inf v(G(x)) -

Alors, pour tout choix de xl TR . dans le disque circonférencié
A +1
D(x, , p ) , il existe y dans ce disque tel que

2? 4 G (%) = ¢ ¢,(y) , ¥ie(l,n).

La preuve est analogue & celle des autres propositions.
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