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PRODUIT TENSORITL TOPOLOGIQUE DE CORPS VALUES
par Jean FRESNEL et Bernard de MATHAN

0. Introduction.

L'objet de cet exposé est 1'étude de 1l'algebre produit tensoriel topologique de
deux corps valudse. Plus précisément, soient L et M deux extensions algébriques
d'un corps K , qui est algébrique sur Q_ . Soit T une extension galoisienne de
K contenant L et M. 31 T = Gal(T]K) , i1 existe un homomorphisme injectif
S de L S M dans 1'algébre loc(¢ , T) des fonctions localement constantes défi-

nies sur . , & valeurs dans T , défini par
5(s @ m)(g) = b .

Si L ® M est muni de la norme tensorielle et loc(: ’ T) de la norme de la
convergence uniforme, l'homomorphisme & est continu de norme 1. Il est bicontimu
si, et seulement si, la différente de L sur K est non nulle ou si la différente

de M sur K est non mulle (proposition 2)e.

Si § n'est pas bicontinu, le radical de Jacobson (intersection des idéaux maxi-
maux) de 1l'algébre produit tensoriel complété de L et M, L &k M est le noyau
de 3 s il est non nule. De plus, § induit un homomorphisme injectif isométrique
de L §>Pi/ ker $§ dans 1l'algébre des fonctions continues sur & & valeurs dans
T (le complété de T pour la valeur absolue). Si 73 est un idéal maximal de
L §K M, il s'ensuit que L &K M /52, ost isomorphe ot isonmdtrique & L (ou M2

cst un corps conjusué de M sur K )o Clest lc théoréme 7.

Le résultat de base est un théoréme sur la transformation de Fourier p-adique
qui permet de montrer que le résultat précédent est vrai pour 1'algebre KK &K KKaﬁ
si K est le corps obtenu en adjoignant a toutes les racines de l'unité
d'ordie une puissance de p ([5], et théoréme 5). Ensuite, un théoréme de transfert
(théoréme 3) permet de montrer que ce résultat est aussi valable pour T &K T si

T>K , et cemtme théoréme de transfert permet de démontrer le résultat pour
A )
L & MeT ® T e

l. Produit tensoriel de corps et algébres de fonctions.

Tous les corps considérés sont commutatifs. Soit T une extension galoisienne

d'un corps K , et soient L et M deux corps intermédiairese

Soient € = Gal(T|K) , & = Gal(T|L) et & = Gal(T|M). Notons loc(e , T) 1'algé-

bre des fonctions locslement constantes définies sur ¢ & valeurs dans T « Soit

§ 1'homomorphisme de L g M dans loc(s , T) , défini par
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%y om)(g) = m® , pour tout g€ G .
I1 est clair que l'image de $ est contenue dans la sous-algébre B! de
loc(¢ y T) , ainsi définie

s f(g) € M pour tout g € &

B! = {f € loc(® , T) I
| f(hgk) = £(g)" pour tout ge®, heg, ke

~

(M est la cl8ture galoisienne de M sur K ).

PROPOSITION 1. - L'homomorphisme & de L & M dans B' est un iscmomorphismes
Soit g € @, alors 1'idéal

‘;',‘-.,“tgz{zl ’?'i@‘mil- Zl;&img =0} «

est maximsle Tous les idéaux maximaux sont de cette forme, et L &k M / 't'}g est

isomorphe & LM par 1'spplication x k= %(x)(g) . De plus ,

e = gt
g~ g
si,et seulement si, il existe h e:, tel que g' = hg . Enfin, les idéaux premiers

sont maximauXe

Remarques = Si L =M =T , les idéaux maximaux de T ® T sont en bijection avec

3«81 L et M sont linéairement disjoints sur K , il existe un seul idéal maxi-
mel (il est mil).

2+ Produit tensoriel topologique de corps valués et algebres de fonctions continuese.

Soit Ep le complété de Q pour la valeur absolue p-adique notée | ] Ep
le complété de la clbture algébrique de 9;; . Tous les corps considérés seront désor
mais des sous-corps de Ep . Nous savons que les sous-corps fermés de E;o ([41, [5])
gont les adhérences des extensions algébriques de ..Q:p (cette correspondance est une

bijection). Nous reprenons les notations du paragraphe 1 oo K , L , M et T sont

des extensions algébriques de Ep'

Rappelons que la norme tensorielle ||sf sur L g M est ainsi définie ([71, [12])

si
(1) X = Z_in@mi,
x| = inf sup, | 23] elms| s
o 1t inf est pris sur les décompositions de x sous la forme (1)

Si loc(c , T) est muni de la norme de lo convergence uniforme, 1'homomorphisme
% est de norme 1, et se prolonge en un homomorphisme (que nous noterons toujours
% ) continu, du complété L ;;K M de L g M pour la norme tensorielle dans 1l'al-
gébre C(c , T) des fonctions continues de & dans T (complété de T pour la

valeur absolue) .

Soit B la sous-Imglgébre de C(g , T) ainsi définie
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_ t f(g)e LM pour tout g e®
2 B={feds, T | } e
k
' f(hgk) = £(g)” pour tout g e&, hen, k e

( ﬁ désigne toujours la clB8ture galoisiemme de M sur K ; d'autre part, si F

est un sous-corps de Cp s F désignera toujours le complété de F pour la valeur

absolue) o

/ N —
THEOREME i [6]. - La L-glgtbre B est 1'adhérence de la L-algébre B' , et 1l'ima
ge de L %’K M par 1l'homomorphisme & est contenu dans B « Soit g e & , alors
1'idéal

g_,véz{xeLagKM; 5(x) (g) = 0}

est maximale. Tous les idéaux maximaux sont de cette forme. L'aoplication

X v= &(x)(g) induit un homomorphisme injectif continu de L @’K M/ g dans
LMg . De plus,

Q’Rg = ”"g,

si, et seulement si, il existe h e g tel que g' = hg . Les idéaux premiers fermés

n
sont maximaux. Le radicel de Jacobson de L ® M est le noyau de & .

Nous verrons au paragraphe 4, que la bicontinuité de & est déterminée par 1la

différente de L et de M sur K .

3. La dlfferente dans les extensions infiniese

R AR TR SR TR ST TS e Pt

Les corps considérés seront toujours des extensions algébriques de gp , si K

est un corps, ous désignerons par OK son annesu de valuation.

Soit L une extension de degré fini de K , nous appellerons différente de L

sur K 1'iddal 9| K de Op dont l'inverse ;s)ah est ainsi défini [11]

-1
:E’\LIK ={xel; TrLIK(X OL) c OK } .
Cet idéal peut s'exprimer & l'aide de différentes relatives a des extensions de
degré fini de . I1 existe Kj< K et L' wune extension de KO linéairement

disjointe de L sur KO telle que L'K = L . Il est facile de vérifier que

o =3 “L'K, |,
ou l'intersection est prise sur tous les corps Ki tels que

Kyc kK <K et [Ki

(i1 y a confusion entre 1'idéal K. lK de OL'K et celui qu'il engendre dans
0 ). 1

2KO]<00

Soit L wune extension de K (éventuellement de degré infini), nous appellerons

différente de L sur K , 1'idéal ‘“’MI& de Op ainsi défini

sk = i T
ou l'intersection est prise sur tous les corps L:.,L tels que K < Li <L et
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[Li t K] <o (il y a aussi confusion entre 1'idéal 9, Ik de q et ecelui qu'il
engendre dans Q. ) e * *

Comme nous nous intéressons essentiellement, dans la suite de ce travail, aux

valuations des idéaux-différentes nous dirons (par abus) que

= (1) si 1 = sup | x|
(si 1'indice de remification de L sur Qp est infini, cela veut dire que

ELU\. =0y ou SLlK =T, idéal de valuation, sinon il n'y a pas d'abus).

THEOREME 2 [6]. - Soit L wune extension algébrique de Qp de différentec nulle sur
Qp. Soit M une extension de degré fini de L , alors SM]L = (1) «

PROPOSITION 2 [6]+ = L'homomorphisme & de Lg;K M dans B est bicontinue si, et
seulement si, SL[K # (0) ou Dy |k # (0) «

L'usage de la différente permet d'sutre part de montrer un théoréme de transfert.

THEOREME 3 [6]. ~ Soit K algébrique sur gp , L,L', M, M', 4 oxtensions algé
briques de K telles que

MeM , Lell, S‘M'IM# (0) &t SDL'lL# (0) .

Alox;‘s le radical @' de L! (%;K M! est 1'idéal fermé engendré par le radical &
de L gt ot l'injection i de L & M /& dans L' G M'/ &' est isométriques

4o L'algdbre KK &, KK o
@?K w

id ' o I . .
Soit Ky = Qp Cp l) s K N>1 Ky » ot NK © K une extension de degré fini de
» Appelons rN le groupe des racines p -iémes de l'unité, et I = UN>L I’I
soit gt (r, K;o) 1l'algébre des fonctions définies sur I , & valeurs dans K;; ’
qui tendent vers zéro selon le complémentaire des parties finies de T Le produit

de El’(r , K) est la convolution définie par

-1
f * = f .
glv) =2 fls)elvs )

D'autre part, la transformation de Fourier $ de J'(1“ ’ f{w) dans les fonctions
G(Z X K ) , continues sur Z , & valeurs dans Kp , est déTinie par 5 (£) = $ ’
ot f(x) = £ .

(x) 2ver Ny

Nous savons que 5 est surjectif, que le noyau de 3 est 1o radical Rl de
£ (1‘ , Kp) , que £ (F , K ) / =y est isométrique & C(Z , Kw) , et que 1'idéal
?, des nilpotents de Si]'(r , Km) est dense dans @ (theoremes 2 et 3 de [5]).
AMors, en considérant 1l'application f = ZY fly) ® vy de ﬁ]‘(r , Km) dens
K K_, ob Q K ek et [K'¢ ] <=, on peut démontrer le théoréme’

suivant ¢
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/0~ }_\
THEORM4[6].—SOitK:UNlKN,9_‘L}_K Qp(pf) SOl'b %)CKJCK O'b K?

de dezré fini surgp Soit @ = Gal(X [K ) et § 1'homomorphisme de K_ @K,
dans C(® , K) , défini par

s(x@y) (e = x° .

AMors, ker® # (0) est le radical de K_ éK, K 5 K_ &’K' K_ / ker § est isomor
phe et isométrique & C(g , K;) « Enfin 1'idéal g des nilpotents est dense dans
ker § , il est distinct de ker § .

On peut alors en déduire le théoréme suivante.

THEOR.EH.B [6]e = Soit K algébrique sur O tel que :DK # (0) ,

@ = Gal (KK _ | X) , alors 1'homomorphisme S de KKB*" dans cfy , —K——K;) est
surj °c‘bif ker § # (0) , ﬁle__q_‘t_:_l__t:}_ent KKOO ®K KK est 1somorphe et isométrique &
Ce, X ) s, €t 1'idéal ¢ des nilpotents de KK ®K KK est dense dans ker § ,
et dls‘LlnCt de ker § .

5¢ L'algebre L ®K M.

—— T R e M T

Les théorémes 3 et 5 permettent alors de montrer le théoréme suivant

THECRRME 6 [6]. - Soit K ahgébrique sur 9y tel que | # (0) , soit T wune

extension galoisienne de K contenant K , et soit @ = G&(T | X) « Alors 1'homo-
morph:.sme § de T ®Y T dans C@, T) est surjectif, ker § # (0) , le quotient
T ® T/ ker 5 est isomorphe et isométrique & Cc(@® , T) , et 1'idéal ¢ des nilpo-

tents de T ®K T est dense dans ker § et distinct de ker § o

Les théorémes 3 et 6 permettent finalement de montrer le résultat suivant.

THEORRMIE 7 [6]s = Soit K algébrique sur .g‘p s L et M algébriques sur K tels
que DL]K;- (0) =t Dl g = (0) « Alors 1'homomorphisme $ de LéKM dans B

est surjectif, ker S # (0) , le quotient L é’K M/ ker § est isomorphe et isomé-

trique & B . L'homomorphisme X k=3 F(xXg) induit un isomorphisme isométrique

de LéKM/g)% sur e .

Remarque l. - Sous les hypotheses du théoréme, avec en plus L o K et II = K » Q1

montre que les nilpotents de L @k M sont denses dans le radical de L ®K M.

Remarque 2e =81 LoK ou MoK , le théoréme 7 de [5] montre que les nilpotents

de L @k M sont denses dans le radlcal de L ®K M.

A
Remarque 3+ - Nous pensons que les nilpotents de L ® M sont toujours dense dans
le radical de L g M .
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