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' / /
FONCTIONS ABELIENNES p-ADINUES. JEFINITIONS ET CONJECTURES.

par Daniel BERTRAND

Ainsi que 1'ont montré LANG [8] et MASSER [9], 1'étude des combinaisohs lindaires
d'integrales abéliennes permet d'obtenir des résultats de géométrie diophantienne,

liés au théoréme de Siegel sur les points entiers des courbes algébriques. Nous
reprenons ici cette démarche, et nous en développons 1l'analogue p-adique. La
premié¢re partie de l'exposé est consacrée & la construction des "fonctions abélien—
nes v-adiques" associées & une variété sbélienne A définie sur un corps de nom=-
bres F , et & une place v de F . Nous nous sommes attachés & préciser les nor=
malisations de 1l'spplication exponentielle exigées par les spplications & la théoric
des nombres transcendantse Dans la deuxiéme partie, nous discutons une série de
conjectures fondées sur des résultats récemment obtenus lorsque A est de type
C. M. et pour certaines places v (voir [9], [5], [2]). Ces conjectures fourni-
raient en particulier une version quantitative du théoréme de Siegel-Mahler-Lang
[6] sur les dénouinateurs des points ratiomnels d'une courbe algébrique T de
de genre > 1 o L'intéret principal de cette déduction réside dans la comparaison
des distributions (au sens de WEIL) attachées & certaines fonctions rationnelles

sur [ e

1. Fonctions abéliennes v-adiques
la e R s

lele Définitions (les énoncés de ce paragraphe sont classiques j pour plus de dé-

tails, voir [4] et [12]).

Soient F wun corps de nombres, et A une variété abélienne (c'est-a-dire une
variété algébrique projective irréductible, munie d'une structure de groupe algé-
brique), définie sur F o A tout sur-corps ( de F , on associe l'ensemble A(Q)
des points (Q=ratiomnels de A . Ainsi, 1'élément neutre e de A appartient au

groupe A(F) .

Soient d 1la dimension de A, et {X;, «ss, Xn} uh plongcment de A dans

un espace projectif zn(F) o On peut, sans perte de généralité, supposer que
X(e) #0 ;5 X, (e) =0, ¥i=1, eea ymn.

La femille {x, = Xi/Xb 5 i=1, ees, n} définit un systéme de coordonnées
affines X sur l'ouvert AO ={P e Ai; XO(P) # 0} de A . Nous notons F[AO]

1'amnesu des fonctions réguliéres sur Ay o

Soit LieF(A) 1l'espace des dérivations invariantes sur A , définies sur F . Les
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éléments 0 de LieF(A) opéront sur le corps F(4) des fonctions rationnelles
¢ sur L, définies sur F . Plus précisément (voir (7], I, 2), si ¢ est régulié-

re en un point x de Ly, il en est de mfme de D¢ .
L'anneau affine F[AO] étant 1'intersection de tous ses snneaux locaux, on a donc
70 e IieF(A) sy Voe F[AO] : 0P e F[Ao] .

En particulier, il existe, pour tout &lément ¢ de LieF(A) s n  éEléments

P cee 4 P de F[x] tels que

1,0 ? n,®

Fi=1, «eoy,nz ox = Pi,@(xi sy eee sy X)) o

Nous considérons désormais une place (finie ou non) v de F , et le complété
EV de F en v . L'ensemble A(FV) est un groupe de Lie v-adique, d'espace
tangent & 1l'origine Te A(Fv) « L'opplication exponentielle v=~adique exp,, qui
lui est associée définit un difféomorphisme local de T, A(Fv) dans A(Ev) . Lfin
de la représenter par des fonctions analytiques, nous fixons une base

(D) = {D; 5 oo, Dy} de T, ﬂ(Ev) , formées des restrictions en e d'une base
0, 5 ees 5 04} de Lieg(L) , ceci est licite, car Liep(L) est une F-structure

sur Lie L(FV) (voir [3], Chap. [G., § 11). Nous appellerons normalisation de

1'agpplication exponentielle le choix d'une telle base. Nous identifions slors 1'es-

pace vectoriel FS a Te L(FV) en notant que, la différentielle 4 exp,, de exp

étant un isomorphisme de L:'Le(Te A(Fv)) sur Lie A(FV) , 11 existe un isomorphisme
unique h : Fg
base canonique de Lie(Fg) , on ait

—= T, A(Fv) tel que, si {a/azj 35 3 =1, eee, d} désigne la
d(e}(pv o h)(yazj) :(Dj 9 ¥ j =1 9 eee d .
Posons, dans ces conditions,

fi’V:Xioevaoh (i:l,noo,n)o

Les fonctions fi y sont appelées fonctions abéliennes v-adiques normalisdes

2
associées an triplet (4, F, (D)) . Elles sont snalytiques sur un voisinage 5,
de 1l'origine de Fg s et 1'application exponentielle est représentée par le systéme
ﬁv = (fl v ? *ee s Ty v) « Lorsqu'aucune confusion n'est & craindre, nous omettrons
’ ?
l'indice v dans les notaticns précdédentes.
Les propriétés qui suivent sont couramment utilisédes dans les démonstrations de

transcendance.

PROPRIETE le = Soit R le systéme de fractions rationnelles (3 coefficients dans

F ) représentant 1a loi de groupe de L dans les coordonnées x e Si z et =z

-~ —~

sont deux éléments de 8,500 a

}V(E +3') = ﬁ(}v(_g) , E‘v(z')) .

Ceci résulte de la commutativité dc 1'algébre de Lie Lie.A(FV) .
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PROPRILTE 2. - Les fonctions fl,v g see o fn,v vérifient le systéme différentiel
(/22,) fi’vzpi,j(}), F =1, eee,ni =1, eee,d,
ou Pi,j est un polynBme & coefficients dans F . En effet,
(a/azj) f, = (a/azj)(x.i o exp o h) = (d(exp o h)(a/azj)xi) o €xp o h
= QDj xi) ©c €Xp o h = Pi,@J(Xl y oo s xn) o €Xp o h,
et on conclut en posant ¢ Pi,j = Pi,@. .

J
REMARQUEs = Dans le cas o v est une place infinie complexe, 1'application Ev
admet un prolongement méromorphe sur Fi e On retrouve ainsi la définition des
fonctions ebéliennes classiques. Le choix de la base (D) décrit plus haut corres—
pond, dans la terminologie de LANG [7], & une normalisation faible. Dans le cas ol
v est une place finie, 1'étude explicite de E& n'a été faite, & ma connaissance,
que lorsque [ est la jacobienne d'une courbe algébrique (travaux de WEIL et LUTZ
sur les fonctions elliptiques p=-adiques, et de CHiBLUTY sur les "intdégrales abélien
nes p-adiques", voir [4], notice historique).

12+ Propriétés métriques.
PRI AT IR RIS R T SR

Précisons tout d'abord quelques notations et conventions, quil seront reprises
dans la deuxieme partie de l'exposé. Pour toute place finie v de F , nous dési-
gnons par Qv 1'anneau des entiers v-adiques, par PV son idéal maximsl, et par
Py la carastéristique résiduelle du corps Fv o« S1 v est une place infinie,
nous posons p_ =1 . Nous dirons qu'une propriété (SV) est vérifiée "pour v
suffissmment grand" s'il existe un entier Pg » effectivement calculable en fonce
tion des équations de définition de 4 , tel que (Sv) soit vérifide dés que
P, >Pg * Enfin, nous notons | lv la valeur absolue induite par celle de ‘E si

P 2 -1 . .
v est infinie, et normalisée par Ipv]v =p, si v est finie, et nous posons

¥ 2= (3, ooy 2y € F e g, = L, eee,d ]zj|v .

D'aprés le théoréme de normalisation de Noether, il existe un systéme de coordon-
nées affines x sur Ly tel que F[AO] soit entidre sur F[x{ y see xé] « I1
peut 8tre déduit de x par une transformation de GL(n R F) .« Nous fixons le choix
d'un tel systéme, que nous notons de nouveau % o Les fonctions fl s see s T4
sont alors algébriquement indépendantes, et 1l'application

o _ . - d
£,= (£ 5 ooy £9) 2 B -

est un difféomorphisme. De plus, on a la propriété suivante.

PROPRIETE 3e = Pour v osuffisgmment grand,

oo . d, y _ =/ (p ~1)
(1) f, est définie sur le disque § = {z€ F_3 |z, <z}, o r = P, Vv

(11) f, &st une isométrie sur §_ .
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Démonstration (1'argument qui suit généralise une idée classique, voir [4]).

(1) Pour i=1, «es , n, écrivons le développement de Taylor de f en O
i,v
sous la forme : ’
m
£;(z) = Zm a (8 o/ @))z™,
moom m
ou mi =mi eee my! et z7= 2, ees 23 , et soient
P. (;C) =2 Ci’j X& (avec ;(z (x gy sees 4 X ))
1,J &ENn (o4 1 n

-~

les différents polynBmes introduits dans 1'énoncé de la propriété 2+ Nous allons
montrer par récurrence que, dés que les coefficients c;"] sont des éléments de

1'annean 0, s il en est de mBme des coefficlents a o *
3

D'apres la construotion des coordonnées % , on a, pour i =1 y see o N,

8 0 = 0 « Soit alors m un multi-indice (m1 y see md) , €t supposons que, pour
tou¥ multi-indice p <m (c'est-d-dire tel que, pour k = 1 , se. , d , on ait

by < T, ), les n coefficients a, , ese , a soient des entiers v-adiquese
k= 1, n

Tl )
Pour j=1, «.. , d, notons m’  Te multi-indice
(ml soree sy s By + 1, Wy 0
On en déduit des équations différentielles satisfaites par f que, pour

vee md) .

i'—'-‘l,.o-,n etj=1,o-o,d:

(mj + 1)a j o8
Ii,m i,m -
v —_— = —=Q . (cl’J)
J m! A B o ’
m* ! ~ 1,m
ou les coefficients de la forme linéaire Q 3 sont des sommes de monfmes s'écri-
i,m

-~

vant, & des facteurs entiers prés, sous la forme
n /(mi) .
(Zf‘i 2:3) o pony
Comme i1 (sz) est alors entier, on déduit de 1'hypothése de récurrence que,
pour tout couple (i , j) , le nombre a . est un entier wv-adique. La récur-
i,m
rence peut donc ®tre poursuivie, et la proposition est démontrde.
Ltassertion (i) résulte alors de la minoration :

. me-1
m entier 1 §
¥ >1l, |n |, >, .

(ii) Soit ar(0) = (df1 (0) 4 ooe, dfd(O)) 1'application linéaire tangente de
f & 1l'origine. Sa représentstion matricielle J est, d'apres les normalisations
du § lel, un élément de GL(d , F). D'autre part, J est non singuliére, puisque

f est un difféomorphisme. En conséquence, df(0) est, pour v suffisamment grand,
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une isométries Mals on déiuit de 1l'intégralité des coefficients CH jointe & 1la

’
minoration reppelée plus haut, et & 1l'identité
Xl oso Xm bl Yl eecoe Ym = :___1 (Xi - Yi) Yl e Yi—l Xl'l'l LN Xm [}
que, pour =z et z' éléments de 5,
Fi=1, ee,d, [|£(z) - £(2) - df(0)(z - 2", <z = 2|,
L'inégalité ultramétrique entratne alors 3

Ve, et es, 2@ - 2G| = ey g 15 - 5G] =z -2, .

1.3 Endomorphismes de 4

Soient End A 1'anneau des endomorphismes de la variété abéliemne L , et End, &
la g—ﬂgébre End A ®9_ o Quitte & faire une extension finie de F , on peut sup-
poser que tous les éléments de End . sont définis sur F . Dans ces conditions
(voir [12], I), la différentielle & l'origine dx(e) d'un élément ) de End L
est un endomorphisme de 1l'espace vectoriel Te L(F) , restriction en e de LieF(A,).
Dans la base (D) = {D; 5 +es 5 D4}, déerite au § 1.1, dr(e) admet donc une repré-

sentation matricielle B)\ a coefficients dans T .

PROPRIETE 4, - Soit ﬁ)\ le systéme de fractions rationnelles (& coefficients dans

~

F ) représentant 1'endomorphisme ) dens les coordonnées x » Si z et BK z sont

des éléments de § sona

}‘:v(B)\(E)) = ~)\(}v(§_)) .

Ceci résulte de la relation : )\ o exp, = exp_ o dy(e) .

REM/RQUE. = L'algébre End . é&tant un Z-module de rang fini, les dénominateurs des
coefficients des matrices B}\ restent bgrnés lorque ) parcourt End A « Si1 v
est une place finie, 1l'ensemble des endomorphismes ) tels que BXS v soit inclus
dans SV (c'est-a-dire tels que tous les coefficients de B)\ soient entiers v-adi
ques) est donc un ordre EndV L de EndO L o« Pour v suffisamment grand, ou si

End, L est une algébre Gommutative, Endv Li cofncide smec End 4

L'gpplication ) w-= B}\ g'étend de f.'agon unique en une représentation y = X (D)
de 1l'algébre des endomorphismes Endo L o Solent alors R une 3—sous-algébre de
End, L , unitaire et semi-simple, et R(F) la F-2lgébre déduite de R par exten-~
sion des scalaires & F . La restrictioh de % (D) a R est équivalente & une som=-
me directe de représentations irréductibles que, quitte & faire une nouvelle exten~
sion de F , on peut supposer absolument irréductibles. Dans ces conditions, nous

sppellerons Re-normelisation de 1l'spplication exponentielle le choix d'une base

(D) de T, L(F) compatible avec la décomposition de T, L(F) en R(F)—modules

irréductiblese

EXEMPLEs ~ Si 4 est une variété abélienne du type C. M. de Shimura (voir [12], II),
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il existe un isomorphisme , d'un corps de nombres K de type C. M. (extension
totalement imaginaire d'un corps totelement réel K, de degré d ) dans Endy L »
La représentation X (D) restreinte & . (K) est équivelente & la somme directe
O] D eee ® oq » ou les o3 désignent des extensions & K des différents plon-
gements de K, dans FV « Une . (XK)-normalisation correspond ici au choix d‘'une

base (D) telle que :

¥ 8 €K ’ X(D) (L(B)) = diag(O'l(B) g oo O'd(B)) L

i L est de plus une variété abélienne simple (voir [12], II, cas primitif),
L (K) est égal a Endy L, et les (EndO L)-normalisations ne sont autres que les

normalisations fortes au sens de LANG [7].

2+ Lpproximations diophantiennes

2.1+ Enoncé des conjectures.

Les conjectures que nous proposons ci-dcssous répondent, dans la situation des
variétés abéliennes, aux résultats "non homogénes" obtenus dans la théorie des for-
mes linéaires de logarithmes de nombres algébriques. Le rBle de ces logarithues
est ici joué par 1l'ensemble £ des points algébriques des fomctions abéliennes

v-adiques, dont nous précisons tout d'abord la définition.

by

Soit fv un systéme de fonctions gbéliennes v-adiques associées & un triplet

(L, F, (D)) . Nous appelons point algébrique de £ tout élément de §_ ol

fv prend des valeurs dans . Lorsque v est une place finie, 1l'ensemble £,

est, en vertu de la proposition 4, muni d'une structure de (EnclV L)=nodule, et
des éléments de £, sont linéairement indépendents sur End A si, et seulement

si, leurs images par exp, o h 1le sont sur End 4 o

Si v est une place infinie complexe (cas auquel, au moyen d'une extension de F
et d'un prolongement de v , on peut ramener toutes les places infinies), nous
appellerons plus générolenent point algébrique de hf:v l'ensemble des éléments de
Fg dont l'image par le prolongement de exp,, o h a chj" (voir § lel, remarque)
est un point de 4(F) . L'ensemble SBV est alors muni d'une structure de (Endv L) -

module, ou EndV L =End £ o

Soient Md(F) 1l'ensemble des matrices d x d & coefficients dans F , et
x.(Endo L) (F) la sous-algebre de Md(F) déduite de X(Endo A) par extension des
scalaires 8 F . Si B = (Bl g o0s o Bm) désigne une famille d'éléments de F , nous

appelons hauteur (relativement & F ) de 3 le nombre :

8
O N P M

ol Mg désigne l'ensemble des places de F , et by le degré local de T en Vv .

Linsi, la hauteur d'un élément de Md(F) est la hauteur de la famille de ses coefe
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ficientse De m€me, la hauteur HX(Q) d'un point Q de _LO(F) est la hauteur de

la famille %(Q) » Enfin, nous notons 1 le vecteur de Fg dont toutes les compo-

santes sont égales & 1, et § le degré du corps F .
Les énoncés qui suivent sont relatifs & la donnée d'une place v de F , et d'une
normalisation (D) de 1l'application exponentielle.

CONJECTURE le¢ = Soient r , H et U trois entiers >0, et U oy eee y U,

éléments de £, dont les imeges par exp o h sont de hemteur < U . Il existe

des

quatre nombres réels strictement positifs ny s Mp s Mg effectivement calculables

en fonctionde r, d et s, et C, effectivement calculable en fonction de r,

5 et des équations de définition de A , tels que, pour tout (r + L)-uple

Byy ees , B, d'éléments de (End, 4) (p) de heuteur < H, la forme linéaire

BO 1+ B1 W + eee + B ou, s'annule pu vérifie s
Kl %2 M.3
> exp(~ Glog H) ~ p. " QogU) %) »

Le cas d'annulation de la forme linéaire est précisé par 1'énoncé suivant, qui
généralise une conjecture de WALDSCHMIDT [13].

llBOi+ Bl}.l.l + "‘+Br11r“v

CONJECTURE 2+ - Soient u

sur End 4 o Alors, ils sont linéairement indépendants sur X(End0 A) (F) et la

ees y u, des éléments de £ linéairement indépendants

forme linéaire ne peut s'annuler gque si Byl est nul,

La conjecture plus forte qui suit est indépendante du choim de (D)

CONJECTURE 3+ ~ Soient wu, , «se , u, des éléments de £ = linéairement indépendants
sur End L, et By, B, , e, B, des éléments de My(F) tels que Byl ou

r —
B1 soit non nul. flors, B i + B, u + eee v+ B ouy est non nul.

0

Le corps de nombres F étant arbitraire, il est clair que les conjectures 2 et 3

fournissent des énoncés de transcendance. finsi, si /L est une variété abélienne

simple, tout élément non nul de Ev est linéairement indépendant sur End 4 , et
on déduit de la conjecture 3, que, pour toute normalisation de 1l'application expo-
nentielle wv-adique, chacune des composantes de ses points algébriquonent non nuls

est transcendante (voir [8], § 2, pour lc cos des'placss infinies).

Ces conjectures permettent de retrouver la plupart des énoncés obtenus lorsque 4
est une courbe elliptique, et nous nous bornerons ici & rappeler une lacune impor—
tante dans les connaissances actuelles : le cas r > 3, L sans multiplication

complexe.

~

Lorsque /L est un produit de courbes elliptiques, et que »fv est (E}ndo L) =nor-

malisge, les conjectures 1 et 2 se ramenent au cas de la dimension l. En effet, si

L = Ell X see X EsS , Ou les Ei désignent des courbes elliptiques non isogénes,

N , . . . . 8
1talgebre X (D) (EndO L) (F) s'identifie alors & la somme directe /\lel Mni (F) .

Mais un choix convenable de la base (D) permet de retrouver certains des résultats
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de BLKER, COLTES et MLSSER sur les périodes de deux fonctions elliptiquese.

Peu de résultats sont connus dans le cas général. Un énoncé partiel a &té obtemu

par MASSER [10] lorsque d =2 et r =1 ., En revanche, si L est une variété

abélienne simple de type C. M. s €0 si ':v est (Enc‘iO L) -normalisée, les conjectu-
res 1 et 2 ont été établies pour les places suivantes :

- v est une place infinie (complexe) (voir [9], [5]), 1'énoncé précis de la

conjecture 1 se déduit de ces travaux par la méthode exposde dans [2].

- Vv est une place finie, le nombre premier p, se décompose totalement dans
le corps totalement réel K, , et les idéaux de K, au-dessus de p_ ont le

meme type de décomposition dans XK (voir [2]).
(Pour se ramener aux énoncés de ces critéres, on noters que si
{diag(o-j(gi)) 3 =1, eeeyds i=1, eee, 2d}

désigne une base de X(D) (End 4) sur Z, les 24 lignes de la matrice (o'j (Bi)) ,
avec j =1, eee yd3 1=1, 3.0, 24, apparaissent dans 1'écriture du discri-
minant du corps K « Son rang est donc égal & d , et 1'alsebre X(D) (Endo L) (F)

s'identifie & 1'algébre des matrices diagonales & coefficients dans F ).

2.2, Une formulation intrinsdque.

Nous ferons désormais l'hypothése suivante qui correspond, dans la théorie des

formes linéaires de logarithmes, au cas "rationnel homogdne!
]

(®) I1 existe une normelisation de l'application exponentielle telle que la

conjecture 1 soit vérifiée si By &st mulle, et Bl s see Br appartiennent a
x(Bnd_ &) .

En vertu du théoréme de Mordell-Weil, les ensembles A4i(F) et Ev sont des
(Enc’lV L)=modules de type fini. L'hypothése (®) fournit alors une minoration de
la norme de tous les éléments nop nuls de SSV s que l'application exponentielle pen-
met de transporter sur la variété. Nous notons dv la distance définie sur !;O(Fv)

par @

vP, Q eAO(Fv) , dv(P , Q) = sup,

N A T

COROLLLIRE 1 [sous {%)]. - Il existe un nombre réel C, >0, effectivement calcule
ble en fonction d'une base du groupe de Mordell-Weil L(F) (et donc en général

non effective), tel que, pour tout point Q de AO(F) et toute place v de F,

on ait

’ ! "1
dv(e , Q) > exph - Cl Py [1log log H;:(Q)] ),

A,

ol n, = ug, + 2d5n3 ( r désignant alors le rang de A(F)).

Démonstration. ~ Nous allons déuontrer le corollaire lorsque v est une place finie
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suffisamment grande. Le raisonnemenﬁé}qui suit s'étend aux "petites" places, & condi-
tion de substituer au facteur C1 p, une constante 02 effeciivement calculable

en fonction de Cl s 6 et des équations de définitions de 4L . Enfin, la démarche
exposée dans [9], théordme 3, permet de traiter le cas des places infinies, et nous n

ne la reproduirons pas ici.

Soient 4, (F) 1la Z-'tor31on de L(F), et P
base du Z-module A(F)/z.t(F) - Par Gy,
réels > L ne dépendant que de P1 9 eee Pr et de L

eoe 4 P des représentants d'une
1 ’ s o T

5 , nous signifions des nombres

Tout élément Q de A(F) s'éerit sous la forme Q = =By P, + eee + B P _+ P,
oh P € Ly (F) 4 et By » eee s B, sont des éléments de EndA o Si (D) des:Lgné
la normalisation définie par (%), et H 1le maximum des hauteurs des matrices

(D) (Bi) s la quadraticité de la hauteur de Néron-Tate sur ' entratne

H2
17 (Q) > Gy -
Dés que L a bonne réduction en la place v , le noyau 4, de la réduction de
o as d .
A(Fv) modulo @ est un sous-groupe de L(Fv) d'indice < G, p{S , puisque

(voir [1], lemme 13) le cardinal de la variété réduite est < (J4(I\IF/0 )
D'autre part, dés que p, ne se ramifie pas dans F , le sous-groupe
av = exp o h(i&'v) de L cofncide avec Ly En effet, la propriété 3(ii) (§ 1.2)
montre que
. - -1
={Q e AO(FV) $ Vi=1, eee yn, lxi(Q)lv <pv]“/(pv )}
tandis que, par définition,
Ly={Qeky(F); vi=1, «.,mn, |xi(Q)[v <1} .

En conséquence, les points My Q Uy P1 9 eee s Wy Pr appartiennent a & le

v ?

point yu P, , élément de 4 (F) N 4, , est mil, et 1'on s, en notant 4 1'appli-
cation réciproque de exp o h sur a v !
< = ! ene L
oy Guy DUy = Ix B 2,0y P+ eee + x B 2 G, P
(cf. propriété 4). 7

"
Comme He;(P'v Pi)< C5 v , 1l'hypothise (#) entratne donc :

Ity Gy Dlly > (- 0108 10g B@)? 52,3 (1og 6%

Or on a, pour tout élément Q de jLO(F) , dv(e y A »>d (e, Q) «Lla proprié=

té 3(ii) permet alors de conclure.

2.3+ Dénominateurs des points rationnels des courbes algébriqueses

Soient T une courbe algébrique projective irréductible de genre 3 t, définie
sur un corps de nombres F , et ¢ un élément non constant du corps F(r) des

fonctions rationnelles sur T, définies sur F . Pour tout point Q de Tr[(F) non
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P8le de ¢ , nous notons P(dén (Q)) Lle plus grand facteur premier du dénominateur
de (@) , et H (Q) 1la hauteur (relativement 3 F ) de ¢(Q) « D'aprés le théoré-
me de Siegel-Mahler-Lang [6], les points Q de TI(F) , tels que P(dén ¢(P))

soit borné, sont de hauteur H bornée, et forment donc un ensemble fini. Le corol-

rd CP ’ A
laire 1 permet de préciser ce théoreme sous la forme suivante.

COROLLLIRE 2 [sous (®)]e = Il existe deux nombres réels ¢ et x >0 , ne dépendant

que de T , F et ¢, tels que, pour tout point Q de r(F) non p8le de o , on

et s
P(dén ¢(Q)) > c(log HCP(Q))" .

Démonstrations = Supposons tout d'sbord 1l'assertion établie lorsque I est non

singuliéres Elle sera alors vrale pour toute courbe T . Soit, en effet 11 3 f‘o—é r
une normalisation de T + La normalisée E est non singuliére, et définie sur une
extension finie F' de F . Le corollaire 2, appliqué & 1'élément ¢ = ¢ o n de
F'(f) , entratne, pour tout point @ de T['(F') non pble de D,

g

1
P(dénlp o m (A))) > c'(log H o @™
la hanteur H' est ici prj}.se relativement & F' , et vérifie, pour tout élément B
to
de F: H'(B) = H(p)[F o conclut en notant que le morphisme . est

surjectif.

Soit donc ¢ une fonction rationnelle non constante sur la courbe lisse TI' « Ses
différents pbles P, 5 ¢eo, P sont définis sur une extension finie F% de F
D'aprés la formule sur les hauteurs rappelée plus haut, on peut, sans perte de géné-
ralité, supposer que F" = F . Soit par ailleurs L la jacobienne de la courbe T «
Cl'est une variété abélienne définie sur F , et pour laquekle nous reprenons les
notations du § lele Pour j =1, «.. , m, nous notons ¥3 le plongement de T

dans L tel que Y (Pj) =e, et V3 1l'ordre du p8le Pj de ¢ « Nous allons

associer & toute place v de F un nombre réel Y, he dépendant que de F , T

et ¢, et tel que, pour tout point Q de ©(F) s

Q)o@ > v, = lo@]; < v, s 0ty ) evuyn

PAERORCIBY

j:l., seeyll

(i1) vy, =1 pour v suffisemment grand.

Cette seconde condition, qui est fondementale pour 1'application que nous avons en
vue, signifie que, pour un entier Po effectivement calculable en fonction de T ,

p e F,ona Yy = 1 des que p, > Py s ot ce indépendamment du point Q .
Le corolleaire 2 se déduit aisément de (i) et (ii) ; posons :

P =P(dén () 5 v = ﬂvemF Yy = ﬂpvépo Yy 5 v =8P ee,m V)

Dés que p, > P (voir [1], III), «(Q) est un entier v-adique. En conséquence
(i) entratne :

n 6'V' "\)j 6V
H‘P(Q) = vem, sup(l , l(_p(Q)lv) <y nPVSP sup[l , supj:l,...,m dv(e > ¥y @ Y17 .
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Désignons par C; s Cys © des nombres réels > 0 ne dépendant que de T , o

et F o« Les hauteurs associézs & ¢ et au plongement X o ¥ étant, & une puissan

ce prés, quasi équivalentes (voir [6], propriété 5 et § 5), on déduit du corollaire
1, appliqué & la jacobiemne de T

"y N

H(P(Q) < ¢, exp(ec, vg (log log HCP(Q)) vagp p,.)

2
soit
ny n4+1
HCP(Q) < exp(c; (log log HCP(Q)) (P(aén (Q))) © ) »
L'inégalité du corollaire 2 en résultee.

Les propriétés (i) et (ii) peuvent s'interpréter dans le langage des distributions

de Weil. Nous en donnons ci-dessous une démonstration directe.

Les points P, , ees , P étant simples, il existe un élément t de F(r) 1les
admettant chacun pour zéro dlordre I (autrement dit, t est une uniformisante lo-
cale en chacun de ces points)e Si f e K(I') , et si, pour j =1, ees y m , ON
désigne par wj l'ordre de f au point Pj , 11 existe une série de Laurent & coef-
ficients dans K @

n

£,(1) = ™,

s
g Jsn
et, pour toute place v de F , un voisinage Vj v de Pj dans r(Fv) s btels que
b
Poel; . 50@) =@ .

On déduit de ces relations (appliquées aux fonctions ¢ et X; o wj) 1l'existence

de trois constantes y& s Y; ’ Yg' telles que :

-si Qe LJj=1,...,m Vv lo@1; < vy

-
- dans le cas contraire, 3 j € [L, see , m] tel que |(p(Q)|v < yg :t(Q)lv J , et,
Fi=1, ee,n, |x oy @ <y t@] .
La propriété (i) en résulte. Pour établir (ii), nous faisons appel au théoréme

d'Risenstein (voir [11], VIII, exercice n° 235), en vertu duquel, pour v suffisame=

ment grand (en fonction de T, £ et t ), les coefficients 8 des dévelop=-

s
pements mentionnés plus heaut sont tous entiers v-adiques j les fonctions f et t
appartiennent & F(r) , les séries fj sont en effet algébriques sur F(t) . Pour

v suffisamment grand, a. ® est de plus une unité- p-adique , et 1l'on a s
ON

w.
0< [t@], <1 =]t ,@)], = [t@]7 .

D'autre part, tous les p8les de ¢ étant par construction p8les de la fonction
t_l , la fonction ¢ est entiére sur F[t—lj , et donc, pour v suffisamment grand
sur C%[t‘lj . Par conséquent, la relation [@(Q)Iv > 1 entratne lt(Q)‘v <1l e
Mais, si S (t , X) désigne le polynSme minimal de X sur F(t) , et si

|'b(Q)lv < lcp, les seuls zéros de 1'équation S (t(Q) , X) = O, de valeur absolue
v-adique > 1 , sont les nombres ¢, (t(Q)) , «.. @m(t(q)) s OU o, désigne le

développement de Laurent de ¢ en Pj » Lorsque Im(Q)IV > 1, il existe donc un
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indice j [ [l 9 oco m] tel que H
0@ = 9. (E(@) ,
J -,
d'ou lo@]1, = [t@], 7
Un raisonnement similaire permettrait de montrer que, sous les m®mes hypotheses,
Vi:l,...,n’ j:l,.ao,m, lxiowj(Q)Ivglt(Q)Lv_.
/insi, pour v suffisamment grand, 1l'inégalité |¢(Q)|v > 1 entratne :
-
3 . s J
3ielby eeey,m]l; vi=1, eeeym, ‘¢(Q)|v~< lxi ° wj(Q)|v ¢
La condition (ii) est donc bien vérifiée, et le corollaire 2 est démontré.

EXEPLE (courbes de Fermat ; voir d&galement [9], [2]). = Soit 4 un nombre prémier
impaire D'aprés le corollaire 2, il existe deux nombres réels ¢, et u, >0, ne

4 y

dependant que de 4 , tels que, si X Xy 9 X5 désignent trois entiers dont la

1 s
somme des puissances g-idmes est nulle, leurs plus grands facteurs premiers P(Xi)

vérifiont
"2
yi=1,2,3, P(xi) >c, (log ) *,

o X = 311::1,7<::.L=1"2’3 Ixiloo .

On notera que le seul point ineffectif de la démarche présentée ici réside dans la
détermination des générateurs du groupe des points rationnels de la jacobienne de
I , la constante c é&tant fonction de leurs heuteurs (la constante u ne dépend

elle-mfme que du rang du groupe).
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