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POLYNOMES EULERIENS modulo p°

par Daniel BARSKY

RESUME. - On montre que, pour tout nombre premier p , la fonction génératrice
des polynémes eulériens, An(t) , est une fonction analytique p-adique au sens de
Krasner sur certains sous-ensembles de Cp . On déduit de ce résultat des congruen-
ces entre les polynbémes eulériens. En particulier, on montre que, pour tout entier
h >0, la suite de fractions rationnelles

3#* n 'bp
An(t) = z:;ifEI;E;f An(t) -p z:;;jj-zyagf An(tp)

est périodique modulo ph de période (p - l)ph"1 .

Introduction et notations.

Les polynbmes eulériens, An(t) , ont pour fonction génératrice de Hurwitz [10]

u L=t

Zn;O An(t) nt = u(t-1) °

-t + e
Ce sont des polynbmes qui s'introduisent naturellement dans des problémes d'énumé-
ration concernant le groupe symétrique EL sur l'ensemble totalement ordonné
[n]={1,2, «so , n} [10]. I1 est d®s lors assez naturel de s'intéresser aux
propriétés des polynfmes eulériens, et en particulier au comportement de la suite

n ——> An(t) modulo 1les puissances d'un nombre premier.

Nous suivons les notations d'Y. AMICE [1]. Soit p un nombre premier, N, Z,

~

Q , E+ ont leur signification habituelle ; Zp ’ Qp désignent respectivement

~

1'anneau des entiers p-adiques et le corps des nombres p-adiques munis de la va-
1

leur absolue p-adique normalisée par |p| =p = 3 Q@ est le complété de la clb-
ture algébrique de Qp , Sa valeur absolue est encore normalisée par Ipl = p-l [1].

On sait depuis les travaux A'AMICE et FRESNEL qu'il y a un lien entre la prolongea-

bilité analytique au sens de Krasner d'une série de Taylor

P(x) = L. 8, X% e 0 f[x1],

sur un guasi-connexe de Qp contenant le disque de convergence de la série et des

congruences entre les a -

Le théordme de lMittag-Leffler p-adique ([1], [12]), par les inégalités de type
Cauchy qu'il fournit, permet d'établir un lien étroit entre les propriétés de pro-
longeabilité analytique sur un quasi-connexe de Qp de F(X) = Zﬁ;o aan € Q?[[X]]
et des congruences entre les a (cf. [12] ainsi que [3], [5], [6], [7] et [8]).

Rappelons que l'on dit qu'une fonction F , définie sur un sous-ensemble B < Qp

& valeurs dans Qp , est un élément analytique sur B si F est une limite uni-

forme sur B d'une suite de fractions rationnelles de Qp(X) sans pbles dans B .
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La norme de la convergence uniforme sur B est notée || || , done

“F“B = SUDPyep IF(X)I .

On note H(B) , respectivement HO(B) , 1'espace de Banach des éléments analyti-
ques sur B, respectivement des éléments analytiques sur B nuls & 1'infini, mu-

ni de la norme de la convergence uniforme sur B . On note, si aGEQp et si p€55+ ’
+ . : -
Bla, o) ={xeg ; |Xx-a|l <o}, resp. Bla, o) ={X€C; |x - a|l <0},

la boule fermée, respectivement ouverte, de centre a et de rayon p « 5i (Ci)iGI
est une suite croissante de quasi connexes de Qp ([11, [11]), on dira que F est
une fonction analytique sur C © UiEI G& , si F est un élément analytique sur
chacun des Ci . Nous désignons par p , r et ¢ des réels >0 . Nous posons
g=p si p>2,et g=4 si p=2.31 a€R , [a] est la partie entidre
de a , c'est-d-dire que [a]e N et a-1<[a]<ga. Il sera commode 4d'étudier

les fractions rationnelles

3¢ t n £? P
A(t) = ————4 (t) - p ————— 4 (t%)
n (t _ 1)n+1 n (tp _ 1)n+l n
et leur fonction génératrice
#* n
Gt(v) = z£>0 An(t) v,

I

Cette modification des An(t) permet d'avoir des congruences qui s'expriment

gimplement en termes de fonctions continues, analytiques, etc., p-adiques.
Nousvposons, si €>0 et si BC“ gp ’
ve(B)={xegp; |Xx - b| = ¢ pour tout b € B} .

Il est clair que si B est compact, ‘Q(B) est un quasi~connexe ([11] ou [1]).
*
Nous posons gp = {x € g? H ]XI = 1} . Notons T_ 1le groupe des racines p-icmes
de 1'unité, Si te ¢_-B(L, 17) , l'application v —> Gt(v) appartient a
*
HO(Ye(gp)) , et HGtH \;(g‘:) < 1/e pour tout e >0 , d'ou nous déduisons que

est la restriction d'une fonction de 1l'algebre d'Iwasawa sur

£ e ) D

gp(t) (théordme 1, proposition 1 et corollaire 1). Si 1 = p >1p et si

t e 9@ - E(l ’ p+) , nous montrons que V‘——é'Gt(V) est une fonction analytique
sur Y;(gp) , Ou r dépend de p de maniére exglicite s en outre, nous donnons la
croissa%ce de v —> Gt(v) sur le bord de Y;(gp) . Ce résultat implique que

k ——9-A;+k(p_l)(t) est la restriction d'une fonction localement analytique sur ZP
dont nous donnons une estimation du rayon d'analyticité locale (théordme 1, propo-
sition 2 et corollaire 2). Enfin si t € ¢, - Uger B(E, p) , ol o<p<p'1/(p"1),
alors v —> Gt(v) est une fonction analytique bo;hée sur B(O , r ), oa r dé-
pend explicitement de p , et nous donnons une estimation*de ”GtHB(O,r_) ; de 13

nous déduisons une estimation de la norme p-adique de An(t) pour

t € Qp - Ugerp B(g ’ p+) .

Les deux premiers résultats permettent d'obtenir, via des théorémes de J-P. SERRE
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n
et Y. AMICE, des congruences sur les quantités 2%:0 (- 1)n-k (E) A§+k(p_1)(t) R

*
des estimations p-adiques de An(t) - A ph(t) , ainsi que des estimations

n+(p-1)
en norme de Gauss de la méme quantité (i. e. des congruences entre fractions ra-

tionnelles formelles).

2. Fonctions génératrices des polynémes eulériens.

Par définition [10], la fonction génératrice de Hurwitz des polyn®mes eulériens
An(t) est

n

SoAa(t) X o1t % (u)
' - - L]

n20 “n nl oL eu(t 1) t

Donec
. (u) L eu(t—l) -1 eu(t-l) _ 1)n
t - t -1 T 0 t -1 ’
la dernidre série convergeant formellement en u . Posons v = u(t = 1) , 11 vient

A (t) Vn ev - 1)n

e}
ﬁt(V):;znwm.ﬁT: na)(t—l

’

la derniére série convergeant formellement en v (i. e. v—adiquement). Nous
allons étudier la série génératrice ordinaire de An(t)/(t - 1)%, pour cela nous
allons utiliser la transformation de Laplace formelle £ sur Qp(t)[[v]] , clest-
a-dire sur l'espace des séries formelles en v & coefficients fractions rationnel-

lesen t sur C_ . Si
~p

B () = 5 an(8) Sre ¢ (9)[[¥]],

L4

nous posons par définition
7 n
E(ft(v>) = ft(v) = Zn20 an(t) V .

On remarque que £ est une application Qp(t)-linéaire de Q?(t)[[v]] dans lui-

néme qui est v-adiquement continue. On a

£( av( bv ny - ( n-k (® -1 (nl)vn b
e (e™-1)7) = E;L«:=O ~1) k)(l—(a+bk)v) = (T=av)(I=(a+b)Vv). .. (I=(atnb)v) *

~ av, bv n i n |
On pose £(e” (e - 1)7) = l& b, VJ .

LEGE 1. - Si

B (v) =

i
o
Y
B ==t

ot
—~

<
N
N’

]
™M
=

alors

H (v)

i
™M
¥
~
o
|
—
N
i
=]
o
=B
S
.

Démonstration. — C'est évident, car ﬁt(v) = z£>o (t = 1)™ (¥ - )" , donc

By(v) = 2(E,(v) = T (6= D e((e" - D)D) .
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Qs E. D.

LEMME 2. - Pour tout entier h > 1

R Ht(v) est modulo ph gp(t)[[v]] une série

formelle reconnaissable en les deux variables commutatives v et t .-

Pour les définitions et les propriétés des séries formelles reconnaissables, voir
(91

Démonstration. - Soit N wun entier tel que ph divise N ! , alors

N
1) = 20 (6= 0 [0 2] mea(d g ([¥I)

’

Le second membre est de la forme

P(v , t) N )
G- (1 -v)(1 - 2v)e. (1 - av) on Plv, %)< g?[t » v,

c'est donc une fraction rationnelle reconnaissable en les variables commutatives
v et t [9].
Q. E, D.

3. Polynfmes eulériens modulo ph .

Nous allons interpréter p-adiquement la formule
- Z An(t) n Z ( )—n i n J
Ht(v) = 10 z::f:‘;;E Vo= 4y (B lp sy 1, v| °

Dorénavant t et v sont des é1éments de certains sous~ensembles de Qp .

LEMIE 3. - Pour tout te€C - B(1, 17) et tout veB(O , 1), on a

|5, (")] <

Démonstration. - On sait (Cf. [37]) que

SUPyeB(0,17) B, ()] = SUPn>0 ' 1)n]
Q. E. D.
On tire du lemme 3 que, pour t € Qp -B(1, 17), Ht(v) e H(B(O , 17)) , et
que l'on a uniformément, pour t € Qp -B(1, 17), SUP, g0, 17) IHt(V)I-S 1

Pour obtenir des congruences modulo ph. entre les (t - 1)-n An(t) , on choisit

N tel que |N!| < p—h , alors

~

N...

(t - )™ [. , Y ) é}”B(O,l—) < P_h .

*WPyeg -B(1,17) ” (v) -

Nem -
Posons Hh t(v) = Zh_é (t - 1) n [ o , v] « En revenant & la définition
H a R

0,1
n . . .
' il vient
[Q y Ly V} ’ N—l -1

. (V) =2 B () (1 -av),
ow B (t) € C (t) et SuPtEQP 5(1,17) IB (t)] <1 . D'aprds le petit théordme de
Fermat,

(p-1)p" " h
n'\P =1 mod(p') si n est premier & p,
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et

In |.$ p_k gi p divise n .

De 13, il vient immédiatement, en développant Hh t(v) en série de puissances
H
de v,
A (t)

h-1
S“Ptegp-B(l,l') z:jffffyﬁ - (¢ -1) rt)z™ ()| <™

nt(p-1)p
pour n >h . En particulier, d'aprds les inégalités de Cauchy [1], on a, pour
n=2h,

h-1 h-1
(t— )-n A (t) _ (t 1)-n—(p— ) An+(p-1)ph_l(t) _ ph(t—l)-n—(p—l)p P h(t)
ol Pn,h(t) € gp[t] .

Si t € Q? - B(1, 17) , les congruences précédentes ne sont obtenues que pour
n>h, ce qui est peu agréable. Pour nous débarasser de cette condition, nous al-
lons modifier quelque peu Ht(v) . En fait, nous allons calculer la partie singu-
litre H_ (v) de Ht(v) relative au trou & 1l'infini Q? - B(O R +) du quasi-
connexe B(o , 17) (ce. [1], [11], [12]). C'est-a~dire que (v) est, d'aprés
le théordme de Mittag-Leffler p-adique, l'unique élément analythue sur B(0 , 1+)
tel que Ht(v) - Hw,t(v) soit un élément analytique sur ({X € gp 3 |Xl # 1} , nul
4 1'infini. Nous trouverons aussi une relation fonctionnelle simple entre Hw,t(v)
et Ht(v) :

_t-1_t% o (pv) .
tP o1 P

Nous obienons, pour T € QP -B(1, 17) et pour & >0, un élément analytique

sur Ye(gp) :

P
¢ (v) = f Ht(v) -t = (pv) .
tP -1 tP
Ceci nous fournira des congruences entre les
P
* t p
A(t):——————-—-— (t) - p ———— a_(t")
n (t - )n+1 n (tp )n+1 n ’

qui s'expriment simplement & 1'aide des notions de fonctions continues, respective-
ment lipschitziennes, respectivement localement analytiques, respectivement de 1'al-

gébre d'Iwasawa p-adiques. Nous allons réaliser maintenant ce programme.

.o _ 1 ( tP p
LELE 4. - 81 A (%) = ——= 4 (t) - 5 A (+%) , alors
4P -1 p-i
n t n
0(0) = g £,(8) ¥ = g E(Y) - . Htp(P")'Z}i;l 2030 Pyt I:i,p,v]
Démonstration. - On a
-1 iv v
1 -4 t -1 -1
By (v) = v - T % ‘{:—o e_f‘ (1- 'e'E')
-t + e % t
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_t-1_ P z?‘l etV (1 - PV 1y-1
bogp g 10 tP -1
_t-1_ P z?‘l v 5 (ep - 1
g =0 0 Ty 7
On constate que, pour i =0, on a
t -1 % 5 eV otin t-1 tP g
tP .1 B2 tP 1 t 1t
Donc
p
t t t P
—_—f (v) - B _(pv) = 2 (—— A (%) - ———— A (% ))
t=-17¢ P _ g P n>0 (t - l)n+1 n (tp _ l)n+1 n
L v
= z:n>0 An(t)'HT
2?_1 oiv gP-i (epv - 1)n
i=1 n;o tP o1 P o1

En appliquant 1'opérateur £ dans les égalités précédentes, il vient

5 2?’1 5 ;-1 [ n t P (
n>0 A (t) v = i=1 n=0 (tp _ 1)n+1 i, p, VJ =¥ -1 Ht(v) - - Htp pv)
Qo Eo Da

En fait, ce lemme exprime que la partie singuliére Hm,t(v) de Ht(v) , dans 1la
décomposition du théordme de liittag-Leffler p-adique relative au trou & 1'infini
du quasi-conmexe B(0 , 17) , est

P
t -1 t
Hm,t(v) = T

H (pv) .
tP o1 4P

Nous allons étudier Gt(v) suivant les valeurs du parametre t dans Qp .

THEOREME 1. - Soit G, (v) = A (t)

20
(i) si te ¢, - B(1, 17) , alors pour tout € >0,

+*
Gt € HO(‘%(Zp)) et HGth'% Z:) < 1/e .
(11) 81 13 p=p D 5/ Do n = [-(0s(a)/108(p))] et
h" e R, défini par h <h" =h - (op bl p)/(p-1) <h+ 1 . Alors, si
h<h'<h'"g<h+ 1l etsi te€ gp -8(1, o),

(ep)

* | y
G, € Hb(Yg ,(Z;)) et JGt”y _h‘(ép) L™ - nt

(iii) Soit I'_ 1le groupe des racines p-itmes de 1'unité. Soit
/1) S o~/ (e-1) 5o

Si t e Qp - U§€F B(g , d+) , alors G, est une fonction analytique bornée sur
- Y —-
80 , r) , pour v = o/ (T, et
e 2 (1)

HG HB(O ) <
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Démonstration. — Le théoréme découlera des formules suivantes. Si p > 2,

(0 O AP Nt oy S I

i=1 20 (tP - 1)n+l i, p,
p-1 tp—i al pn -
(2) Gt(v) = Zi:l zﬁ;o (tp _ l)n+1 (1-iv)(1-(i+p)v)se o (1=(itnp)v) ?*

-1 Pt B n-k (n : -1
(3) Gt(V) = Z-=l 730 ?:37ffff§;rf zﬁ:o (- 1) (k)(l - @+ pk)v)7,
et si p =2, on utilisera aussi la formule
3
S Y PR O Y
(4) Gt(v) n=>0 ((t4 _ 1)n+l 1,q,V * (t4 _ l)n+1 35 a, Y.)

Le lemme suivant est fondamental pour les évaluations de norme.

p--(h+1)

g . R . ~h .
LEMME 5, - Soit € € §+ y S0it h € N tel que p > e =2 , et soit

h' = - log(e)/1og(p) . Posons

2, m) = T [}%—ﬂ - - ;hl] ot x(n) = [piriJ :

Alors

[i ’ g ’ VJH V(Z*)”S Ph p-r(e,n) .

P

Démonstration. -~ Posons

s(e , n) = Zi;i [h ;i%J + (n' - h)[n fh{] .

p

*
Pour 1 £igp=-1 et pour v € ?E(gp) R |v|.5 1, ona

n
| (1-iv) (1=(i+p)v) o oo (1=(i4np)v)| 2-|(1-iv)...(1-(i+p(ph-1))v)|1’”[(“*1)/p 1

-n-1-s(e,n) .

2p
or |nt] = p*® et 0<[(n+1)/t] - [n/ptl <1, done

—r@)+ﬁe,ﬁsh—1+@‘—ﬂﬁ%ﬂ—Eﬁo[é].

i
P
si |v| >1, alors |(1 = iv)...(1 =(i + np)v)| = |vn+1| . D'ou le résultat
l[ n }1' N h-r(e,n)
. *y <L ' .
‘1’P,V,Y€(Zp)\p

Q. E. D.

Nous sommes en mesure de démontrer le théoréme.

(i) si te ¢, - B(1, 17) , alors pour l<i<p-1, |tP3/(+° - 1)®1]a1

donc, pour tout e >0,

¥*
Z
~p
- *
yd - - - ‘o ,-
Par conséquent, si t € Q? B(l , 1 ) et si g€ B+ , C-t € Hb('%(zp)) o« L'iné

|
!

) = 0 .

2L i

s T [
n—® (tp - 1)n+l 1,P, 7] 1«s"’e(
galité ”GtHY (Z*)‘S 1/e est triviale sur la formule 3 (Pour une autre démonstra-

€
tion, Cf. [8]).
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(ii) 81 t € Q? -B(1, p") avec 132p= p-a/(p—l) > p—l/(p-l) , on a

w 4p-i [ I * -p(n+1) _h-r(e,n)
{(tp - l>n+l i y P » ¥ "‘lyg(z—p) \< (P) P pour e >0 .

. + ‘o tp—i n ]
Si t e - > _ :
i C B(1, p ) , la série n=20 (tp _ 1)n+1 [i , P, ¥ converge si, et

B
| S

seulement si,

_ﬂry(p)—p(n+l) Ph—r(ﬁyn) < 1 (Cf. [3])9

clest-d~dire si
m

1im n ] sP } #*, =0
i,p,vV (tP_l)n"'ltY(Z)— ’

e |

c'est-3-dire, avec les notations du lemme 5, si

h h
o(pa/ (p-1))-(1/p )(p/(p=1))+(nt-n)/p" _ |
ou encore si
' h+1
op -p, (t-n)p-1)
h h ‘
(p - Lp p(p-1)
Pour réaliser cette derni®re condition, il suffit que a§h+l - p <0, donc que
n = - log(a)/log(p) et que h!' < (p - h+]‘)/(p - 1) + h = h" . Par conséquent,

G, € HO(Y.Jﬁ(Z;)) avec h! < h" , et h" comme ci-dessus. Nous allons évaluer

maintenant

~h"

. -h .
”Gtuy(z*) y O P > €>p y t € Qp - B(1, P+)
eE~P

et
1> o= -1 5 /(1)

h et h" comme ci-dessus. On a, sous ces hypothéses, d'apres 1'indgalité ultra-—

métrique, L her(en)
-n- ~Tr\gyn
HGtH“Q(Z;)‘S sup o (p) P R

Compte tenu de l'expression de r(e , n) et p , on est ramené & trouver un ma-

jorant de
_px - n —J 1 _n;*'l
sup o ((n+1) == + 1 Eﬁ;o lph+i + (n'-n) = )
< oup (1) B2 4 p - B oaln) Ly 2Ly
S S¥Pp30 -1 -1 " Toglp) E
~h/ , log(n) pol . ~h
s sup o (np~ (n S o o IR (n'-n)p ) ,

pour la dernidére inégalité, on a utilisé la définition de h" .
Un petit calcul de variation de fonction montre que le maximum de
_h 1 1" lOg ( X ) pa -h | I
x—>xp (' =) 4 oy B ST D (h' -n) , xeR ,
est atteint pour x = ph/(h" - h')log(p) , et vaut

___%_7 1 : po -h oy
- Tozlp - 1og(h" - h') + h(log(p) + 1) - log 1og(p) + 5= 1 + P (n h) .
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Done
h+2
(ep) -h!
loglly (gt S gmomr avee e=p -
€D
La partie (ii) du théorime est démontrde.

(iii) Si t € Qp - UgET B(E , ") avec p—l/(p-l) >p = p—a/(p—l) >0 . On sait
1Y

i 3 - Ve 03 Z n 3 —
[3]) que, pour 1 £i<p-1, la série 030 %n |1, p, v converge dans le dis

que de centre 0 et de rayon inf(1 , l/fﬁﬁ%ﬁah| p Y |n!|) . Compte tenu de 1'hy-

pothese faite sur t , on a ici

o1

n+l
|an| = ‘W < (%) ’

donc VvV —> Gt(v) converge pour ve€ B(O, r ) avec r = ppl/(p—l) = p(l—a)/(p—l)

Donc Gt(v) est une fonction analytique sur B(0O , r ) . En outre, d'aprés 1'in-

égalité ultramétrique,
21 n

n
G -\ < su + Su l'———-———"—‘- n! r
lella (o, < Ptegp-Ugerg(f;,p ) TPn30 [P )eel ©
n+l=<n+i)? -n- fl=i§ggng o/ (p-1)
< sup P p P E\P) < pe B— 0,
~ n=0 ~ a -1

La troisidme partie du théordme est démontrée.
Q. E. D.

*
Nous allons utiliser ce théordme pour obtenir des congruences entre les An(t) ’

via le théoréme de Hittag-Leffler p-adique et les inégalités de Cauchy ([1], [11]

et [12]).

- i€
PROPOSITION 1, - Si t € gp -B(1, 1), alors n—> An(t) est, pour n=1

mod(p - l) s P>2 (re pe n
N p-l i
gtbre d'Iwasawa sur GEE;l £PH/4P-1 gp[l/tp:l] .

i mod(2) ), la restriction d'unee¢fonction de 1'al-

(Pour 1la définition de 1'algdbre d'Iwasawa, Cf. [137].)

Dé trati D'aprd théore i t € B( ) G (¥ ( *))
émonstration. — D'apres le théoreme 1, si 8y - 1,1 ’ ¢ € HO e ZP

pour 1 > ¢ >0 . D'aprés le théoreme de Mittag-leffler p-adique,
#* -1 .
B (v(2))) =& Bp(¥ (1 +02)) , »>2
(resp. HO(Y;(zQ)) = EO(SE(I + 422)) C>Hb(’%(3 + 422)) ), algébriquement et topolo-
giquement. On en déduit que 1'on peut écrire, de maniére unique,
p—1

Gt(v) = Zi:l Gt,i(v) , ol Gt,i € Hb(‘%(i + PZP))

et

= e <1/e.

ollv ()

La conclusion de la proposition est immédiate d'aprés [8] ou [3].

SUP) i <p-1 ”Gt,i” vs(i+pzp)

Qe E« D

On déduit de 12, en utilisant une caractérisation de 1'algtbre d'Iwasawa due &
J.-P. SERRE [13], le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 1, — Pour O < i < p-1 et pour te C - B(l , 17) , on a en posant
- sn - n-K /n J _ _ _
55 0 = “k0 - 0" Q) A1+k(p 1) (t) et z? . =YY - 1) (Y =n+ 1),
n>1,
-n

10 '6i,n| <P ’

) n -J

2 Izazl cj,n Gi,J p I \< ln! °

Nous allons maintenant utiliser la deuxidme partie du théoréme.

PROPOSITION 2. - Si + € ¢ - B(1 , o") avec 13>p= oo/ (p-1) 5 ~1/(p-1)

*
alors n —2 Ai+n(p—1)(t) est la restriction d'une fonction localement analytigue

sur Zp i. e. c'est une fonction continue sur Zp qui est germe d'une fonction

analytique en chaque point de ,va )e

Démonstration. - D'apreés le théoréme de lMittag-Leffler p-adique, on a, pour

-h! -l - .
e=p 2 >p P et e>pt (u come théordme 1 (ii)),

H, (v(z ) —EEl o1 By (g + p2))

algébriquement et topologiquement ( g; est une racine (p - 1)-idme de 1'unité).

On a donc, de maniére unigque,

6, (r) =% 6, (¥) o B (v(s, + o2
gV =2 G (V) on ey ;e Hy( V(g + pZy

i=1
et
' = *
TP1cicp-1 “Gt,i“\?e(fs’fp%) B ”GtH‘fe(Z@ .
On a donc
5 V:(1--1 ( )h+2
Gy, 1(v) = 25 A (5, 5) (1 s , avee |n (%, 1)]7" < gR iy
Ve k \ .
Par conséquent, (t) A(t, i) ( ) . Donc, d'aprds le corollai-
_1 %31 M &

*
re 3 du théoréme 3 de [2], 1a suite k —> A, 5+ (pm ])(t) est la restriction d'une

fonction localement analytique sur gp .

Qo En D.

Le méme théoréme de [ 2] nous permettrait de calculer le rayon d'analyticité loca-

le de k _"A3+k(p 1)(t) , mais les formules sont lourdes.

COROLLAIRE 2. - 8i te€ ¢ - B(1, o)
12p= p—oz/(p—l) > p"l/(P-l) ,

et si O <h' <1 et h' <h" ( h" comme au théoréme 1 (ii)), on a

n " h'n o h+2
B (= 05 @) &y (0] < 7 (el

Démonstration. = Un calcul élémentaire sur les coefficients binomiaux montre que

5 (corE @@ e -1y g

si m<n et que
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5 @ e -y
Donc
15 (= DR Q) &Sy (] < mupy oy (8, 2D
Q. E. D.

On aurait pu utiliser le théoréme 3 de [2] pour démontrer ce corollaire.

En fait, pour la proposition 2 et son corollaire, on n'a utilisé qu'une partie
des résultats contenus dans le théordme 1 (ii), mais les énoncés deviennent lourds

si on essaye de les utiliser tous.

PROPOSITION 3, - 81 t € ¢ - U B(§, p) , 00 0<p-= p"a/(P'l) < p"l/(P‘l),

- geT =
?_}_r:pl/(pl)p,ona P

‘Az(t)lrn < ep ______p"‘é(f'i) .

Démonstration. - On applique les inégalités de Cauchy & Gt(v) sur B(O , ) .
Q. E. D.
PROPOSITION 4. - Si t € gp - B(1, ( ‘1/(P‘1))+) il existe M(t) € R, tel que
* *
|4, (£) - 4 ()] < m() p™
n+{p-1)p

#*
Démonstration. — L'application k —> Aj+k(p-l)(t) est la restriction & N

dtune fonction localement analytique sur Z_ si t vérifie la condition de la pro-
position. Elle est donc lipschitzienne d'aprés [4].
Qe E. Do

La constante M(t) est calculable d'aprés [4]. En particulier, si t EQ@—B(l,l-),
on a M(t) = 1 d'aprés la proposition 1 et la définition de 1'algdbre d'lIwasawa.
La proposition 4 donne alors une propriété de congruences entre fractions ration-
nelles formelles. On note, si P(t) = s i

P(t) llait
R(t) = TaT € % (t) , on pose [R[|; = I|P|] /HQH1 , clest la norme de Gauss sur

y HPHl = sup; la.l et si
C . (t).
“?g()
D'apres les 1nega11tes de Cauchy, et si Q(t) n'a pas de racines dans B(O, 1),

[Rll} = supiep(o,17) I%%’

La proposition 4 a alors pour corollaire le résultat suivant.

on a

COROLLAIRE 3. — Dans Qp(t) , muni de la norme de Gauss, on a les inégalités sui-

vantes ¢

o (s) - & LWy <™

n+ p—l)p

I Z:;O (- 1 ) A§+k(p—l)(t)1!l‘f< P

Démonstration. — Les polynbmes t - 1 et tP = 1 n'ont pas de racines dans
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B(0O, 17) , et en outre, B(O , 17) © c, - B(1, 17) .
Q. E. D.

On peut obtenir d'autres congruences dans C _(t) muni de la norme de Gauss en

utilisant d'autres boules que B(O , 17) contenue dans QP - B(1 ’ 1—) .

Conclusion. - A 1l'aide de considération d'analyse p-adique, on a pu étudier la
suite n ——e-A:(t) modulo ph suivant les valeurs de t € Q? . Mais en fait, le
théoreme 1 est plus riche que la réunion des propositions 1, 2, 3, 4 et corollaires,
et c'est & partir de lui que 1l'on peut obtenir les meilleures informations sur la
suite n — A:(t) modulo ph (pour compléter le théordme, il faudrait étudier le

comportement de Gt(v) pour lt - 1| - P-l/(P-l) ).

On peut aussi présenter les calculs et les résultats donnés dans cet exposé en
terme de transformation de Cauchy p-adique des distributions, en généralisant

les résultats sur la transformation de Cauchy des mesures donnés dans [8].
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