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MODULES DE BANAGH SUR L'ALGEBRE DES MESURES p~ADIQUES
D'UN GROUPE COMPACT TOTALEMENT DISCONT INU

par Bertin DIARRA

Introduction.

Dans tout ce qui suit, K désignera un corps valué ultramétrique complet non

discrets

Soit G un groupe compact totalement discontinu (c. te de)s Rappelons qu'une
représentation linéaire continue de G sur K est la donnée d'une appliéation U
de G dans l'algébre des opérateurs linéaires bornées £(E); d'un K-espace de
Banach ultramétrique E telle que, 7 s, t€G, U, = ug 2 U, et, §x ek,
l'application s —>-Us X de G dans E est continue. On dit aussi que E est

un G-modulee

L'étude des représentations linéaires continues d'un groupe c. te de a été faite
par F;‘ARIBAUD [2] et We He SCHIKHOE [7] dans le cas ou G possede une mesure de
Haar a valeurs dans K . Ces auteurs obtiennent la plupart des résultats de la
théorie des représentations unitaires complexe& des groupes compactse Entre autres,
lorsque K est & valuation discréte toute représentation linéaire continue de G
sur K est semi-simple. La situation n'est plus aussi agréable si G ne possede
pas de mesure de Haar 3 valeurs dans K (par exemple G =.%p et K =‘gp)’ Dans

ce cas, on perd la semi-simplicité (pour des exemples illustrant ce fait; voir
[31)e

Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique ; un module de Banach sur A est
un K-espace de Banach ultramétrique E muni d'une structure de A-module (& gau-—

che) pour laquelle il existe E‘Eﬁ y a1, tel que
la o« | <dlafllldl » vach, Vv xeE.

Considérons l'espace de Banach C(G , K) des fonctions continues de G dans
K « L'algébre des mesures de G a valeurs dans K est le dual c(G, K)* de
C(G , K) (espace des formes linéaires continues sur €(G , K) ) muni du produit
de convolution des mesurecs. Nous allons montrer que les représentations linéaires
continues du groupe c. te de G sur K sont (3 équivalence prés) en correspon-
dance bijective avec une sous—famille des modules de Banach sur CG , K)' (& iso-
morphisme prés). On établira au 1° que les représentations linéaires continues de
G sur K (3 équivalence prés) sont en correspondance bijective avec les comodules

complets sur l'algébre de Hopf compléte (G, K) (& isomorphisme prés)e
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Nous ferons quelques remarques sur les limites inductives et projectives d'espa-

ces de Banach ultramétriques.

Soit ¥ la famille des sous—groupes ouverts distingués du groupe ce te de G ,

alors
©(G , ) = Lin K[&/H] ,
N ,
ou H parcourt ¥ ; K[GAH] étant 1'algébre du groupe fini G/H .

Tous les espaces de Banach considérés seront ultramétriques ; on omettra donc ce

terme.

1« Algebres de Hopf complétes et comodules complets.

Soit E @ F le produit tensoriel topologique de deux K-espaces de Banach E et
F; si E et F sont des algébres de Banach, on considére sur E & F la struc-

ture d'algébre de Banach. telle que
ix, x* €eE, vy,yeE, (xay)x'®y')=xx'®yy'.
On identifiera KQ®E et EHK 3 E .

Soit % une K-algébre de Banach ; la multiplication m. de # prolongée en une
application de %®& # dans #® sera encore notée m « On suppose ici que # est
commutative unitaire et que l'ensemble X (%) = Hom alg(® , K) des caractéres de

% est non vide s tout élément de X(®) est continue

DEFINITION. - On dit qu'une algébre de Banach commutative, unitaire, % sur K

est une algébre de Hopf compléte si ¢

(i) il existe un homomorphisme continu d'algébres de Banach ¢ de ¥ dans le

produit tensoriel topologique % & ® tel que (c & 1R) o ¢ = (1R'® c) o ¢

(ii) X(®) est non vide, et il existe o € X(®) tel que

(o) ec=T et (&) ec=1 ;

(iii) il existe un endomorphisme continu T de l'algtbre de Banach #® tel que

m o (1R<§ 1) ecc=mo (N& 1%) ec=kog, ou k est l'application canonique

de K dans # «

L'application ¢ (zesp. o , respe 7| ) est appelée coproduit (resp. co-unité,

respe inversion ou antipode) de # e

Remarques S1 % est une algébre de Hopf compléte, l'ensemble des caracteéres
X'g) , muni du produit u* v =(ug v) o ¢ et de la topologie de la convergence
simple, est un groupe topologique totalement discontinue L'unité de ce groupe est

o s et l'inverse de u e X)) est wuo 7 .

DéFINITION. —~ Soit #® une algebre de Hopf compléte. On dit qu'un K—-espace de

Banach E est un #%-comodule (& gauche) complet s'il existe une application K-li-
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néaire continue Ao de E dans %&® E , appelée coproduit, telle que
(i) (\C @ 1E) o A= (1%® A) e A
(1) G&1) e a =15 .

Soit G wun groupe ce te de Considérons sur l'ensemble ©=(G , K) des fonctions
continues de G dans K la structure usuelle d'algébre de Banach commutative uni-
taire. On fait de C(G , K) wune algébre de Hopf compléte si l'on considére comme

coproduit ¢ = n-1 o p gy OU 7 est l'isomorphisme d*algébres de Banach de
sur C(G x G, K) , défini par nw(f® g)(s 4 t) = £(s) g(t) 4 et p l'homomorphisme
d'algébres de Banach de (G , K) dans (G x G , K) tel que p(f)(s,¥9= £f(st)
ol s, te€Gj; laoocunité étant le caractére ¢ défini par g(f) = f(e) ou e
est l'unité de G , et l'inversion l'endomorphisme 1 de C(G , K) défini par
'n(\f)(S) f(s .

On sait que

X(cG , K)) = {eg (G 4 K). =» K, es(\f), = £(s)} »

Il est clair que g ¥ ey =;\€s¢§ et) o C = e Ainsi cn.a le résultat sui~

st
vante

IEMVME. - Les groupes topologiques G et X{C(G , K)) sont isomorphes.

Soient y et § les représentations linéaires de G dans G(G , K) définies
par les opérateurs de translations Yq £(t) = f(s-m t) et 8 f(t) = £(ts) 3 si
V est un sous-espace fermé de C(G , K) stable par v (respe & 3 Tesps vy et
6§ )yona ¢c(V)eC(G,K)@V (respe c(¥) e Vg elG, K) ; repse c(¥V) s VS V).

)H;

Soit H € ® ; le sous-espace C(G , K de CG(G, K) formé des éléments inva—

riants par YlH est de dimension finie n, = [G s H] (l'indice du sous—groupe

H)eSi feC(G, )H s ON a aussi 6, £ = f s Y sell,et CG, K) est une

algébre de Hopf compléte. Le sous—espace R (G) "Lhe¥ c(G , K)Hl est dense dans
C(G 4 K)

Soit E un K-espace de Eaneeh j on notera par T 1'isomorphisme de
c(G 3 K)QE
sur ¢(G , E) défini par
nE§f<® x)(s) = f(s)x (fec(G,K) 5, x€E et s e€G)

Soit U une représentation linéaire continue de G dans E 3 puisque G est
compact g = supsedlus“ < + ® o On associe a la représentation U 1l'application

K-linéaire continue d; de E dans (G, E) telle que
dUCx)(s) = Us x (xe€eE, se€G) 3

lagl € @
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THEOREME 1. - Soit G un groupe Ce te da

(i) Soit A le co—produit dtune structure de “(G , K)-module complet sur l'es—

pace de Banach E ; posons, pour tout s € G

= (.esé Tg)on .

On définit ainsi une représentation lineaire continue ud de G dans E .

(ii) Soit U wune représentation linéaire continue de G dans E . Posons

alors Ay, est le coproduit d'une structure sur E de C(G, K)=comodule complets

A
De plus, A:Arﬁ et LL‘—UUJ
U
(1) Il est clair que, ¥ s € G , Uﬁ, =(eg & 1g) o n e SE) « Ona g, =0 »

donc WP = c & 1E)’ o A = 1E « Dtautre part, on voit que
e
[(\es & 1‘15) o A] & gy = (\esé 1]E) o Ao («.eté 1E) ’
puisque (c & 1&3), oA = (1&n)ear (I=identité de (G, K) ), on a

AN A .f
ué,t“u’A"ut is,teGoe

Soit Hie ® ; si Ty = (s 1.)1»<:L<nH est un systéme de représentants des classes

1Bﬂ)1i<1.
Siy 0 1< 1< ng, est une base dé (G , K) « Puisque (R (G) est dense dans

modulo H. , la famille (xs des fonctions caractéristiques des classes

CG, K) , ‘R (G) @ E est dense dans ©(G , K) & E « Considérons x € E j pour
Kk . _
tout ¢ efl}ﬂ_ , 11 existe H1€ € ® tel que “Ax - Zfl:}i:i Xein ® xi“ <e avec x; € E.
€

Posons

Is=es®1ﬁ’ ¥ s €G3y

”Is“ < 1 4 donc

b

nH
3 .
(T =T ax =2 5 x  ®x) <es
siH
€
. X
maisy, V S EHe s ON a
X

nHe
(T, - T)2 Sx %)
i=1 siH&E

"
®]
-

donc
‘ _ _— X
[ %~ H = (T, - T)ax)]| <e» ¥ seH .
Ltapplication s -';»U% x de G dans E est donc continue ( ® est un systeme

fondamental de voisinagesde e )e

(ii) Remarquons tout d'abord que nE(G(G: K) '@ E) =C(G, E) (sous—espace des
éléments f de C(G , E) tels que f(s =f(t), yseH, v teG) et
que UH(—:YZ c(G , E)H' est dense dans C(G , E) . Soit SR(G/H) la famille des
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systémes de représentants des classes modulo H j si £ eC(G, E) et

IH = (s 1) 1t<1<n.H € SRG/H) ,
posons

I
H _ s H
E =t xe g £(55)

Ty

: H . . .
alors £ ec(G, E) « Puisque G est compact, f est uniformément continu et,

*

si ¢ E‘E* s 11 existe He € ® tel que

I £ IHI|<8,VIHesoz(G/H).,

Py, * i
Considérons x € E et dui(x) Z% -1 XS]H U (X) : e €R, il existe
H e ®
€
tel que
Lix
ldy(x) —dy S| < ey v I, esr(G/H) o

‘ i u*

€
Posons

I
AUJH(X) = TTE d[iH(x) :?1 XS H ® U (\X), H
Ty

la famille (AUI

telle que

(x)) , He® , IHJESR€¥@U. est une base de filtre de Cauchy

(1) Ay(x) = lim Aiﬁ (x) = lim, o Z:E 1 %o 1 ® U:si(.X): .
. H |

On voit alors que

: I
limg, (1 & AiH'), ° ABI;‘(\X) = Limy o (c & 1) o AHH(\X). ;

donc (1&a)en=(c& 1) on e

De la m@me maniérre, on a

(e 8 1) o 000) = Limyg 3%, 5 () 0, () = x

ctest-a~dire (¢ & 153), o A = 1'E .

La vérification de A =4 se fait par des raisonnements analogues 3 ceux qui

A
précedent. Soient x € E , us € G 3 on voit que

A

U06) = ey @ 1) o 2% = (e 8 1p) o o dy(x) = U_(x)

A
donc UJuJ= U e

Remarquee — On définit de fagon évidente la notion de morphisme de comodules
complets. Le théoréme établit bien une correspondance bijective (& équivalence et
isomorphisme prés) entre représentations linéaires continues de G et structures

de (G 4 K)=comodules completse
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2, Bemarques sur les limites inductives et E{ojectives completes d'espaces de Ba-

nach (ultramétriques).
NI NPT NI IS IS

/
DEFINITION (cf. [4])s

(i) Soit (_Ei v uji) un_systéme imductif d'espades de Banach tel que

gl %9 v i, 3, 153

la limite inductive compléte de ce systéme, notée lim. Ei est le séparé complété

sEi (la_limite inductive algébrique) muni de la semi-norme

de Lin

4l = 1085 () ==l

ou us est l'application canonique de Ei dans limasEi .
. -

(ii) Soit (F.i . vij) un_systéme projectif d'espaces de Banach tel que

Vsl s 175 ¥ 143, igds

la limite projective compléte de ce systéme est

o ME, ={y =(y;) 3 suplyy <+=} «

Soit E wun espace de Banach ; on pose

Eg={xeE; [ g1 et E, ={xeck; || <1}.

Si QEi N Vij) est un systeme projectif d'espaces de Banach tel que

”“ij“s‘h’ vi,Ji, ig3,

~

alors (Eio , vij) [respe QFiT ’ Vij) ] est un systéme projectif de modules sur
l'anneau des entiers A de K « Il est clair que la limite projective algébrique

Lim E, o (respe lim F,, ). est une partie de lim E, »

n

i - Soi = i H = lim: i y
LEMMEs = Soit F ;%ﬁ:Fi j alors Fj %&m'FiQ, et Fye %&m Fim .

Le dual E' (espace des formes linéaires continues) d'un espace normé E muni

de la norme

17l = sup oo =S
est un espace de Banache Soit u un homomorphisme continu de l'espace normé E
dans l'espace normé F 3 le transposée tu; de u est un homomorphisme continu de
E' dans E' tel que “tu“ < vl - 81 QEi ' uji» est un systéme inductif d'es-—
. . . . t

paces de Banach tel que “uﬁi“45 Ty, 91,3, i % i s alors (Ei ’ uji) est
un systeme projectif d'espaces de Banach tel que ” uﬁi“ s, VviyJd, igie
Qn supposera que l'ensemble des indices est filtrant & droite

PROPOSITION 1. - Soit (E.i s uji) un_systeme inductif d'espaces de Banach tel
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que Ilujills1;’ Viysyd, igie

Posons E = limin s ona
“n
= (1im E,)' = lim E! .,
- L -~ 1
n n

Soit I 1'ensemble des indices du systeme inductif et @. iel E la somme directe
algékrique des E 3 l1m SE =@. sel i/S o S est le sous-—espace de ®lEI El
engendre par {x, - i(“i) ; iel, igi, x; €E]} «la semitnorme de
llm‘ i est la semi-norme quotient par S de la norme de @][eI B définie par

”X.“ = max|| i“ s Ol X =2 x; €@ ¢ E; o IL vient que

= (l—]’;ﬁ Ei) (@161 ],/S). {(P e(@lel 1)' H (ﬂp ’ S) =Q } .
On sait que (@iEI Ei)' et ﬁieI E{ sont ifométriquement isomorphese Soit -
1'application linéaire continue de E!' dans ﬂieI E! , définie par

Q*h(\x')/ = (\X' ° ui)'iEI
(1.1i est l'application canonique de E dans E ), alors %(E ) = LJ.m Ef « Réci-

proquement si y = (x! )iei € lim E y alors en '(®iel i)' 3 comme:
= :

t
1T = x? t
xi = Uji(\xi) X: o W..

h| Ji

ona (x ”wi"uj,i(xi» =0, viel,yx  €B jdonc (x,S) =03 il cor~
respond & yx un élément x' de E' tek que yx = @1‘(9("), s ainsi

0y(E1) = m 2} -

Remarquees = Considérons sur E! = = lim E' la topologie ep induite par la topo=—
logie produit j ES étant 1'image canonlque de lJ_m sE dans E = ]...}.m Ei ¢ Soient
I.'I:

o(E' , Es)‘ et g(E' 4 E) les topologies faibles sur E' associées aux dualités
E' ,E) et (E',E).
Alors g(E" , BS); ;c(ﬁ' s E) et o(E' , E;s) c epv .
Soient X et Y deux espaces topologiques compacts totalement discontinus, et
@ une application continue de X dans Y § ltapplication § de €(Y , K) dans
C(% 4 K), 4 définie par §(g) = g o & est un homomorphisme continu d'algébres de
Banach tel que ||]] ¢ 1 (& est isométrique si g est surjectif)e

Considérons un systéme projectif ("Xi s eij)’ d'espaces compacts totalement dis—
continus pour lequel l'ensemble des indices I est préordonné filtrant a droite
X = 1im xi est un espace compact totalement discontinue On note par ei 1tappli=-
cation canonique de X dans X, « Il est clair que (cp()(;i s K) o gi-j)' est un

systéme inductif d'algébres de Banach commutatives unitaires.

PROPOSITION 2, - Soit (;xi , eij), un systéme projectif d'espaces Cs te de 3
1'ensemble des indices I étant préordonné filtrant & droite.
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Soit X = 1im Xi e« Alers X est non vide j on @
CX 4 K) = lim e(\xi » K) et c(X, K)!' = lim c(x.:.L s KT W
n n
On sait que si I est filtrant a droite, X = l;m Xi est non vide. Soit

B = U g 8, (50, 4 K) 3

B est une sous-algébre unitaire de C(X 4, K) « Si x et y sont deux points dis— 
tincts dd X , il existe j € I tel que les composantes xj et Yj de x et vy
dans Xj sont distinctes ;3 il existe aussi un voisinage auvert fermé wh de xj
dans l'espace ce te de Xj tel que Y5 £ V; « La fonction f =Xy, ° ej (. Xy
étant la fonction caractéristique de V ) appartient & B avec f(x) = 1 e%
£(y) = 0 5 donc B sépare les points de X et est dense dans G(X , K) (théoréme
de Welerstrass, cfe [5])e On en déduit que l'application linéaire continue & de
lim C(X 39 K) dans C(X , K) , définie par les §i » st surjective. On se raméne

- . - - - - .
au cas ou les e sont surjectives pour voir que © est injectivees

Le reste découle de la proposition T

3, LPalgékre des mesures d'ur groupe Ge te de
e T e Y et it o s Ve s P Y v W W SV VP W N

Soit # wune algébre de Hopf compléte de coproduit c¢ j on définit sur le dual
¥ de % une structure d'algébre de Banach en posant f!' * g' = tc\f'<g gt) 4 ol
f' , g' e ' et ' ® x' est identifé & une partie de (@ ®)' « Si G est un
groupe c. t. de , considérons sur le dual 2(G , K)' de l'algébre de Hopf com—
pléte C(G , K) le produit p *y = tc(p, ®v) 00 p et yeCG, K?';ce

produit cofincide avec le produit de convolution usuelle 3
1 fec@, K,

W*veE)=QWaovsclf)) =@, v zYS-“f)) = (v gy (uabd* )

Scit @ un homomorphisme continu du graupge ce t. de G dans le groupe Ce te de
@%i’ 8§ est unrhomomorphisme d'algébres de Hopf complétes de ©®!G 1 » K) dans
C(G 4 K) (c'est-a-dire c o 8§ = (& 85) o cm)) et #5 est un homomorphisme d'al-
gébres de Banach de C(G , K)' dans €(G 4 K)* « Considérons un systéme projectif
de groupes Ce te dey, (C(Gf s K)o 55 ) est un systéme inductif d'algébres de
Hopf complétese On sait (Cfo [4]) que le produit tensoriel topologique commute: aux

limites inductives complétes 3 donc ;&m C(Gi » K) est une algébre de Hopf complé—~
n
te, et on peut énoncer la proposition suivantee

PROPOSITION 3, - Soit (Gﬁ ”eij)' un systéme projectif de groupes c. te d. (l'en—
semble des indices I étant filtrant & droite). Alors on a

C(G, K) = ;im.C(G&_, K). (égalité d'algébres de Hopf complétes)
n

6(G , K)! = lim c(ﬁ% s K)* (égalité d'algébres de Banach) .
n



J2-09
Remarquee = C(G , K)§ = Lin 6(G; , K)§ et ©(G, K)} = 1im 8(G; , K}

Remarques - Supposons K sphériquement complet.

Il y a une correspondance bijective décroissante entre idéaux & gauche (respe a
droite, resp. bilatéres) o(C(G , K)' , @(G , K))~fermés de C(G 4 K)' et sous—
espaces fermés de B(G 4 K) stables par vy (resp. & , Tesps y et § e

La famille ® des sous—groupes ouverts distingués du groupe c. te de G ordon-

née par l'ordre opposé & l'inclusion est filtrante a droite. On sait que

= l;t_.m G/H Y
He¥®

Considérons pour Hie ® 1l'application canonique eH de G sur G/H alors. Gﬂ
est un isomorphisme d'algtbres de Hopf de €(G/H 4 K) sur C(G , K) ;3 donc

(6(G , KM = elem, k) = K[G/H] o

o K[G/H] est l'algébre du groupe fini G/H. munie de la norme

llz a_ || = maxla_l , se€G/MH et a_eKo
s s s

COROLLAIRE. - Soit G un groupe Ce te de. 3 lorsque H parcout la famille ¥

des sous—groupes ouverts distingués de G , on a

6(G , K) = lin G(G/H , K)
m

C(G , K)* = 1lim G(G/H , K)' = lim K[G/H] »
m n

Remarques.
(i) Soit A 1'anneau des entiers du corps K , et I son idéal maximal j on a

6(G 5 K)§ = Lim A[G/H]

n

1.
)O
et

i}

C(& 4 K)§ = Lim BLG/H]

(ii) La topologie Gp sur ¢(G , K)* , induite par la topologie produit des es-

paces normés @(G/H , K)* , est définie par la famille de semi-normes

llullg = maxmsisnﬁ.l(p ' Xsfl” y HeR®.

*
De plus, G&_=o(C(G,4 K)' 4 ® (G)) 5 les topologies induites sur c(G , K)é
par Gp et o(@(G, K)t 4 2(G 4 K)) sont égaless

Comme exemple d'illustration, si G'=,%p et K= Qp s

ez, = LinZ (2 /o7 2] = Z [[X]]

9 ~p)o
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ltanneau des séries formelles sur Z_ , donc

RN
e(z, » Q) = > Tmxl

l'algébre des séries formelles a coefficients bornés (cfe [1] et [6]).

4. Modules de Banach sur C(G , K)!' .

Soit E un espace de Banach sur K qui est un C(G , K)'-module tel que
w o x| <cflulllldl » weelc, )", xeE (@x1) .
Si 1l'on pose, pour tout s €G Vs(x) = g eX , alors

¥ s, teGe.

Vg € £(B) y V=g et V=V ooV,

Considérons une représentation linéaire continue de G dans E et le soufflet

() comme forme linéaire continue de C(G, K)* & €(G , K) sur K . Posons

°

oy x=W>8 M) e (18 Ao x) = ()& Tg)lueaylx)) .
On définit ainsi sur E wune structure de ¢(G , K)'-module telle que

o oy dl < oflulllld] » ob @ = sup U -

Nota Benes

(1) On a aussi oy X = (p & 1E)'° Auﬂx) .

(ii) oy X = limg o Z:}_‘]__‘1 oo %g 1 Ysg M(,‘x) .
L 1

7 N
THEOREME 2, - Il y a une correspondance bijective entre représentations linéaires

continues d¢ G dans E et structures de ©(G , K)'-module de Banach sur E tel-

les que, pour tout x € E , l'application A-linéaire y —=> pex de C(G , K)é

dans E est continue lorsque C(G , K)é est muni de la topologie induite paxr
*

5, =0(C(G 4 K, (@) -

En effety, soit U wune représentation continue de G dans E j on a vu que, pour

x ek,

) &t
ay(x) = lmHm%:o,'stﬁ@’ U’si(x) i
* ,
si ¢ GE{A s 1l existe Hze € ® tel que

n,
ay(x) =Tex @ U ()] <e »
Xeyn ® Uy

On en déduit, pour tout p €C(G , K)* ,

o oy % = 558 v xg. > B (K| < ellull
1l ¢ 1

donc, pour tout p € C(G , K)é R
- n
H

ooy x =255 @ o xg ) U () <e e
1l¢ 1



J2-11,

si y e¢(G, K)é est tel que

Il = maxg g s xg 0| < e/l s
€ ="S'H l¢g

€
on a

M U | < max(e ;;a”#”lunﬁg} <Ee

Réciproquement, si la structure de C(G , K)!'-module de Banach: sur E vérifie
1thypothése du théoréme ; puisque G == X(C(G , K)) < C(G , K)é ,. la représentation

linéaire de G dans E , définie par Vs(x) = g eX . est continue. On voit que

) 4
ooy X = img g 2,0 uo Xoi) Eg *X T HeX ¢

Remarques — Si K est local (resp@ sphériquement complet), alors C(G , K)6 ’
muni de la topologie Gp , est compact (respe c-compact) et, pour tout x € E ,

c(G, K)é ey X est un convexe compact (respe c-compact) de E .

/ '
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