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TRANSFORMATION' DE FOURIER p-~-ADIQUE
ET PRODUIT TENSORIEL DE CORPS VALUéS

par Jean FRESNEL et Bernard de MATHAN

Soient En un complété dtune clﬁture algébrique du corps p—adique Sp s L une
extension algébrique de Qp y et L sa fermeture (topologique) dans Sp « Soient

' le groupe des racines p -1eme de l'unité, et T =U . 1a limite induc~

n eo Y] Ty
tive das algébres de groupe L[rm] est 1'algébre du groupe I « Nous nous inté-
ressons ici a la limite inductive topologique des L[r‘n] que nous notons

1 N
g (I‘ 9. L)/ [ ]

C'est l'algebre des fonctions définies sur T° a valeurs dans L qui tendent

vers zéro a "1t'infini", muni du produit de convolution habituel
] P

£ % gly) =5, £(6) slys™") »

Le dual de I n'est autre que la limite projective des AZJ/p“ Z , c'est-a—dire
Z.p s Si bien que 1l'on peut définir une transformation de Fourier & de 21‘(1" o L)
dans l'algébre C(Z_ , [K ) des fonctions continues sur Z_ & valeurs dans ix

de la fagon suivante

§(£)(x) = f(«()\rx

( K. est le corps engendré par T sur Qb s et LK est la fermeture du corps
IK ). ’

L'algébre E1t;[“ ’ i) a déja été étudiée ainsique sa transformation de Fourier
lorsque L2 K (théoreme 2) [3] [4] , nous en déduisons ici une étude de la
méme algébre lorsque L n kK = K.,]‘ = Sp(yi) + Nous montrons que l*homomorphisme &
est injectif si, et seulement si, la différente de L sur K.h est non "nulle"
(theoreme 3)e D'autre part si la différente de L sur K1 est nulle, le quotient

(I‘ , L)/ ker § est isomorphe et isométrique & une sous-algébre fermée de fonc-
tions de C(Z.p , ﬁm), satisfaisant une éc%uatioix ;fonctionnelle simple (théoréme
4). De plus, 1'idéal des nilpotents de E£(I' , L) est dense dans le radical de

Jacobson, et n'est pas ferméo

Nous nous intéressons ensuite au probléme du produit tensoriel. topologique de
corps valués. Il se présente ainsis Soit k. un sous—corps fermé de Ep s L et
M deux extensions algébriques de k contenues dans Ep s €t linéairement dis—
jointessur k « Cela veut dire que le produit tensoriel L‘®k<M est isomorphe au
compositum IM de oes deux corpse Sur le corps LM , nous pouvons considérer deux

topologies, d'une part la valeur absolue induite par celle de Ep ¢ dtautre part,
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la norme tensorielle définie sur LM regardé comme produit tensoriel de deux

algébres normées,

Nous conjecturons que le compléte de LM pour la veleur absolue est le quotient

du produit tensoriel complété L ®k M par son unique idéal maximale

Nous démontrons la conjecture dans le cas ou M = Km s k= K.1 s et L quelcon—
que. Nous montrons d'abord que la norme tensorielle suxr LKm est équivalente a la
valeur absolue si, et seulement si, la différente de L sur K, est non nulle,
et nous résolvons la conjecture en utilisant notre étude sur £ (T , ‘I:) (théoréme
€.

I. L'algébre. 3?,1(\1" s L)
OISO I AP

L,Oe¢ lLes idéaux maximaux. — L'objet de notre étude est de préciser le radical

de Jacobson % (intersection des idéaux maximaux), le: nilradical (intezsection. des

idéaux premiers ou idéal des nilpotents) ainsi que le quotient ﬁ1 (T ¢ LY/ »
Rappelons tout d'abord un résultat de SCHIKHOF [5] [7].

rd ~ -~
THEOREME 1o - Les idéaux maximaux de E1'(I s L) sont les images réciproques par

la transformation de Fourier des idéaux maximaux de C('Zp ’ IT(OO) .

Ceci montre en particulier que R = ker §.

Ie1e Le corps L contient Kcb « — Dans ce cas, nous avons une bonne descrip—
tion de la transformation de Fourier % et de l'algébre 531 (r 4 L) que nous

allons résumer dans le théoréme suivante.

THEORENE 2. ([3] [4]). —S8i L=K , la transformation de Fourier ¥ de
53 (1‘ 9 L) dans c(Z.p ’ L) n'est pas injective, elle est surjective. Le quotient
£ (r‘ ’ L)/ker § est isomorphe et isométrique i C(Z N L) v L'idéal M des nil—

potents est dense dans le radical de Jacobson R (mtersectlon des maximaux) et
distinct de R

I.2. Image de la transformation de Fouriere. — Déterminons 1'adhérence B dans

C(Ep ’ I.T(m) de lt'image de la transformation de Fourier & .
Nous savons que
*
Gal(IK /L) = Gal(K/K n L) ~H«e gp °

*
Nous désignons par Ep le groupe des inversibles de Zp e« L'identification avec
le sous~groupe H se falt de.la fagon suivante, soit ¢ € Gal(lK /L) s alors il

existe ¢ unique dans ,%p tel que

tly) =y% pour tout y eT ,

nous noterons T ltautomorphisme ainsi associé & y € Hi »
o

Soit
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= ¥f) € Im. §
g(x) = Zyer £yl o
appliquons T, nous obtenons
1,(9(x)) = g(xa) «
Soit donc B 1la sous—algebre de GQ%p , fK&) suivante 3

={gecZ k) 7 (ax)=90x), vaeH .

PROPOSITION 1 [5]s - L'adhérence de l'image de la transformation de Fourier est
l'algebre B .

I.3s La différente de L sur K1l est non nulles — Supposons pour simplifier

que Ln I<.oo = Km « Si Li est ung extension finie de K1 s hous notons QIH/K la

différente de Li sur K1 s SOit

d= SUPK1‘CL1CL’[L5_:K113<‘° vl Li/K“l,)" .

L'expression VGDL./K_) désigne la valuation de l*idéal QI./K . (normalisée suxr
1" i
le corps Kﬁ‘).

Définitione — Nous dirons que la différente de L sur K1 est nulle si d = + =,

ce que nous désignerons par QL/K = {0} »
1

/ »
THEGREME 3 [5]. - Si la différente de L sur K, est non nulle, alors la trans-

~
formation de Fourier § de Em(r » L) dans B est inmpctive et non surjectivee

On montre que la forme LKs—linéaire
t 11m
s LKy o/ K

est continu et que

ts(Y) =0 pour y €T =T, »

T.4e La différente de L sur K1 est nulles — Si E est un sous—corps de

Eﬁ) s nous noterons GB son anneau de valuation et Tp son idéal de valuatione

PROPOSITION 2 [5]e —Si la différente de L sur K, est nulle, alors pour tout

entier N

TTLKN/LKN—m ) : J"“‘[L'K‘I\ié-‘l

Ceci nous permet de construire une forme IL~linéaire continue sur LK.m e Soit
¢ > 0 , la proposition 2 montre qu'il existe une suite 7 =»(nNQ de LK& possé—~

dant les propriétés suivantes

(1) ng € LKy
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(2) |T\N' <14+¢

(3> .DI\LKN*']/“(N(\T]N)I = InNL"“ et ’n']i =1 o

Alors la forme L~linéaire t,n s définie par

'tn(x) = ’IIrWL(nN X) , 81 xe LKy
est continuey ”tﬂ” <1l+¢ ot t,ﬂ(‘h) =1 .

I~
Notons aussi t_ le prolongement continu de tn @ 1Ko, et enfin notons aussi
~ A

3 . - ’ 03 1 A y” z 2 >
't,n 1'application L~lindaire £ (T I.Km) sur € (r 4 L) définie par

f">ﬁh°fo~

7 N .
THEOREME 4 [5]s - Soit L une extension algébrique de Q dont la différente
~pP A
de ¢'r , L) dans

1
la_sous-algébre B de (3(2p ' fkw), est surjective, et 531‘(1" s L)/ker 5, est

isomorphe et isométrique 3 B « De plus,

sur gp est nullee Alors la transformation de Fourier &

(a) ker 51 = t,n(ker 5) (o4 ¥ est la transformation de Fourier de E1‘(1" , 1’1\(&)
dans C(E.p , IK ) )

x

(b) l'idéal M, des nilpotents de 1"31'(-1" s L) constitue une partie dense de
ker 31 et distincte de ker &

1 ©
II. Produtt tensoriel de corps valués.

~
Nous allons maintenant appliquer nos résultats sur 531'(1" s L) & l'étude de
1] & d ‘
1'algébre LéK,] K «

Il.%e Linéaire disjonction. — Notons toujours Q‘p le corps p-adique, Qp
sa cl8ture algébrique, et Cp le complété de Qp « S1 F est un sous—corps de
Ep y on notera F sa fermeture topologique dans E,p « Bappelons le théoreme de
Tate-Sen-AXxe

THEOREME 5 ([11]s [8] [1])e - Soit G le groupe de Galois de Qp sur Sp y il

agit par continuité sur Ep e Soit H un sous—-groupe de G , alors le corps des

éléments de Sp s invariants par H est l'adhérence du corps des éléments de Q

invariants par H « Ceci s'écrit donc ainsi

—

P
CH‘ = aﬂ .
~p ~p

Ce théoréme permet de décrire les sous-corps fermés de Ep comne étant les

adhérences des sous—corps de Qp .
Loy

COROLLAIRE [5]e —~ Soit F wun sous—corps topologiquement fermé de E.p o Alors

On déduit de ce corollaire la proposition suivantes
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PROPOSITION 3 [5]e = Soit k wun sous—corps fermé de Cp s L et M deux sous—

corps de Cp s extensions algébriques de k et lindairement disjointes sur Kk
~] N N

Alors les fermetures L et M de L et M sont linéairement disjointes sur k .

ITe2e Produit tensoriel topologique de corpse. - Soient toujours k un sous—

corps fermé de Ep s L et M deux extensions algébriques de k linéairement

disjointes sur k « Ainsi L ®y M est isomorphe a IM par l'application
L @ M=> A o
Rappelons la défihition de la norme tensorielle sur L®k M [8]e Soit
X = Zi;,i®mieL®kM,

on pose

11

k]

ot "inf" est pris sur toutes les décompositions de x sous la forme Zi Ly ®ms .

“inf sup; g5l Imgl

Cette norme posséde les propriétés suivantes :
ol = e} et |n] =Im| si zel et meM
|x| < ”x[[ pour tout x € LM
(aprés identification de Lo M et IM )e

La boule unité est GI;M

le (& une homothétie prés)..

pour la valeur absolue, et OIL GM pour norme tensoriel-

Notons L®k M le complété de L®k M pour la norme tensorielle. L'isomorphisme
de L@M dans LM se prolonge par continuité en un homomorphisme de L@ M dans
fonY
IM .

PROPOSITION 4 [5]e = L'algébre Lo, M admet un seul idéal maximal, c'est le
noyau de 1'homomorphisme ¢ de L®k M dans M o

)

Ainsi QP(\JL ®y M) est un corps normé complet intermédiaire entre IM et IM ,

dont la norme coincide sur L avec la valeur absolue et sur M aussie

CONJECTURE. - Soit k un sous-corps fermé de Cp sy L et M deux extensions

algébriques de k , linédairement disjointes sur k . Alors le quotient de L®k M

N

3 ’ - N
par l'unique idéal maximal ‘% est isomorphe et isométrique a IM-.

I1.3¢ Produit tensoriel avec la /gp-extension cyclotoniques — On montre

dtabord que la norme tensorielle est équivalente a la valeur absolue de LKm si,
et seulement siy le conducteur [9] de OL OK dans GLK n'est pas nule. Et cecl

est satisfait si,y et seulement si, la différénte de L Sur K1 est non nulles

Ensuite on eonsidére l'idempotent ¢ de E1 (r y L) , défini par
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-1,
Y— o1 eT
Y =1
E('v)={ p
0 si 'Y;éI‘,]
On montre ensuite que l'algébre & * ﬁmQr ' L) est isomorphe & I.@%( et en

utilisant le théoréme 4 on obtient

THEOREME 5. - Si la différente de L sur K1 est nulle, l'algébre I‘®k K a

un_seul idéal maximal % , il est non nul et le gquotient L(g K A& est 1somorphe
et isométrique i ER; e plus 1'idéal ¢ des nilpotents de 1.@ K; est dense

dans i et distinct de T
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