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FONCTIONS L p-ADIQUES
D’UNE EXTENSION ABÉLIENNE D’UN CORPS TOTALEMENT REEL

Pierrette CASSOU-NOGUÈS

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, P. ROBBA)
3e année, 1975/76, n° p.

Journées d’analyse ultramétrique
[1976. Marseille-Luminy]

Il s’agit ici d’étudier les fonctions L p-adiques de corps de nombres totale-

ment réel en utilisant la décomposition de ces fonctions en fonctions zêta partiel-
les attachées à des classes de rayon. On va voir comment deux méthodes fondamenta-

lement différentes d’étude de ces fonctions aux entiers négatifs donnent lieu à

deux méthodes d’interpolation p-adique. On étudiera ensuite dans le cas où le

corps de base est Q des applications de l’une de ces méthodes.

I. Valeurs aux entiers négatifs et interpolation p-adique.

Après avoir rappelé quelques définitions, on donnera deux méthodes d’étude des
valeurs aux entiers négatifs des fonctions zêta d’une classe de rayon et les deux
méthodes d’interpolation p-adique qui s’en déduisent.

t. Rappels. 
’

Soit K un corps de nombres totalement réel. Pour tout idéal ~ de K, notons

v la valuation 9-adique normalisée de telle sorte que v = t si 03C0 est

l’uniformisante locale. Soit  un idéal entier de K . On note

On appelle classe de rayon ? mod y le quotient du groupe des idéaux fraction-

naires de K engendrés par les premiers de K qui ne divisent pas  par le

groupe des idéaux principaux de K engendrés par les éléments de K . Pour

9, on définit

la sommation étant étendue aux idéaux a entiers de K qui sont premiers à y et

qui sont dans la classe de r . N désigne la norme de K sur Q .

D’après la théorie du corps de classe, à chaque idéal  entier, on peut faire

correspondre une extension abélienne M de K dont le groupe de Galois sur K,
est isomorphe à ~ * Soit x un caractère de G(M/K) , et r un élément

on l’image par ~ de l’image de r dans G(M/K) par l’ iso-

morphisme précédent. On a alors
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Par exemple, dans le cas où K est un caractère de Dirichlet de conduc-

teur f, et l’on a

On peut écrire

On pose

et on a la décomposition précédente.

on peut montrer que, pour tout n entier positif, ’f(a, t - n) = - 
Bl (X) désignant le n-ième polynome de Bernoulli. Donc, pour tout n entier po-
n

sitif, ’£(a, 1. - n) est rationnel, et on peut prolonger sur Z la fonction
-p

2. Valeurs aux entiers négatif s et interpolation p-adique.

On s’intéresse de façon plus générale aux valeurs aux entiers négatifs des fonc-
et à la possibilité d’interpoler p-adiquement ces valeurs. Il

y a actuellement deux méthodes pour démontrer la rationnalité des valeurs aux en-

tiers négatifs qui donnent lieu à deux méthodes d’interpolation p-adique.

(a) Méthode des formes modulaires. - La première est celle de KLINGEN et SIEGEL

qui ont t - k) pour tout k entier positif ,comme

le terme constant de formes modulaires dont on connait la rationnalité des autres

coefficients. Ils en déduisent que pour tout k entier k)
est rationnel. C’est ce qui a donné l’idée à SERRE de définir des formes

modulaires p-adiques, et d’obtenir les fonctions zêta p-adiques comme le terme

constant de ces formes modulaires~ SERRE utilise des formes modulaires à une

variable, ce qui ne lui permettait pas de résoudre certaines conjectures concer-

nant notamment les dénominateurs ([9],, [~6]). P. DELIGNE et K. RIBET [7] ont raf-
finé la méthode en utilisant des formes modulaires à plusieurs variables. Ils

démontrent les congruences conjecturées par J. COATES [6] qui permettent, grâce à
la méthode d’IWASAWA f9] d’obtenir les fonctions p-adiqueso Ils résolvent en outre

les conjectures sur les dénominateurs.

(b) Méthode des valeurs explicites. - La deuxième méthode d’étude des valeurs
aux entiers négatifs est due, dans le cas quadratique, à D. ZAGIER [20’j et l’au-
teur r41 et, dans le cas d’un corps totalement réel quelconque, à T. SHINTANI [18].
Elle consiste à écrire tout d’abord

la sommation étant étendue à tous les éléments de K qui sont totale-
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ment positifs tels que x - 1 c et qui sont non associés par rapport au

groupe des unités de K . T. SHINTANI a montré qu’il existait un nombre fini J

de simplexes engendrés par i(j) (i(j) ~ n) éléments de K tels que

où YB est un ensemble fini de Q~~~ .
J ~

Si .~ , ~if’~ désignent les générateurs de C. , ~(C. ~ y , ~) est

définie par

~(Cj , y , s) ==-~ ~~ ~ =0~~1 ~ -’ ~ "i(j)~~ ~ ~~~ ~~ ~
,.... , x~~) = (x~ + v~ + ... + (x~~ ~ y~~~) v~~ .

On étudie ensuite les fonctions

eu on montre que ces fonctions se prolongent à tout le plan complexe en des fonc-

tions méromorphes dont on sait calculer les valeurs aux entiers négatifs. En effet,
on peut montrer que .

~ ~ C(Cj , y , s) = ~ ... ~ u~ u~ K(u~ , .... ~n-1 ’ du~ ... du,~ ,
OÙ

K(u1 ,..., n-t.’ ’ = . n.==0 03A3~ni(j)=O1 [03A3n-tn=0 L(l)(n1 ,..,nj(j))u + L(n)(n1 ,..., nj(j))]s,’ ~’ ~L~,...,n~)~I~(~.n~)~’
où L ~ ~.. L~ ~ désignent les conjugués dans K .

La fonction s H&#x3E; K(u~ ~ *« ~ u ~ ~ s) a déjà été étudiée [3] y et on sait

qu’elle se prolonge à tout le plan complexe en une fonction méromorphe qui prend
sur les entiers négatifs des valeurs qui appartiennent à Q(u1, ... , u 1) et

qui sont données par

ou , X = ( x1 ’ ° ° ’ Xi(j) , ) ’ ou "" M1 ( Ut,...,Un-1. ) =Q’1 1 U1 ;. Q’1 2’ b ’°’ + ~Î ~ + ~~’1’
et si F est une fonction définie sur 

On transforme l’intégrale de la formule (1) en une intégrale complexe pour obte-
nir le prolongement de s ~ ,(Ca , y , s) à tout le plan complexe, et les valeurs
aux entiers négatifs se calculent en utilisant le théorème des résidus. On obtient
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Ceci permet d*obtenir les valeurs ,(C. , y , -k) comme somme de produits de

nombres de Bernoulli. De même que KUBOTA et LEOPOLDT [12] ont défini la fonction
zêta p-adique après avoir remarqué que

et en étudiant

on peut étudier de la même façon la possibilité de prolonger en une fonction méro-

morphe sur Z la fonction
~p

On utilise la propriété suivante. 
’

Soit G une fonction définie par une série 03A3~ 03A3~ f(n1 ,.., ni)-s conver-
t j.L

gente dans un demi-plan:, et prolongeable à tout le plan complexe en une fonction

méromorphe, ayant un nombre fini de pôles, qui prend, sur les entiers négatifs,
des valeurs qui appartiennent à un corps de nombres4

On suppose qu’il existe, pour tout k entier positif, une fonction F, unifor-

mément dérivable sur Z telle que
~p

(iii) i est prolongeable pour tout x en une fonction méromorphe admet-

tant les mêmes pôles que G t dont la convergence des coefficients d’interpolation
est uniforme en x.

Alors il existe une fonction G définie sur Z par
p -P

Cette fonction est méromorphe, et elle admet les mêmes pôles que G 3 avec les

marnes résidus*

Ici on a la propriété (ii) ; la propriété (i) est aisée à vérifier ; la propriété

(iii) a été démontrée dans le cas quadratique [5], et l’auteur achève de la démon-
trer dans le cas général.
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II. Applications de la mé thode de KUBOTA et LEOPOLDT.

On va utiliser ici la définition de la fonction zêta p-adique de Kubota et Leo-

poldt pour retrouver de façon simple des résultats connus : les congruen.ces de

Coates, la formule de Leopoldt et la formule limite de Kroneker.

Rappelons que si

alors

où

n

On définit e par e (x) = lim
n~~ 

xp pour tout x On pose

Si r désigne la fonction zêta p-adique, on a

11. Congruences de Coates.

On va montrer comment on peut retrouver toutes les congruences de Coates [6] dans

le cas K = Q . La méthode doit se généraliser dans le cas d’un corps de nombres

quelconque.

Posons, pour tout n,

D’autre part, si 03B6p, f(b ,.) désigne la fonction zêta p-adique, on écrit
P,

Posons

Les congruences de Coates peuvent s’énoncer ainsi. Soit p un premier qui divise

f , alors pour tous entiers b et c avec (b , f) = (c t f) = 1 et tout entier

n ~ 0 ~ on a

On va démontrer ces congruences.
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puisque p divise f ~

Donc, pour tout n entier positif,
._ . ,

Posons, pour tout s é lément de Z .
"-’P..

Alors

On a, pour tout n entier positif,

et

Les congruences to et 2° sont alors en fait équivalentes aux congruences

(2’) Pour tout n entier positif ou nul,

Soit g l’entier tel que bc=g+rf ,

et

Démontrons (1’)
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Si p = 2 , (c ~2) =~ . Donc c - 1, est divisible par 2. Donc

Pour démontrer (2’), on va montrer qu’i existe une fonction K analytique sur
Z telle que pour tout 
"-’P 

~ ~ 
~p

et

On écrit

Posons

bien K(s) ~ 03C91 (Q(f1)) Zp.
On a donc la propriétés

2. Formule de Léopoldt.

Soit ~ un caractère de Dirichlet primitif pair, f son conducteur, Z une

racine primitive f-ième de t et la somme de Gauss associée à ~ et Z .
Rappelons la définition de L (~) 

(a) Si f n’est pas une puissance de p ~

(b) Si f=p,

(c) Si e &#x3E; 1 , on pose

On a le théorème suivant ([~’]~3’])~
Quels que soient le caractère primitif x # e , et le nombre premier p ~ on a

L,(1 
On va démonter ce théorème en utilisant le fait que
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~~. donc

Donc

On s a i t que

Alors, en remplaçant dans ( 1 ) ,

Posons

On peut montrer (~J que cette limite existe pour T , élément de C , tel que
~ i -T)  1 ,. et ne dépend pas de a, et que la fonction T ~~ J(F)(T) admet un

prolongement fonctionnel pour tout T tel que TI  1 . Donc on a

Mais on sait que si F désigne une fonction uniformément dérivable sur Z ,
alors les séries de Taylor F(n) T~ et F’(n) T~ se prolongent en des

fonctions analytiques, notées I(F)(Tr) et I(F’)(T) , définies dans un domaine D

qui contient (T = C ; ~ - ~t = ~ ’ On a alors, 9 T e D tel que )l) =~t ,
~p

où log T désigne éventuellement le prolongement fonctionnel du log .

D’autre part, on peut montrer aussi que la série de Laurent formelle en 1 - T ,

est en fait une série de Taylor convergente dans (T e C ; (1 - TI  1.) et,
~4J

dans ce domaine, on a
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Ici on considère

Si f ~ p , puisque log Z~ ==-0 , on ai

Donc

Si f = c’est la formule cherchée.

Si f n’est pas une puissance de p ~ on écrit

Donc

Si f = p , on veut calculer

Or

T ~ 03A3fb=1 ~(b) I(x ~ 00(x) x) (Zbf T), est la fonction analytique qui prolonge la

série de Taylor 03A3fb=1 ~(b) 03A3~n=1 03B80(n) n Zbnf Tn, convergente pour (T; l  t et au

voisinage de T = 1 , fonction analytique qui peut s’écrire

D’où le résultats 

’

3. Analogue de la formule complexe L(1 ’X) 

Dans cette formule va intervenir la fonction r p-adique. Nous allons tout d’a-

bord rappeler sa définition. Elle a été étudiée par DIAMOND [8J et MORITA [15]. La

définition que l’on va donner est proche de celle de DIAMOND.

On part du fait que pour la fonction r complexe on a r(s + t) = s donc
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On va chercher une fonction p-adique qui satisfait cette équation fonctionnelle,
donc l’analogue p-adique de log r .

On utilise le résultat suivant [2J.

Soit ,Q) l’espace de Banach des fonctions uniformément dérivables sur
NP ~p

Z , muni de la norme usuelle sur cet espace. Soit 6 l’opérateur défini sur
""p

~(Zp ,,~) à valeurs dans (2, Q ) tel que
"" r--l’"’ "’-Jp ,....,p

Alors A est un opérateur linéaire continu surjectif sur et
’°P 4"Jp

On avait

On pose f = 0Ù f 1 est le facteur de f non divisible par p.

On définit en outre la fonction analytique

Donc

où g est définie par g(x + t) - g(x) = log(x -~ f) .
Donc g’(0) est l’analogue p-adique de r ’ ( a/f ) /r ( a/f ) .
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