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SOLUTIONS BORNEES DES SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES.
APPLICATION AUX FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES.

par Philippe ROBBA

(d*aprés un travegil en commun avec Bae DWORK)

Nous avions montré précédemment [6] (voir aussi [7]) que, pour que 1'élément ana-—
lytique 1 dans le disque D(a , 17), soit une dérivée logarithmique de fonction
analytique dans ce disque, il était nécessaire et suffigant que 7 soit la limite
uniforme dans ce disque de dérivées logarithmiques de fractions rationnelles, En
terme d'opérateurs différentiels, cela signifie que, pour que l'opérateur D - 7
posséde une solution analytique dans le disque D{a , % ) , il faut et il suffit
qu'il existe des soltuions rationnelles approchées, c'est~a-dire une suite u
de fractions rationnelles sans pSles dans D(a , 1) , telle que un(a) =1 et
O - n)un =0 quand n = o . Ce résultat jouait un r8le essentiel dans 1'étude
de la structure de Frobénius faible des équations différentielles dw premier or-

dre.

Nous allons généraliser ce résultat au cas d'un systéme différentiel du premier
ordre de m équations & m ingonnues. Nous verrons qu'il posséde une m x m
matrice solution analytique bornée dans D(a , 1) si, et seulement si, il posséde
des m x m matrices rationnelles solutions approchées (avec une condition de mi-
noration du déterminant pour assurer que le rang de ces matrices solutions ap-
prochées ne s'abaisse pas & la limite). Nous envisageons e résultat comme une.
premiere étape dans 1l'étude de la structure de Frobénius des systémes différen-—
tiels (cf. [4])¢‘

Le résultat sur les systemes différentiels du premier ordre se transcrit de fa=-
gon standard en un résultat sur les opérateurs différentiels dtordre m . [ans le
cas du disque générique, on peut m@me obtenir des informations dans le cas ou la

dimension du noyau borné est plus petite que l'ordre ,de l'opérateurs

Nous traiterons quelques exemples numériques (équation hypergéométrique) dans
1'esprit de cet exposés Nous retrouverons ainsi, sans gros efforts de calcul,
certains résultats de DWORK [2] (mais nous n'cbtiendrons pas les résultats les plus
importants, a savoir la structure de Frobénius forte de l'équation différentielle

de Legendre).

Signalons que les démonstrations de cet exposé concernant les systémes différen—
tiels du premier ordre sont plus élémentaires que les démonstrations originelles
dans le cas d'une équation du premier ordre. Nous utiliserons la méthode des limi-
tes banachiques introduite par VAN DER PUT [5] (cfe aussi [1])e Comme cette méthode

nous semble trés importante (elle joue un rdle analogue aux théorémes de compacité
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dans les espaces fonctionnels en analyse classique), nous en avons fait un exposé
déta illéo

Le paragraphe 3 correspond & l'exposé fait aux Journées ultramétriques de Mar—

seilles

1, Limite banachique d'une suite bornée de fonctions.

lefie —Soit ( un eorps valué ultramétrique maximalement complet. On sait (3]
que le théoréme de Hahn-Banach. est satisfait pour tout espace normé ultramétrique

SUT ) e

801t_ J (Q) l'espace des suites bornées muni de sa norme usuelle, et G(Q) le:
sous-espace vectoriel des suites convergentes. Alors la forme lindaime sur c(Q) ,
qui a la suite convergente {an} associe sa limite, se prolonge, de fagon non
unique, en une forme linéaire ¢ sur 3° de norme 1 . En se reportant a la dé—
monstration du théoréme de Hahn-Banach ultramétrique, on se convaincra qu'étant

donnée une suite bornée non convergente {an} , i1 existe deux prolongements P4
et ¢, tels que @m({a_}» # ¢2Q{a 1) .
Si {an} € ¢° , on appellera @({a ) la limite banachique de la suite {an3

(sous~entendu subordonnée au choix du prolongement ¢ e

Dtaprés la définition de ¢ , pour tous [an} et {bn} €y’ et Aeq,
(Tt ) o({a, + b 1) =ol{a}) +o({b}) ,
(Te1e2) ol{ra }) = rol{a }) -

En fait, on a méme plus : si {xn} est une suite convergeant vers A\
(lete3), o({ry ag}) = apl{a}) s

en effet, la suite {(hn - x)an} converge vers O , et donc sa limite banachique
est O »

Par contre, on n'a pas toujours (si O n'est pas localement compact)

o{ay b }) =ol{a}) ol{b}) «

(En effety soit {a } une. suite bornée telle que infi#jlai -aj| =8 >0 , soit

Q({a }). « Posons b =a —a,ona w({bh}) = O‘. Sauf pour un indice au

-~

plus,,501t ny s ON 2 |b ‘ > 8§ « Soit aloms cn:=‘bn
{cn} est bornée, et alors 1 = @ { ~ }) # Q({b,}) ¢({c 1) =0Q.)

pour n # ny » la suite

On a enfin

(10 Ti0dds) | o({a }) < sup la |

et méme (vérification laissée au lecteur)

o({e }) < Lim supla_|
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1e2. — On notera a (respe Wé )- 1'espace vectoriel des fonctions analytiques

(resps analytiques bornees) dans le disque D(a , 1) (]a | 1)

n
Pour u = Zan(x —a) € 0, » et p<g 1, on pose

“%lp = Iulan) = suphJamJ pn .

La famille de normes || “p v p <71, définit une topologie métrisable sur @
qui en fait un espace de Fréchete. Muni de la norme u ”1 . Wa est un espace. de
Banach.

.

Rappelons que u € Ga est dite a croissance logarithmique d'ordre o si

“u“ = 0((log W/p)¥) lorsque p =1 »

On note Wa ltespace des fonctions a croissance logarithmique d'ordre ¢« , ainsi

Wa W“ Munl de la norme

|a, |

ul = sup, T

Wg est un espace de Banache

Une suite {uk} de fonctions de ﬂa est dite bornée si, pour tout p < 1, la

suite. ”uk“p rgste‘bornée.

Un prolongement ¢ de la forme linéaire limite ayant été choisi, on appellera

. . R . _ _ .\n .
limite banachique de la suite bornée {uk\- Zn aknﬂx a), 1 de fonctions de aa ¢

la fonction u = Zn an(x —-a)nv dont les coefficients de Taylox a, sont les limi~

tes banachiques des suites {akngkeN 3 a = w({akn}) « On écrira u = Qﬁ{un}) B

lie3+ Propriétés des limites banachiques.

PROPOSITION, — La limite banachique ¢ ayant été définie, pour toutes suites

{uk} et {vk} bornées dans da s

(\i) (P(\{uk + Vk} )/ = CP({U'](\})/ + CP({Vk} )/ ]
(ii) pour tout p < 1, ”¢{uk}[ supdpﬂJ
(iii) si {u} est une suite bornée dans Wg ’ ¢({uk3) € Wz

(iv) si {w) est une suite convergeant vers v dans aa .
o{u, vi.3) = vol{wyl)

(v) pour tout x e D(a , 1) , m({ukﬂx)}) = ¢({uk}lﬁx)

(vi) o({u}) = o({ul)

Remarquese.

(i) On nt'a pas toujours

o({u, V1) = o({w ) o({v,}) «
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(relire le paragraphe prEcédent).

Il en résulte que si (gréce a (i), (iv), (vi) en particulier) la limite bana-
chique est bien adaptée. pour obtenir des théoremes d'existence dans les équations
différentielles linéaires, elle ne l'est pas dans le cas des équations non linéai-
res (cfe § 1e6)e

(ii) A priori, la définition de la limite banachique @({uk})v dépend non seule-
ment de ¢ , mais du choix du centre a du disque D(a , 1) « La propriété (v)

montre que cette définition ne dépend que de ¢

Démonstration. — (i) découle de la linédarité (1.1.%), (ii) de la continuité

(1.1.4) ainsi que (iii), et (vi) découle de (1.1.2).
_ _.\n B _o\n _ _.\n
Si u = Zaknﬁx a)’, vy = Ebkn(x a)’ et u v chn(x a)" , alors
_sh . ; __\n
Cin, Zi:O aki.bk(n—i) . Si on suppose que v, converge vers v —-an(x a)
alors, pour chaque n , {bkn} converge Vers bn; et donc, en vertu de {(1.1.1) et

(1eTe3) @({ckn}) = ZE;O b s ¢(aki) ce qui démontre (iwv)e

Enfin, pour tout x € D(a , 17), la série J (x - a)" {a ) converge dans L5 wers
la suite de terme général qux) o Comme: ¢ est une formeklinéaire continue, il

en résulte que
o({u (x)}) =3 (x = a)" {ank} = o({ud) (x) .

1.4« Unicité et convergences.

PROPOSITION, —~ Soit [uk} une suite bornée de aa « Si la suite Uy ne conver—

ge pas dans <ia ¢ 1l existe deux limites banachiques ¢, et o telles que
cp1|("\{uk} ) £ o ({w]) .

Démonstration. — Pour une suite bornée d*éléments de aa , la convergence dans

aa coincide avec la convergence coefficient & coefficient (wérification laissée

au lecteur). Donc si la suite {uk} ne converge pas dans aa g avec
_ _ .\n

u, = Zakn(x a)
il existe un indice n, tel que la suite {a, 1 ne converge pas dans () , et paxz
conséquent (cfe. § Tle1) il existe des prolongements 94 et o tels que

(fa,. 1) Aorl{a, 1)

1M kn %2 %n,

d'oul wm({uk}) # mzﬁfuk})v-

Applicatione — Supposons que nous cherchions une solution dans da d'un certain

probléme, par exemple la solution a d'une équation différentielle linéaire a

coefficients analytiques Lu =0 .

Supposons que nous trouvions une famille bornée Uy de solutions de problémes



5~05

approchés, telle que toute limite banachique de la suite U, soit solution de
notre prcbléme: initiale Par exemple, si Luk =g tend vers Q dans aa quand
k = o 4 alors en vertu de la proposition T3 pour toute limite banachique u de

la suite U, on aura Lw = lim gk,=»O o

Si l'on sait par ailleurs que le probléme posé a une solution unique, il résul-
tera alors de la proposition 1.4 quten fait la suite Uy de solutions approchées
converge vers la solution exacte u dans aa « Par exemple, si l'opérateur L
posséde au plus une solution analytique u , telle que u(a) =1 , et si 1l'on sup-

pose que les u, vérifient uk(a) = 1 , on en déduit que la suite u, converge

k
vers u dans ﬂé .

1.9« Cas_d'un corps non maximalement complete — Si () n'est pas maximalement

complet, le théoréme de Hahn-Banach n'est plus vrai. Mais on posséde la version

affaiblie suivante :

Si V est un espade vectoriel normé sur () complet de type dénombrable (c'est-
d-dire qu'il existe une famille dénombrable totale dans V ), et si f est une
forme linéaire continue sur le sous—espace vectoriel U , quel que soit ¢ >0 , il

existe un prolongement f de f & V tel que “f“v<s (1 + g)”ﬂ[u .

Si alors on considere une suite de fonctions {uk} bornée dans ﬂé ¢

Y ; n
u =2 akn(x £a)

les suites {akn}keN définies pour tous les n entiers sont bornéese Soit V
la fermeture dans ~ 32° de l'espace vectoriel engendré par c(Q) et les suites
{ag,} pour nelN, V. est de type dénombrable. La forme linéaire limite définie

sur c(Q) se prolonge donc en une forme linéaire continue @ sur V avec
ol < 1 +e (¢ choisi a l'avance)

Pour toute suite de fonctions w, = Zbkn(x —a)? telle que, pour tous les n ,
la suite {b, } appartienne 4 V 3 on peut donc. définir la pseudo~limite:¢([wn}) .
C'est en particulier le cas pour les suites [uk} . {u&} N {Vk‘uk} s OU Vo est
une suite convergeant dans aa « Il est alors clair que la proposition 1.3 reste
valable & l'exception de (ii) qui est remplacé par

..bis
(i177°) Pour tout pg< 1, H¢({uk})”ps (1 +¢) supkHuka ,
Pour trouver des exemples d'utilisation de cette méthode, voir [9] § 4.3, et [1].

Observons que, dans le cas ol le probléme étudié (cf. § 1.4) posséde au plus. une
solution, on peut toujours plonger ( dans une extension maximalement compléte
Q! et définir la limite banachique dans g3', Si les solutions approchées Uy ont
leurs coefficients dans. ( , alors a priori la limite banachique u = ¢({uk}) a ses
coefficients dans (' , mais en vertu de l'unicité, on sait (§ 1.4), que les solu~
tions approchées U convergent vers u coefficient a coefficient donc, comme

Q est complet, les coefficients de u sont dans Q «
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1.6. Cas d'un corps localement compacte.

THEOREME DE MONTEL. = Supposons () localement compacte De toute suite bornée de

fonctions de aa s On peut extraire une sous—suite convergeant dans ﬂé .

En d'autres teemes, tout sous-ensemble borné de & est relativement compacte On
a

voit que aa posséde la propriété de iMontel.

Remarques.

(1) Il est évidemment exclu que les bornés de Wg soient relativement compacts,
puisqu'un espace vectoriel localement compact est de dimension finie. Mais on voit
que de toute suite bornée de fonctions de Wg s on peut extraire une sous—suite
qui converge, dans ﬂa s vers une limite appartenant a Wg o Ce résultat plus fai-—

ble peut suffire dans les applicationse.

(ii) Ce critére de compacité permet de traiter des problémes non linéaires.

Principe de la démonstration. — Soit {uk] une suite bornée dans aé '

u, = Zn'akn(x a)’ .

Pour p < 1, on a, pour tout k , supnlaknl pnjs Mp s. C€ qui montre que, pour

chaque n , la suite {akn}keN est bornée. Comme ( est localement compact, on
voit, en appliquant le procédz diagonal, qu'il existe une suite d'entiers ki
telle que la sous-suite {uk 1} converge, coefficient a coefficient, vers une li-

)n.

mite u = Zan(x - a quand:L i = » « On vérifie alors que, pour tout p < 1 ,

n . . i pa .
supplanJ P < Mp s 0€ qui montre que u € aa « Enfin on verifie sans peine que
pour une suite bornée de Ga la convergence dans Ga coincide avec la convergence

coefficient a coefficient.

2. Solutions approchées d'un systeme différentiel linéaire.
L e e o a ¥ e oW Wl et i e e W o e et e e e e ara e e o ara oY ava"l

2«%e = Dans ce paragraphe, K désigne un corps valué ultramétrique complet, et

Q une extension valuée algébriquement close et maximalement compléte.

On suppose également qu'il existe un point t de ( , appelé point générique,
tel que itl =1 et que, dans le corps résiduel Q N t soit transcendant sur le

corps résiduel K

E désignera le complété de K(x) pour la norme de Gauss, il s'identifie a l'es-
pace des eléments analytiques a coefficients dans K sur le disque générique
D(t , 17) « '

On notera H(A) 1'espace des éléments analytiques & coefficients dans K sur

A e

/ \
2.2« THEOREME, - Soit G une n x n matrice a coefficients dans ﬂé « Alors le

systéme différentiel Y' = GY. posséde m solutions linéairement indépendantes
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dans Qia)n (zespe Wg) si, et seulement si, il existe une suite M, de n xm

matrices 3 coefficients polynomiaux, bornée dans (aa)nm (zespe (Wz) b

que. 1l'un des mineurs d'ordre m. de Mk soit, au point a , minoré en module par

une constante § > O indépendante de k , et telle que Mi — GM

k
dans Qia)nm

converge vers O

Démonstratione

(i), Si le systéme posséde n solutions linéairement indépendantes, il existe

une n x m matrice M , & coefficients dans (respe W% ) , telle que
a
Hi"’GB‘E"‘O:.

De. plus, d'aprés le principe d'unicité de Cauchy les vecteurs colonnes de H
sont linéairement indépendants en. a , et donc il existe un mineur d'ordre m de

K qui ntest pas nuL en a «

Si we Gé y U= Zg as(x —-a)S ¢ on notera uﬁk) le polyndme:
(k) _ sk s
u = §§=O as(x a) e

(k) ()

est bornée dans @ (resp. dans Wg si we Wg ) .

I1 est clair que: u

}

- u dans Og quand k. -> + o , et que la suite {u

Soient alors hij les. coefficients de H . On peut supposer que
£0

Posons H = (h k) s lgign, 1.5 j<me Il est clair que la suite

det(h, . (\a )ki, s
est bornée. dans (d )" (respe. ng)nm‘) « Comme. H, - H dans (ﬁg)nm
~GH, -> 0 dans @Ia,nm’ quand k -> « e Enfin

ldet(h | = |det(hij,(\a), | =5 >0

s‘/
(a))1r<L,J€ﬂ )1’5193@

(ii) Réciproquement, soit H_ vérifiant les hypothéses de 1'énoncé. Soit A la
m x n matrice A = (hig)(a)l<l Sem ou h( ) sont les coefficients de H_ , on
peut supposer, quitte a permd}er les 1ndlces i, que Jdet Al 2 5 > O . Pesons
Uk Hy A~ . Alors la suite {Uk} posséde les mémes propriétés que la quite {Hk]

et, de plus, u ( )(a) = 635 pour 1¢i,jgm.

Cemme les suites <u§§))keN sont, pour chaque couple (i , j) , bornées dans
@59 on peut considérer leurs limites banachiques associées a @ « Soit
U= (\cp(u.(l.(>) .
Alors, d'aprés la proposition 13, Ut —GU = ¢(H“ ) =0 , les coefficients
de U appartiennent 2 a (respe Wa ) s et enfin @({ >})(a) = 'j‘ pour

Tgi, Jgm, ce qui montre que les vecteurs colonnes de U sont lindairement

indépendantse

Remarquees — Si m = n , il résulte de l'unicité de la matrice U vérifiant
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2
W -GZ=0 et U(a) = (§ij) , que la suite U, converge vers U dans (aa)”z .

2,3s —Si les coefficients de G sont définis sur plusieurs classes résiduelles,
alors les solutions approchées du systeme différentiel que nous avons définies dans
la classe D(a , 1 ) ne sont pas forcément des solutions approchées dans une au-
tre classe 4 D(b 4 1) & En effet, si des fractions rationnelles, par exemple, sans
pdles dans D(a 4 1) uD(b , 1 ) convergent vers Q dans @_ , on ne peut rien
dire de leur comportement dans D(b , 1) 3 par contre, si elles convergent unifor-
mément vers Q dans D(a , 1) , alors elles convergent uniformément vers. O dans
D(b , 1) o Le théoréme suivant apporte donc une précision intéressante. On pose
A =D(a , 1~) -

e A
THEOREME. — Soit @G wuwne n x n matrice a coefficients dans H(A) « Si le systéme

différentiel Y'" = GY posséde n solutions analytiques bornées dans D(a , 1)

2

linéairement indépendantes, il existe une suite H de n x n matrices & coeffi-

k
. . . o . 2
cients fractions rationnelles sans pdle dans A , bornées dans W7 , avec, pour

tout k Idet Hk(a)l >8>0, telle que Hi —-Gﬁk converge uniformément vers
O dans D(a , 17) .

Il serait intéressant d'obtenir un théoréme similaire lorsque le nombre de solu-—

tions bornées indépendantes est plus petit que ni.

Démonstrations — Il existe une n x n matrice H a coefficients dans W telle
que H' - CH =0 . De plus, dlaprés le théoréme d'unicité de Cauchy, det M ne
s'annule jamais dans D(a , 17) , donc |det M(x)| reste constant dans D(a , 1°),
et M a donc ses coefficients dans W . Posons F(x , z) = M(x) M(x + z)—1

avec xe€pA et zeD(O, 1) .0na

Ms(x) S
(1) F(x , z) = z§>0 7 Z

-

avec Ms(x) s N xn matrice & coefficients dans W , et comme F(x , z) est

bornée sur A x D(O , 15) s 1l existe une constante C telle que
Ms
(2) “Eﬁ“A < C pour tout s .

0
Comme: % F =GF + 3% F 4, on a

(3) Ms+m(x) = M;(x) - G(x), Ms(x) et Mo(x) =1.
On pose
M
(4) H(x) = 25 =2 (x)(a - %)% .

(Observons que lorsque k => « , Hk converge dans Gé vers
F(x , a - x) = H(x) H(a)™"

qui est donc la matrice solution du systéme dont la valeur en a est la matrice
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unité).

On trouve alors, en tenant compte des relations (3),

(5) B, = G(x) (o), + e

et donc, dtaprés la majoration (2),

(e S Clk|

On voit donc que si 1l'on prend k de la forme k = pv N Hﬁ - GE& converge

vers O wuniformément sur A lorsque v = + ©
Par ailleurs, on a Hk(a) = L, et donc. |detﬂHk(a)| = 1 pour tout k e

Enfin, comme les coefficients de G appartiennent & H(p) , il résulte: des for—
mules de récurrence (3) que les coefficients de Ms et donc de Hk sont des élé—

ments analytiques sur A

Le théoréme est donc démontré sauf pour le fait que les coefficients de nos ma=—
trices solutions approchées sont des éléments analytiques et non des fractions ra—
tionnelles. Mais comme, par définition, tout élément analytique sur A peut &tre
approché uniformément sur A par des fractions rationnelles sans pbles dans A o

le théoréme s'ensuit facilemente

2.4. Remarques — Il serait souhaitable de pouvoir préciser dans le théoréme pré-

cédent que les fractions rationnelles ent leurs coefficients dans K .

Or, dans la démonstration, les Ms ont leurs coefficients dans Hi{A) , donc si
a eK, les H  ont leurs coefficients dans H(A) donc ceux—ci peuvent &tre ap-
prochés uniformémént par des fractions rationnelles a coefficients dans K « Mais

ce n'est plus le cas si a £ K, par exemple si a =t est le point génériques

Dans la démonstration, au lieu de définir H, par la relation (4), ol aurait pu
poser
M
(x)
s!

H (x) = 21;:0 (- x)S .

Alors H, aurait eu ses coefficients dans H(pa) 4 et 1la relation (5) subsiste-
rait, don¢ le fait que “Hﬂ _'GHRHA = Q0 si k=p et v ->o . Mais alors je ne

sals pas montrer que |det Hk(al| reste minoré par uni § > O

245, Gag des équations différentielles linéaires d'ordre n « — On sait que

toute équation différentielle linédaire d'ordre n est de fagon canonique équiva-
lente a un systéme différentiel n x n du premier ordre. On déduit donc sans peine:

du théoréme 2.3 le résultat suivants

THéORéME. - Soit L un opérateur différentiel linéaire d'ordre n & coeffi-

cients dans H(A) « Alors L posséde n solutions analytiques bornées dans A

linéairement indépendantes si, et seulement si, il existe une suite
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Ve = (g 0 oo v)

de fractions rationnelles sans pbles dans A ,; uniformément bornées sur A , telle

que les wronskiens des familles Yy vérifient pour tout k

|W(\Y1;k 9 ooe Ynk)(\a)l 2 6 > 0

et que, pour tout i Lyik converge vers O wuniformément sur A gquand k = «.

2.6¢ - Si 1'on se place dans le disque générique, le résultat précédent subsiste

lorsque le nombre de solutions bornées est plus petit que ltordre de L .

7 .
THEOREME. - Soit L € E[D] « Soit m la dimension du noyau borné de L dans le

disque générique D(t , 17) . Alors il existe m solutions approchées fractions

rationnelles,

L'expression vague "il existe m solutions approchées" doit bien entendu &tre
remplacée par une formulation plus rigoureuse inspirée de 1l'énoncé du théoréme
2.5’.

Démonstrations = On sait [9] qu'il existe R e E[D] tel que

b

noyau borné de L a t =noyaude R & t .
I1 suffit alors d'appliquer le théoréme 2.5 & l'opérateur R .
7/
3. Etude de l'équation hypergéométrique.
L e Y S Y At i e e i e o oS WV )
3.7 = Nous utiliserons le résultat suivant. (Ici A =D(0 , 17) )

LEMME, - Soit L e H(p)[D] d'ordre n ayent dans A =D(0 , 1) une seule

singularité réguliére en O . Alors si L posséde n solutions linéairement in-

dépendantes analytiques bornées dans D(t , 17) ; pour tout ¢ e D(0O 4, 17) , c#0,

L posséde n solutions linéairement indépendantes analytiques bornées dans
D(c ’ ‘Ct-) .

Démonstrations — Soit, pour m €

=

Les bm j sont des ¢éléments méromorphes dans A « Notre hypothése est que les
9

bn 3 ont juste un pdle d'ordre au plus n-3j en O . On en déduit alors, par
k]

récurrence sur m , que les bm j ont simplement un pdle en O d'ordre < m+n—j .

’ -
Par ailleurs, si L a toutes ses solutions bornées dans D(t , 1) , il existe

<M (cfe [9])e

M tel que, pour tous m et j, ‘bm,j!Gauss <

On aura alors, pour tout ¢ €eD(O, 17) , o #£0,

1 M
lbm’j(c)‘ < 'bm,jlo Cle) < lc|m+n_j ‘bm,jlo (1) < Ic'mﬁnpj )
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et ceci entraine que toutes les solutions de L au voisinage de ¢ . convergent

dans D(c , |c|—) , et sont bornées dans ce disques

3e¢2. = Dorénavant K = + Nous nous intéressons a l'égquation hypergéométrique

Q
~p
L =x(1 - x)D2 + (I —(@+b+ 1)x)D - ab )

(associée a l'opérateur
x(I = x)u" + (= (a +b + T)x)ut —abu=0,

Q est une singularité réguliére, et son équation indigielle est 32 =Q
(Pour la terminologie et les propriétés de 1'équation hypergéométrique dans C ,
cfe [1!0]).

Cette équation posséde une solution analytique au voisinage de O

, (a)n (b)h n n
u(x) =F(a g b3 13 x) = Zheo -—2;235-— X =-Zh20 c X
avec
‘—(9)0 = 15
1-(9),rl =6(6 + 1) ees (6 = n) &

Elle posséde une deuxieme solution

v(x) = u(x) log x + y(x)

) a+b .
(%) = u(x) j[ﬁ—;—’g—— - 'j-é]dx .

u (x) x

Dans ‘Ep sy U vérifie formellement 1l'équation différentielle, donc est solution

au voisinége de O et, de plus, si a et b appartiennent a Eﬁp ’

(a)_ (b)_
c =735 € Z
n (nt) ~p
donc u est analytique bornée dans D(O , 1) « Quant & v(x) , elle définit une
solution au voisinage du point ¢ (appartenant aux domaines de définitionsde u(x)
et y(x) 2 condition de remplacer log x par log(x/c) « On voit & partir de son
expression que ¢(x) converge dans D(O , 17) , on a donc, pour tout c € D(O, 1)

une deuxidme solution u(x) log(x/c) + y(x) analytique non bornée dans D(c, lc|™)e

I1 résulte alors du lemme 3.7 (aved n =2 ) que la dimension du noyau borné de
L dans le disque générique D(t 4 1) est au plus 1 . Mais comme cette dimension
est supérieure ou égale i celle du noyau borné de L dans D(O , 17) ([9], théo-
réme 6.4), on trouve que cette dimension est 1 ¢ Il en résulte que, dans les au-
tres classes résiduelles, L a au plus (& un facteur constant prés) une solution
analytique bornée. Nous nous proposons de déterminer les classes ol L possede

une solution bornée.

3.3+ - On vérifie sans peine que Zan x7 est solution de L mod pJ Zp[[x]] si,
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et seulement si,

2 3
n an?=ﬁﬁn +a)(n + b)an?m mod pY

. 2 . .
Bien entendu, mi ¢, = (n + a){n +»b)cn_m pour tout n . Par conséquent, si
g = ordp a et h= ordp b 4 on voit que, pour j>g+h et n= pJ s ON 3
ord.c,i >2j~g—hoa.
p =
Le polyndme tronqué
I,
PjQx) = 3P g c =3P

n=0 =0 v2
n}

j—% (a)n (b)n <0

est donc solution de L modulo,,p2ng h‘Zp[[x]] (pour j > g+ h ).

Ceci s'exprime encore en disant que |ij|gauss -0 lorsque j =+ o

La suite- Pi est donc une "suite de solutions approchées". Nous allons détermi-

ner les classes résiduelles ou les Pj s'annulente

3e4e = On rappelle que le produit de Hadamard des séries u = Zh>o w X et

n n .. =
v = 2 Vn X est la seéerie

0

n
ulv=2 _u v X
>0 n 'n ¢

-

Il est clair que la fonction hypergéométrique s'écrit comme produit de Hadamard
Fla,bs 13 =(l=-x)"20 (1-2".
Comme a et b appartiennent a Zp»’ on peut écrire

(0 (1)

KOO
~R

a ==-ay+pa

avec ao,boe[0,1i,...,p—139

Alors on a

(1) (1)
(1 -x)7 = (1 - x)ao (- = (- x)aCl (1 -xP)7 mod p Z [[x]]

et
. b 1)
(1 - x).'b = (1 = x) 0 (1 —xp),"b( ) mod p ’%p[[x]] .

a b
Comme (1 - x) O ot (1 - x), 0 sont des polyndmes de degré < p - 1 , ceci

entraine immédiatement que l'on a
1) ()
Fa ,bs 1;x) =P . () E™ M 1, %P nod o 2 rrx
’ 5 ’ aO’bO ’ H H ) mo p,~p[[xJ]
%o 0
avec P_ )= =-x) "L (Ti=—x) " »
oo

Plus généralement, écrivons les développements p—adiques de - a et =-b
- i op =3 i
a=X 528, P , b=2ipob P
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et posons
(3) . i L0, i
al == 145 P v e R PO

On a alors, pour tout j ,

), 6 e - P, () E@OT )y Py ned bz (0
j' j Np
a. b,
‘QX) = (1 -x)9 1 (1—=x) 3, et par conséquent
3

avec Pa.,h
J

: i . . 3
. —1l \ 2 -
Fl@ 4 b3 1, x)= ﬂi;O Pai’bi(xp ) FQa(J) . bﬂl) s 13 x°) mod p‘%pﬁ[x]] .
Comme ﬂ%;é pai’bi(X) est un polyndme de degré < pd = 1, on en déduit que

. i . i
s =
i1 i”i ~P

ouw encore dans le corps résidued
- i
s -1 j= p
pj - rg=O(Pa.,b“) ¢
i1
On voit que les classes résiduelles ou Pj a des zéros, et le nombre de Béros

dans ces classes, se déterminent a partir des développements p-adiques de a et
b

Comme a; et bi appartiennent a l'ensemble fini [O 4 1 4 vee 3 p=—1] 4 il ¥y

a au plus p polyndmes distincts 5; ) il y a donc un nomkre fini de classes
. ’ .

résiduelles ou Pj stannule. Bl

3.4s —So0it ¢ une classe résiduelle telle qu'il y ait seulement un nombre fini
de couples (ai ’ bi) pour lesquels Ea b (¢) =0 . Nous allons montrer que L
RN

. . . i’vi
possede une solution bornée dans la clasSe ~ ¢

Puisqu'il y a un nombre fini de couples (ai ”bi) tels que E;.,b.(a) =0, il
existe un entier k tel que, pour tout Jj , Pj ait au plus k*zéfosdans la
clasi? @ e Choisissons un représentant ¢ de g , avec o € O 5 dla ,j%) =8 >0
ol Q désigne la cldture algébrique de igp o Comme P.(x) ne s'annule pas dans

P
Do 9 & ) 5 que lpj|aCT) = ij'gauss

par ailleurs [Py "= [Pyl o0 =1 pour tout 3, et [|LP]|_= I2P5 | oyss > ©

quand j = o , on*déduit du théoréme 2.2 que L a une solut¥on bornée dans la

= 1 , on en déduit que |Piﬁa)| 2,5k « Comme

classe o »

3.5. - Soit ¢ une classe résiduelle telle que, pour une infinité de couples
(2

’ bi) , On ait 5; b C;) = 0 . Nous allens montrer que L n'a pas de solu-
. . i1
tion bornée dans cette classees

Comme la dimension du noyau borné de L dans le disque générique est 1 , on
sait [8] qu'il existe 1 € E tel que, si ut est une solution analytique bornée
- . =yt .
de L dans D(t 4, 1) , 1 ut/u_b
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Montrons que 1 est la limite de PJ'./Pj dans E quand j = , Pj étant le
polyndme défini en 3.3. Si P§(t) - 7(t) Pj(t) ne tend pas vers O quand j —=> o,
on peut choisir une limite banachique ¢ telle que @(Pg(t) - 1(t) Pj(i))# O«
Soit uy = ¢(Pj) la limite banachique suivant ¢ f(dans D(t , 17) ) des Pj . Com—
me I:_.Pj -0 dans E , Lu_, =0 « De plusy, u_, est borné dans E , mais oz a

t t

ul - nut_# 0, ce qui contredit la définition de T « Il en résulte que

Pg(ﬁ) - 7(t) Pj(\t), =0 quand j => = e

Or, pour les éléments de E , on:a

| -
[Py - 7P

jlgauss = |P3(ﬁ) - n(t) Pjﬁtll .

l

Comme de plus IP
E .

gauss = | pour tout J , ceci montre que T = lim PY/P; dans

J
Calculons le résidu de 1 relatif & la classe 5 (ctest le coefficient de

1/(x - @) dans le développement de Laurent relatif & o de la partie singuliére

de 71 relative au trou o ; ce coefficient ne dépend pas du représentant choisi

o de o )e On a
Res(n 4 @) = lim, Res(PY/P. 4 ) »
(M o) .}"“’e(J/J’)

O Res(PE/Pj , @) est le nombre de zéros du polyndme Pi situé dans la classe
o « Si zy est le nombre de zéros du polyndme Pa b dans la classe ¢ , Om a,
9

dtaprés la relation vue en 3.3, Ll

oy, =y = 5] i
Res (\Pj/pi 9 ('X) Zi=0 z-i P e
Notre hypothese que z, # 0 pour une infinité de i ; se traduit donc par le
. D i ' ler. -1
fait que Res(T , o) 150 %3 P~ n'est pas un entier. (Comme deg pai’bi <p-Ty
et donc les zg sont les coefficients du développement

) )

Mais si L posséde une solution bornée U, dans la classe @ » on sait [8] que

ona 0g zi <p -1

Qe

p-adique de Res(T

u&/ua est le prolongement analytique dans & de 1|

Comme g est algébrique sur Ep = 6# , on peut choisir un représentant o de
o algébrique sur Qp~' Il est alors clair que les coefficients du développement
de Taylor de ua autour de  appartiennent a Qppy) qui a une valuation discrée-

te. La fonction w n'a donc qu'un nombre fini. z de zéras dans E'. On a donc
o
Res (1] s. o) = Res(u'/u_ o) =z
o
et donc ResQn ;. 5) est un entier, ce qui contredit notre hypothése.

3.6 - Remarquons que la formule
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qui est valable lorsque L possede une solution bornée u, dans la classe g 4

nous renseigne sur le nombre de zéros z de la solution u .
o

3.7+ = Nous pouvons tirer de cette formule quelques renseignements au sujet d'une
structure de Frobénius fort pour L (cfe [7] pour les définitions)e D'apreés [7],
il est nécessaire que les développements p—adiques de 7| dans chacune des classes
résiduelles soient périodiques avec une période commune. Il faut donc que les nom~
bres zi(al de zéros des polyndmes Pai,b. dans la classe & soient périodiques
i

.

i
par suite, les suites (ai ’ bi) soient périodiques. Il faut donc que les dévelop-

(par rapport & i ) avec une période commune, donc que les polynOmes Pa b ety
i’

pements p-adiques des nombres a et b soient périodiques, ce qui signifie a
et b rationnels. Soulignons que seuls les cas ou a et b sont rationnels per-

mettent une interprétation en géométrie algébrique.

s On

Nj=

3.8, - Exemple : Equation de Legendres. — Cela correspond au cas a =b =

prend p #2 pour que a et b soient des unités p-adiques. On a
1 i
-5 = (p — 1’)/2 z:___.o R ¢

donc a, =b, = (p = 1)/2 pour tout i « On a donc une solution bornée dans les
* (=172 | (4 _ 4 (p-1)/2

tion bornée dans les classes ol H(x) s'annule, On a donc les résultats de [2]

classes ou H(x) = (1 = x) ne s'annule pas et pas de solu—

sans utiliser les formules de congruences On voit également que dans les classes ou

L posséde une solution bornée, celle-di ne s'annule pase
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