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SOLUTIONS BORNÉES DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES.
APPLICATION AUX FONCTIONS HYPERGÉOMETRIQUES.

Philippe ROBBA

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
AMICE, P. ROBBA).

3e année, 1975/76, n°’ 5, 116- p. 1;er décembre: tgz’5

(’après un travail en commun avec B~. DWORK)

Nous avions montré précédemment [6] (voir aussi pour que l’élément ana-

lytique ~ dans le disque D(a , 1"), soit une dérivée logarithmique de fonction

analytique dans ce disque, il était nécessaire et suffisant soit la limite

uniforme dans ce disque de dérivées logarithmiques de fractions rationnelles. En
terme d’opérateurs différentiels, cela signifie que, pour que l’opérateur D - T)
possède une solution analytique dans le disque D(a , 1F) , il faut et il suffit

qu’il existe des soltuions rationnelles approchées, c’est-à-dire une suite u
ni

de fractions rationnelles sans pôles dans D(a , 1F) , telle que un (a) = 1. et

(p - -&#x3E;- O quand n -~co . Ce résultat jouait un rôle essentiel dans l’étude

de la structure de Frobénius faible des équations différentielles dm premier or-

dre. ,

Nbus allons généraliser ce résultat au cas d’un système différentiel du premier
ordre de m équations à m inconnues. Nous verrons qu’il possède une. m x m

matrice solution analytique bornée dans D(a , 1 ) si, et seulement si, il possède
des m x m matrices rationnelles solutions approchées (avec une condition de mi-
noration du déterminant pour assurer que le rang de ces matrices solutions ap-

prochées ne s’abaisse pas à la limite). Nous envisageons M résulta t comme une.

première étape dans l’étude de la structure de Frobénius des systèmes différen-
tiels (,cf. [4])~

Le résultat sur les systèmes différentiels du premier ordre se transcrit de fa-

çon standard en un résultat sur les opérateurs différentiels d’ordre m. rans le

cas du disque générique, on peut même obtenir des informations dans le cas où la
dimension du noyau borné est plus petite que l’ordre ~de l’opérateur.

Nous traiterons quelques exemples numériques (,équation hypergéométrique) dans

l’esprit de cet exposé. Nous retrouverons ainsi, sans gros efforts de calcul,
certains résultats de DWORK [2] (mais nous n’obtiendrons pas les résultats les plus
importants, à savoir la structure de Frobénius forte de l’équation différentielle

de Le gendre).

Signalons que les démonstrations de cet exposé concernant les systèmes différen-
tiels du premier ordre sont plus élémentaires que les démonstrations originelles
dans le cas d’une équation du premier ordre.. Nous utiliserons la méthode des limi-

tes banachiques introduite par VAN DER PUT L~~ (cf. aussi [,1Q)~ Gomme cette méthode,
nous semble très importante (elle joue un rôle analogue aux théorèmes de compacité
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dans les e.s.paces fonctionnels, en: analyse classique), nous en -avons fait un exposé

détaillée

Le paragraphe 3 correspond à l’exposé fait aux Journées ultramétriques de Mar-

seille.

1i. Limita banachique d’une suite. bornée de fonctions.

-Soit Q un corps value ultramétriqua maximalement complet. On sait {~3]

que le théorème de Hahn-Eanach est satisfait pour tout espace normé ultramétrique

sur (1.

Soit 1.00(0): l’espace des suites bornées muni de sa norme usuelle, et c(o) le.

sous-espace vectoriel. des suites convergentes. Alors la forme linéaire sur 

qui à la suite convergente associe sa limite, se prolonge, de façon non

unique, en une forme linéaire 03C6 sur ae 00 de norme 1. En se reportant à la dé-

monstration du théorème de: Hahn-Banach ultramétrique, on se convaincra qu’étant

donnée. une suite bornée non convergente (a ) , il existe deux prolongements 03C61

te ls 

Si. (a ) E on appellera la limite banachique de la suite 

(sous-entendu subordonnée au. choix du prolongement cp ).*

D’après la définition de cp , pour tous et- (b ) E et ~ 0 ,

En fait, an a même plus : si est une suite convergeant vers À ~

en effet" la suite (Àn - B)a ~ converge vers 0 ~ et donc. sa Limite banachique

est 0 ~

Par contre, on n’a pas toujours n’est pas localement compact)

(Pn effet, soit (arJ une suite bornée telle que 1 = ô &#x3E; 0. , soit

a = Posons bn = a " on a 
= O. Sauf pour un indice- au

plus, soit nO., on a ô .. Soit alors =. h~1 pour n ~ nO " la suite

(co&#x3E; est bornée, et alors 11 = -fi 03C6({cn}) = Q..)

On a enfin

et même (vérification laissée au lecteur)
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notera a a W a ); 1.’espace vectoriel des fonctions analytiques
(resp. analytiques bornées), dans le disque D(a , 1-) (|a|1).

Pour u = Ian et p $ 1 , on pose

La famille de normes Il p  11 , définit une topologie. métrisable sur CL
qui en fait un espace de Bréchets Muni de la norme Il. JI 1i ,. Wa est un espace. de

Banach.

Rappelons que u E aa est dite à croissance logarithmique d’ordre 03B1 si

On note W03B1 l’espace des fonctions à croissance logarithmique d’ordre 03B1, ainsi
11 

a

W = W". Muni de la norme
a a

1 1

wa est un espace de Banach.

Une suite de fonctions de CL est dite bornée si, pour tout p  1, , la

suite: ~uk~03C1 reste- bornée.

Un. prolongement (p de la forme linéaire limite, ayant été choisie on appellera
limite banachique de la suite bornée (uk = 03A3

n ak (x - de fonctions de 

la fonction u = Z a (x 2014 a) dont les coefficients de Taylor a sont las Limi-

tes banachiques des suites an = On écrira u = 

1.3. Propriétés des limites banachiques.

PROPOSITION. - La limite banachique, 03C6 ayant été définie, pour toutes suites

~t bornées dans 

(,ii), pour tout p ~ 1~ 

(.iii) si est une suite bornée dans ~({~J~ E â
(iv) si {t.} est une suite convergenant vers v dans 03B1a,

Remarques.

n ~ a pa s toujours
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(relire Le paragraphe précédent).

Ll en résulte que si (grâce à (i), (iv), (vi) en particuLier) la limite bana-

chique est bien adaptée; pour obtenir des théorèmes d’existence dans les équations

différentielles linéaires, elle ne l’est pas dans le cas des équations non linéai-

res (cf. § 1’.6)~

(,ii) A priori, la définition de la limite banachique dépend non seule-

ment de (p , mais du choix du centre a du disque D(.a , 1"), ~ La propriété (v)
montre que cette définition ne dépend que de cp ~

Démonstration. - (i) découle de La linéarité (1.1.1.), (.ii) de La continuité

(1.1..4) ainsi que ( iii ) , et (yi) découle de (1.1.2).

~ ~k = ~kn.~ " ~~ ~ ~ = " ~ ~ ~ ~ =~kn~ " ~" ~ ’~~

~k ~~=0 ~~’ ~kf -’~ ~ ~ ~ suppose v~ converge a) ~

alors, pour chaque n , (b. ) converge, vers bn et donc,, en vertu de (1.1.1) et

(.1.1..3), 03C6({ckn}) = 03A3ni=0 bn-i 03C6(aki) ce 

Enfin,, pour tout x e D(a , 1"),, la série. ~(x - a)~ (a~ ) converge, ~~s

la suite de terme généraL uk(x). Comme cp est une forme linéaire continue, il

en résulte que

1.4. Unicité et conyergence...

PROPOSITION. -- Soit {uk} une suite bornée de 03B1a . Si la suite uk ne. conver-
k a 

.

ge pas dans a 9Ï il existe deux limites banachiques 03C61 et 03C62 telle.s que
a 

----..- 
-’~ i

1~ ), fl ~2 ~ ~ ~ ): .

Démonstrationa. - Pour une suite bornée d° éléments de 03B1a, la convergence dans

d coincide avec la convergence coefficient à coefficient (vérification laissée
a

au lecteur). Donc si la suite ne converge pas dans 03B1a, avec

il e-xiste. un indice j tel que la suite {aknO} ne converge pas dans 03A9, et par.

conséquent § 1.1) il existe des prolongements 03C61 et 03C62 tels q.ue.

Application. -Supposons que nous cherchions une solution dans d d’un certain

problème, par exemple la solution a d’une éqaation différentielle linéaire à

coef f icients analytiques Lu = 0 .

Supposons que nous trouvions une famille bornée u k de solutions de problèmes
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approchés, telle que toute limite banachique de la suite u k soit solution de

notre problème, initial. Par exemple, si tend vers 0 dans quand
k ~ ~, alors en vertu de la proposition 1;.3 pour toute Limite banachique u de

la suite on aura ~, KL ==- 0 .
Si l’on sait par ailleurs que le problème posé a une solution unique, il résul-

tera alors de la proposition 1.4. qu’en fait la suite u. de solutions approchées
converge vers la solution exacte u dans d . Par exemple, si l’opérateur L

a

possède au plus une solution analytique u , telle que u(,a) = 1i , et si l’on sup-

pose que les uk. vérifient = 1 , on en déduit que la suite uk converge

vers u dans a .
a

1.5.. Cas d’un corps non maximalement complet. - Si Q n’est pas maximalement

complet, le théorème de Hahn-Banach n’est plus vrai. Mais on possède la version

affaiblie suivante:

Si V est un espade vectoriel norme sur 0 complet de type dénombrable (c’est-
à-dire qu’il existe une famille dénombrable totale dans V ) , et si f est une

forme linéaire continue sur le sous-espace vectoriel U: , quel que soit ~ &#x3E; 0 , il

existe un prolongement f de f à V tel que (1 + 

Si alors on considère une suite de fonctions bornée dans 03B1a,

les suites définies pour tous les n entiers sont bornées. Soit V

la f ermeture dans ‘~ ;~~ de l’espace vectoriel engendré par c (0). et les suites.

pour n E N ~ V.. est de type dénombrable. La forme linéaire limite définie

sur se prolonge donc en une forme linéaire continue (p sur V avec

Pour toute suite de fonctions w k = a) telle que, pour tous les n 9

la suite (bIen) appartienne à V ; on peut donc. définir la pseudo--limite.~ 
C’est en particulier le cas. pour le.s suites {uk}, {u’k} {vk uk} , où v. est

une. suite convergeant dans Il est alors clair que la proposition 1!3 reste

valable à l’exception de (ii) qui est remplacé par

Pour trouver des exemples d’utilisation de cette méthode, voir [5] § 4.3, et ~1Q*

Observons que, dans le cas où le problème étudié (cf. § 1..4) possède au plus. une

solution, on peut toujours plonger Q dans une extension maximalement complète

~t et définir la limite banachique dans Si les solutions approchées u k ont

leurs coefficients dans, 0 $ alors a priori la limite banachique u = ?((~)) a ses

coefficients dans Q’ , mais en vertu de l’unicité, on sait (§ 1~4), que les solu-

tions approchées uk convergent vers u coefficient à coefficient donc, comme. ’

Q est complet, le.s coefficients de u sont dans Q .
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1..~6:.- Cas d’un corps localement compact.

/ ,

THEOREME DE MONTER - Supposons n locaLement compacta De toute suite. bornée de

fonctions de 03B1a, on peut extraire une sous-suite convergeant dans a .

En d’autres termes, tout sous-ensemble borné de d est relativement compact. On
a

voit que 0- possède la propriété de Mon tel.

Remarques.

(,i) Il est évidemment exclu que les bornés de W03B1a soient relativement compacts,

puisqu’un espace vectoriel localement compact est de dimension finie. Mais on voit

que de toute suite bornée de fonctions de on peut extraire une sous-suite.

qui converge, dans 03B1a, vers une limite appartenant à W03B1a. Ce résultat plus fai-a a

ble peut suffire dans les applications..

(,ii) Ce critère de compacité permet de traiter des problèmes non linéaires.&#x3E;

Principe de la démonstration. - Soit une suite bornée dans

Pour p  1 , on a, . pour tout k, sup n a 1 Î ki t. ce qui montre que, pour

chaque n , la suite est bornée. est localement compact, on

voit, . en appliquant le procéde diagonal, qu’il existe une suite d’entiers ki
telle que la sous-suite (uk.} converge.., coefficient à coefficient, vers une li-

mite u = quand]. i On vérifie alors que, pour tout p  1~ ,

sup ( M , oe qui montre que u E (1’ 8 Enfin on vérifie sans peine quer~ r~ "’"’ 
p 

, 

a

une suite bornée de 03B1a la convergence dans 03B1a coïncide avec la convergence

coefficient à coefficient..

2. Solutions approchées d’un système différentiel li.néair.e..

2.1.. - Dans ce paragraphe, K désigne un corps valué ultramétrique complet, et

çi une extension valuée algébriquement close et maximalement complète.

On suppose également qu’il existe un point t de Q , appelé point générique,
tel que 1 et que, dans le corps résiduel 03A9, t soit transcendant sur le

corps résiduel K 87

E désignera le complété de K~,x~ pour la norme de Gauss, il s’identifie à l’es-

pace des eléments analytiques à coefficients dans K sur le disque générique

D(t , 1 _ ) .. 

.

On notera l’espace des éléments analytiques à coefficients dans K sur

6...

2.2. THÉORÈME. - Soit G une n x n matrice à coefficients dans 03B1 . Alors le
- - a 

système différentiel ..Y’ = GY p osaède m solutions linéairement indépendantes.
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dans. (aa ~n ~) si. et seulement si, il existe une suite M, ~ nxm
matrices à coafficients polynomiaux. bornée dans (3L )/ (W03B1)n

-’ ’-’ " ’"’"""’~" a a

que. l’un des mineurs d’ordre m. de Mk soit, au point a , minoré en module par

une constante ô &#x3E; 0 indépendante de k, et telle que Mk -GMk converge vers 0

dans (~ - a

Démonstration.

(i). Si le système possède n solutions linéairement indépendantes, il existe

une n x m matrice M, à coefficients dans CL W ~ ) , telle que
a a

De. plus, d’après le principe d’unicité de Cauchy les vecteurs colonnes de H

sont Linéairement indépendants en. a , et donc iL existe un mineur d’ordre un de

K qui n’est pas nul. e.n a ~

SL Lu E u = 1 as (x - a ~ s , on notera u’’ ’ le polynôme

Il est clair que. -? U dans d a quand k.-~+co ~ et que la suite 

est bornée dans CL (resp.$ dans Wâ si m E 

Soient alors hij les- coefficienta de H . On peut supposer que

Posons 1i 5 ~ S ~ " 1, S t ~ m . Il. clair La suite ~k
est bornée, dans (resp. (W03B1a)nm). Comme, H£ dans. t.

~ ~ Q dans quand ~~~" a:&#x3E; . Enfin 

(il) Réciproquement, soit H. vérifiant les hypothèses de l’énoncé. Soit A la

m x n matrice A = (h(k)ii(a)ij,jm où h(k)ij sont les coefficients de Hk t on
peut supposer, quitte à permuter les indices i , que A; ¿ ô &#x3E; 0 . Posons

Uk = Hk A" . Alors la suite {Uk} possède les mêmes propriétés que la quite [Hk)
et, de plus 3 u(k)ij(a) = 03B4ij pour 1  i , j  m .

Cemme les suites sont, pour chaque couple (i t j) , bornées dans
on peut considérer leurs limites banachiques associées à p . Soit

Alors, d’après la proposition 1~3, LP - - GlB:) = 0 , les coe~f f icients~

de U appartiennent à 03B1a (resp, et enf in 03C6({u(k)ij}) (a) = 03B4ij pour

1’  i, j  m, ce qui montre que les vecteurs colonnes de Ui sont linéairement

indépendants.

Remarque~ - Si m = n ~. il résulte de l’unicité de la matrice U. vérifiant
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0152’ - GU = Q. et que la suite Dl- converge vers l1 dans (03B1a)n.
2.3.- - Si les coefficients de G sont définis sur plusieurs classes résiduelles,

alors les solutions approchées du système différentiel que nous avons définies dans
la classe D(a , 1;-). ne, sont pas forcément des solutions approchées dans une au-
tre classe, D(b , 1t ) « En effet, si des fractions rationnelles, par exemple, sans

pôles dans D(,a , 1~ ) u 1F} convergent vers Q dans on ne peut rien

dire de leur comportement dans D(b , par contre,. si elles convergent unifor-

mément vers Q dans D(a , 1F) , alors elles convergent uniformément vers. 0 dans

D(b , 1’ ) ~ Le. théorème suivant apporte donc une précision intéressante. On pose
A = D(a , 1") ~

/ ,

THEOREME, - Soit G une n x n matrice à coefficients dana H(0394) *- Si le. système

différentiel Y’ = GY ossède n solutions analytiques bornées dans DCa, 1 )
linéairement indépendantes , il existe une suite Hk de n x n. matrices à coeffi-

cients fractions rationnelles sans pôle dans f1 , bornées dans avec, pour

tout k , Idet Hk(a)|  ô &#x3E; 0 , telle ue H-’ - GH converge uniformément vers

0 dans D(a , 1 ).

Il serait intéressant d’obtenir un théorème similaire lorsque le nombre de solu-

tions bornées indépendantes est plus petit que 

Démonstration. - II- existe une. n x n matrice H: à coefficients dans W telle-

que H’ -- GH~ = 0 . De plus,, d’aprè~s le théorème d’unicité de Cauchy, det M ne:.

s’annule jamais dans D(~a , 1- ) , donc Idet M(x) 1 reste constant dans D(a 9 1"),
et M a donc ses coefficients dans Posons F(x, z} == M(x), M(~x + z ) ~1
avec x e à et z E D(0 , 1~) . On a

avec M s (x): t n x n matrice à coefficients dans W, et comme F(x" .. a) oest

bornée sur A x D(,0 , 1."), ~ il existe une constante C telle que

o Ô
Comme ox F = GE + ~z F, on a

On pose.

(Observons que lorsque k ~ ~ , H, converge dans CL vers
K a

qui est donc la matrice solution du système dont la valeur en a est la matrice
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unité).

O,n trouve alors, en tenant compte des relations (3) y

et donc-:, d’après la majoration ~2~,i

On voit donc. que si l’on prend k de la forme k = p03BD, H’k - GH converge

vers 0 uniformément sur 0394 lorsque v. ~ + ~.

Par ailleurs, on a Hk(a) = L , et donc |det Hk(a) ( = 11 pour tout k .

Enfin, comme les coefficients de G appartiennent à H(A) ~ il résulte~ des for-

mule s de récurrence ~;3 j, que les coefficients de Ma et donc de H; sont des élé-

ments analytiques sur A ~

Le théorème est donc démontré sauf pour. le fait que les coefficients de no ma-

trices solutions approchées sont des éléments analytiques et non des fractions ra-

tionnelles. Mais comme, par définition, tout élément analytique sur A peut être.

approché uniformément sur 0394 par des fractions rationnelles sans pôles dans 0394.
le théorème s’ensuit facilement.

2.4. Remar ue. - Il serait souhaitable de pouvoir préciser dans le théorème pré-
cédent que les fractions rationnelles ent leurs coefficients dans. K .

Or, dans la démonstration, las ont leurs coefficients dans donc si

a E K , les H k ont leurs coefficients dans 
. 

donc ceux-ci peuvent être ap-

prochés uniformémént par des fractions rationnelles à coefficients dans K . Mais

ce n’est plus le cas si a ~ K , par exemple si a = t est le point générique=.

Dans la démonstration, au lieu de définir H par la relation (:4,);, oh; aurait pu.

poser

Alors H, aurait eu ses coefficients dans la relation (5) subsiste-

rait, donc le fait que -&#x3E; 0 si k, = p., et v -~-oo . Mais alors je ne

sais pas montrer que |det Hk(a) 1 reste minoré par un. Ô &#x3E; 0 ’1

2~.5., as es équations différentielles l.inéaire.s d’ordre n ~ 2014 On sait que

toute équation différentielle linéaire d’ordre n est de façon canonique équiva-

lente à un système différentiel, n x n du premier ordre. On déduit donc sans peine:

du théorème 2.3 le résultat suivant.

THEOREME. - Soit L un opérateur différentiel linéaire d’ ordre n à coeffi-

cients dans H~~p); . Alors L possède n solutions analytiques bornées dans A

linéairement indépendantes si, et seulement si 3 il existe une suite
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de fractions rationnelles sans pôles dans 0394 , uniformément bornées sur 0394, telle
que les wronskiens des familles y vérifient pour tout k

et que, pour tout i , Lyik converge vers 0 uniformément sur 0394 quand k ~ ~.

2.6. - Si l’on se place dans le disque générique, le résultat précédent subsiste

lorsque le nombre de solutions bornées est plus petit que l’ordre de L .

THEOREME. - Soit m la dimension du noyau borné de L dans le

disque générique D(t, 1-) . Alors il existe m solutions approchées fractions
rationnelles.

L’expression vague "il existe m solutions approchées" doit bien entendu être

remplacée par une formulation plus rigoureuse inspirée de l’énoncé du théorème
2.5;.

Démonstration. - On sait j[9] qu’il existe R E E[D] teL que

noyau borné de L à t = noyau de R à t.

Il suffit alors d’appliquer le théorème 2.5 à l’opérateur R.

3. E tude de l’équation hypergéométrique.

3. t. - Nous utiliserons le résultat suivant. (Ici A = D(O , 1") ..)

Soit L E H(l.1)[D] d’ ordre n ayant dans IJ. = D(.O ,1’-) une. seule

singularité régulière en 0 . Alors si L possède n solutions linéairement in-

dépendantes analytiques bornée s dans D (t, 1-) 5 pour tout c e 1 ) , c ~ 09
L possède n solutions linéairement indépendantes ana lytique s bornées s dans

D(c , ÎCÎ~) .

Démonstration. - Soit, pour m e N ,

Les b . sont des éléments méromorphes dans A - Notre hypothèse est que les
m,J

b . ont juste un pôle d’ordre au plus n - j en o. On en déduit alors, parn.,J
récurrence sur m, que les b , ont simplement un pôle en 0 d’ordre  m+n-j .

Par ailleurs, si L a toutes ses solutions bornées dans D(t, 1**) , iL existe

M tel que, pour tous m et j , |bm,j|Gauss  M [9]).

On aura alors, pour tout ceD(0,1:), o~O,
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et ceci entraîne que toutes les solutions de L au voisinage de c. convergent

dans D(c, ~c ( _ ~; , et sont bornées dans ce disque.

3.2. - Dorénavant K = Q . Nous nous intéressons à l’équation hypergéométrique,

(associée à l’opérateur L = x(1 - x)D + - (,a + b + 11)x)D - ab )

Q est une singularité régulière, et son équation indicielle est == Q

(Pour la terminologie et les propriétés de l’équation hypergéométrique dans C ,

cf. [10])~

Cette équation possède une solution analytique au voisinage de 0

avec

Elle possède une deuxième solution

où

Dans C. u vérifie formellement l’équation différentielle, donc e.st solution
-P

au voisinage de 0 et, de plus, si a et b appartiennent à Z,
~~-

donc u est analytique bornée dans D(0 , 1F) . Quant à v(,x) , elle définit une

solution au voisinage du point c (appartenant aux domaines de définitionsde u(x)
et ~(x) à condition de remplacer log x par log(x/c) . On voit à partir de son

expression que ~(x) converge dans D(O, 1") , on a donc, pour tout c E D(0~ 1 )?
une deuxième solution u(x) log(x/c) + ~(,x). analytique non bornée dans 

Il résulte alors du lemme 3.1. (aved n = 2 ) que la dimension du noyau borné de

L dans le disque générique D(t, 1-) est au plus 1.. Mais comme cette dimension

est supérieure ou égale à celle du noyau borné de L dans D(0 ~ 1 ) ({.9], théo-

rème 6.4~) 9 on trouve que cette dimension est 1 , Il en résulte que, dans les au-

tres classes résiduelles, L a au plus (à un facteur constant près) une solution

analytique bornée. Nous nous proposons de déterminer les classes où L possède

une solution bornée.

3.3. - On vérifie sans peine que Ia xn est solution de L mod pj Z [[x]] si,
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et seulement si,,

Bien entendu, " cn = (n + a).(n +- b)c . -l, pour tout n . Par conséquent, si

9 = ord a et h = ord b , on voit que, pour j &#x3E; 9 + h at n = on a
p p

Le polynôme tronqué

est donc solution de L module, p ~’~~ 2L x (pour j &#x3E; g + h ).
r"p

Ce.ci s’exprime encore en disant que 
gauss 

-~-0 lorsque j ~ + 00 .

La suite.- P . est donc une "suite de solutions approchées". Nous allons détermi-

ner les classes résiduelles où les P. s’annulent.
. J

3.4. - On rappelle que le produit de Hadamard des séries u u. xn et

= 03A3n0 v
nn 

x 
n 

est la série 
-",.,- 

n

y == 
n 

est la série 

Il. est clair que la fonction hypergéométrique s’écrit comme produit de Hadamard

Comme a et b appartiennent à Z , on peut écrire
-P;

avec a0 , b0 ~ [0 , 1 , ... p - 1] s a 
(11) , b(1!) E Z .’.’

N~.

Aloxs on a

et.

Comme (li - x) a 0 et C11 - x} b 0 sont des polynômes de 1i , ceci

entraîne immédiatement que l’on a

Plus généralement, écrivons les développements p-adiques de - a et - b
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et posons

~n a alors, pour tout j ,

a, b.
avec Paj,bj (,x), = (1. - x) i - x)J, et par conséquent

.

Comme 03A0j-1i=0 Pai,bi (x) est un polynôme de degré  pj - 1i , on en déduit que.

ou encore dans le corps résiduel

On voit que les classes résiduelles où P. a des zéros, et le nombre, de zéros

dans ces classes, se déterminent à partir des développements p-adiques de a et

b .

Comme ai2 et bi appartiennent à l’ensemble fini 1! , ... , P - 1], iL y
a au plus p polynômes distincts P 

, , 
iL y a donc un nombre fini de classes

ré s idue l l e s où P. s’annule.
i

3.4. -Soit a une classe résiduelle telle qu’il y ait seulement un nombre fini

de couples (a. i y b.), i ), pour lesquels P 
~i~ . i (c~) 2014 

== 0 ~ Nous allons montrer que L

possède une solution bornée dans la classe of *

Puisqu’ il y a un nombre fini de couples (,a. , b.) tels que , (a). == 0 , il

existe un entier k tel que, pour tout j , P. a it au plus k zérosdans la
classe 03B1. Choisissons un représentant 03B1 da 03B1, avec 03B1 ~ Q $ d(03B1 , ô) = 8 &#x3E; 0

où Q. désigne la clôture algébrique de Qp. Comme P.(.x) ne s’annule pas dans

D(a ,03B4-), que )Pj ( (I’) = = 1, on en déduit que )P.(a)t Î  03B4k. Comme
par ailleurs =1 pour tout j , et j)LPjj_ ~ 0

quand j ~ ~, on03B1déduit du théorème 2.2 que L a une solution bornée dans la

classe of .

3.5,. - Soit a une classe résiduelle telle que, pour une infinité de couples

(ai , b.) , on ait P . (03B1) = 0. Nous allons montrer que L n’a pas de 

tion bornée dans cette classe.

Comme la dimension du noyau borné de L dans le disque générique est 1 , on

sait 181 qu’il existe T) ~ E teL que, si u est une solution analytique bornée

de L dans D(t ,. 1F) , T) == u’/u ~
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Montrons que ~ est la limite de P!/P. dans E quand j ~ ~, P étant Le
’ 

J j j

polynôme défini en 3.3. SL P!~t) -~(.t) P.(t} ne tend pas vers 0 quand j 

on peut choisir une, limite, banachique cp telle que 03C6(p’j(t) -~(t) Pj(t)) ~ 0.
Soit u. 

= (p(P.) La limite, suivant (p ), 
me- LP. ~ 0 dans E , Lu = 0 . De plus, u est borné dans. E , mais on a’ 

~ 
. 

TL U

~ - ~u ~ 0 ~ ce qui contredit la définition LL en résulte que

Or, pour les éléments de E. ~ on: a

Comme de plus 
gauss 

= 1 pour tout j , ceci montre que ~ =. 

J 
dans

E, .

Calculons le résidu de ~ relatif à La classe 03B1 (c’est le coefficient de

1/(,x - a), dans le développement de Laurent relatif à a de la partie singulière

relative au trou 03B1; ce coefficient ne dépend pas du représentant choisi

~ de of ). On a

- 

Or ,;) est le. nombre, de zéros du polynôme P. J, situé dans 2014 La classe
Si a est le nombre de zéros du polynôme P b dans la classe of  on a,

d’après la relation vue en 3 .3 , 
i~ i

Notre hypothèse que z. ~ 0 pour une infinit.é de i ~ se traduit donc par le
_ 

JL 
’

fait que Res(ï) , a) = 03A3~i&#x3E;0 zi. P n’est pas un entier. (Conmie deg Pai,bi $ P - 1,

on a 0 zi  p - 1: , et donc les 2.. sont les coefficients du développement

p-adique de Res(~ $’ a) ).

Mais si L possède une solution bornée u~y dans la classe on sait ~8] que-

est le prolongement analytique dans ~ de T) .
a a

Comme ~ est algébrique sur F =5 $ on peut choisir un représentant a de
~ 

~p ~p
03B1 algébrique sur Q03B1. II est alors clair que les coefficients du développement

de Taylor de u. autour de a appartiennent à Qp(03B1) qui a una valuation discrè-

te. La fonction m n’a donc qu’un nombre fini. z de zéros dans On s donc
a

et donc 0’) est un entier, ce qui contredit notre hypothèse..

3.6~ - Remarquons que la formule
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qui est valable lorsque L possède une solution bornée u 
a 

dans la classe a

nous renseigne sur le nombre de zéros z de la solution u .

3.7. - Nous pouvons tirer de cette formule quelques renseignements au su6et d’une

structure de Frobénius fort pour L (cf. [7] pour les définitions).. D’après [7] ,
il est nécessaire que les développements p-adiques de ~ dans chacune des classes

résiduelles soient périodiques avec une période commune. Il faut donc que les nom,..

bres zi(03B1) de zéros des polynômes dans la classe 03B1 soient Périodique£

(par rapport à i) avec une période commune,. ’ donc que les polynômels Pa, i’ et,

par suite, les suites bi) soient périodiques. Il faut donc que les dévelop-

pements p-adiques des nombres a et b soient périodiques, ce qui signifie a.

et b rationnels. Soulignons que seuls les cas où a et b sont rationnels per-

mettent une interprétation en géométrie algébrique.

3.8. - Exemle : Equation de Legendre. - Cela correspond au cas a = b = 1 2, On
prend p # 2 pour que a et b soient des unités p-adiques. On a

donc a. = b. = (p - 1:)/2 pour tout i . On a donc une solution bornée dans les

classes où H(x) = (1 - x)(p-1)/2 1. (1: - x)(p-1)/2 ne s’annule pas et pas de solu-

tion bornée dans les classes où H(x) s’annule. On a donc les résultats de [2]
sans utiliser les formules de congruence... On voit également que dans les classes où

L possède une solution born ée , celle-ci ne s’annule pas.
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