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UNE CLASSE D'ENSEMBLES ANALYTIQUES p-ADIQUES

par Elhanan MOTZKIN

lie Introduction.

Soit K wun corps valué non archimédien complet et algébriquement close Une limi-
te uniforme de fractions rationnelles sans p8les dans une partie A de K est
dite ¢élément analytique sur A . L'ensemble A est dit analytique si tout élément
analytique sur A nul au voisinage d'un point de A est identiquement nul sur

A o On trouvera dans [3] une caractérisation des ensembles analytiquese

L'objet de cette note est d'exhiber une classe importante d'ensembles analytiquese

Nous démontrons le théoréme suivant @
THEOREME 1 - Soit

g(x) = Zn>0 a_ x" e K[[x]] ,

-

avec sup |an| =M< +o 4, et soit O<c< M. Alors l'ensemble
’ A, ={xe DO 4 1) 3 |lax)]| > c}u {x; x| > 13

est analytique, ou D(0 , 1) = {x eK; |x| <1} «

Ce théoréme tire son intér&t du résultat suivant de DWORK et de ROBBA [1] : Soit
L un opérateur différentiel 3 coefficients éléments analytiques dans une réunion
de classes résiduelles. Il existe un opérateur différentiel R & coefficients
éléments analytiques dans un disque générique t dont le noyau coincide avec le
"noyau borné" (les fonctions bornées du noyau) de L dans t . Si la dimension du
noyau borné de L dans une classe résiduelle a égale a la dimension du noyau
borné de L dans t y alors les coefficients de R se prolongent en fonctions
méromorphes dans a (et le noyau de R dans a colincide avec le noyau borné de

L dans a ).

En faity ce que démontrent DWORK et ROBBA c'est que les coefficients de R se
prolongent en éléments analytiques sur des ensembles Ac (puis ils laissent tendre
¢ vers O ). Pour que ce prolongement soit univoque, il faut que les Ac soient

analytiques, et c'est cela que démontre le théoréme 7

En outre, le théoréme 1 permet de compléter des résultats dus & A. ESCASSUT [2].
En effet, Ae ESCASSUT a démontré que si on suppose le corps résiduel K de carac—
téristique p # 0 , alors il existe des ensembles Ac qui ne sont pas analytiques

si l'on prend

g(x) = log(1 = x) = 25?1X52 .

n
(ESCASSUT utilise ce résultat pour démontrer que la transformée de Fourier p—a—
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dique définie par Bede MATHAN et par J. FRESBEL n'est pas injective.)

La question se pose alors de savoir si les A ne sont pas analytiques dés que
g n'est pas bornée (c'est-a-dire sup, |a | = + » et lim sup QFEZJ =1 )e
Nous montrons dans § 1Q que, dans ce cas, 11 n'y a pas de réponse générale et qu'il
existe desensembles Ac analytiques associés & des fonctions g non bornées
(théoréme 2)e

Remarques — L'ensemble A est formé de K tout entier privé d'un certain nombre
de disques contenant les zéros de g « Si g n'a qu'un nombre fini de zéros dans
le disque unité (ce qui se produit si, et seulement si, le supremum des |an| est
atteint pour un n ), alors A est un quasi-connexe de Krasner etdorc &t analytiqe,
Par contre, si g a un nombre infini de zéros, A n'est jamais un quasi-connexe.
Notez que si les coefficients de g appartiennent & un sous—corps de K sur la-
quelle la valuation est discréte (par exemple .gp ou bien une extension algé-
brique finie de ,gp )y et si g est bornéey alors g n'a qu'un nombre fini de

zéros dans le disgue unités

2+ Notationse

P e e ava e ad

On pose :
D(a , ) ={xeK;3 |x - a| <z} ,
D(a , rf) ={x € K3 |x - al <1t}

Un trou d'un ensemble A © K est un disque non circonférencié maximal de CAn A,

ou A est le plus petit disque circonférencié contenant A

Si f(x) = n>0 bn X a p comme rayon de convergence, on pose, pour I < p

n
l€](x) = sup [b | =" e
On a

l£1(2) = sup, |y 1G] = sup|y | 1ECO T

3.+ Description de Ac -

Nous avons une suite de cercles |x| =T  Ssur lesquels se trouvent les zéros de
g et donc les trous de Ac , et T - i « Sur chaque cercle, il y a un nombre
fini de disques de rayon T qui contiennent les trouse Nous notons ces disques
D(d s T ) $ ainsi l'lndlce n numérote non pas les rayons distincts mais les
dianss contenant des trous (la suite {r } n'est donc pas strictement croissante)e.
Dans chaque D(an g T ) y ON a Ji_ trous, notés Ty o 1g kg Jn « On pose
T

nk = D(2ny 0 pnk) '

lank\‘ gyl <Ts JF Ty ey 0 3 Nous noterons q,

3 z , = n ’ - rd
situés di?s Tnk s €t A, zﬁ«n SR le nombre de zéros de g situes dans
D(dn ’ rn) .

g kg J, « Nous avons donc ‘ankl =T, T kg J s €t
le nombre de zeros de g
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4, Condition d'analyticitée

Nous commengons par trouver une candition portant seulement sur la configuration
des Ab qui permettra de décider si l'ensemble AC considéré est analytique ou
non. (Cette condition est une particularisation de la condition générale établie
dans [37.)

Notons dtabord que si Ac était non analytique, il existerait un élément analy-
tique f sur A et deux points x5 y, €A, tels que f(x ) #0 et £=0
dans un v01slnage V de Yo o et quton peut supposer Xy = .0 et

= {x e.K 3 |x| > 1} «

En effet, Ab AD(0, 17) est un quasi-connexe de Krasner et donc analytique
[3]e Il s'ensuit que Iyol < 1 implique que f = Q dans AcAn D(O , 1) , et donc,

par le principe du maximum, dans Ac tout entiere

Remarquons ensuite qu'une telle f est forcément telle que If(x)l - 0 quand
r, =1 « En effet, soit ¢ > 0 . Alors il existe Qe K(x) telle que

IE3 -—Q{lAb< € o

Comme £f(x) =0 si xe {xeK; x| > 1} , il existe § > Q tel que la(x) |< ¢
et n'a ni p8les ni zéros dans {x eK3; |x| > 1 -8} « I1 s'ensuit que |f(x)| < g
dans {x € K 3 lxl > 1 =58} «

Si on suppose

(1) Que f n'a pas de zéros (des zéros ne feraient qu'augmenter sa valeur abso=—

er)/,

(2) Que tous les pSles situés dans un trou donné T, sont localisés 3 son cen—
tre ank 'y

(3) Que £(0) =
on aura alors

£(x) =T, (;Tg"-) 1k
9

ol Pik est le nombre de p8les de f dans Tik .

Fixons Tnj s et calculons If(x)l pour x tel que Ix - anjl = pnj « On a

5G| = P71 (@B (), (el Tk
et G " G My (=)

nj nj
ou- Py Zk_m Pk *
Résumons ¢

Si A, est non analytique, alors il existe (pni) y n=1,2,w, 1gigJd

tels que la suite

N A B
m=" T 3 \pnj k#3 lank,- anj' ¥
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In
ou P, = Zk=1ipmk , tende vers O quand n ->» = .
Ceci est vrai méme si f ne satisfait pas aux conditions (1) et (2) (voir [3])e

La reciproque est également vraie [2].

5« Nouvel énoncé du théoréme 1le
M’W\NWVWWV\NVWVW
Le théoréme 1 s'énonce donc ainst s

7 ~ 3
THEOREWME 1.b‘ls., — Pour toute suite d'entiers positifs ou nuls

(pnk), n=1,2,o¢o,1I$kSJn’

la suite ()‘n) , définie dans le § 4, ne tend pas vers O .

6« Une proposition.
Pa¥a o aa o arar oSN o e o e and

Posons pn = (pm! g eeo g pnln) s et

5 = (=T (n Tk
an Pn : k#j lanj -ankl’ °

pﬂi

On rappelle que P, = Zki‘lu Pk *

PROPOSITION. - Soient En et tels que p_=q « Alors il existe

n
I V<359,

tel que Bni(\ah) < an(-lsn) .

La démonstration dépend du lemme suivant

LEMME. - Soient {Yi}1<i<N~ des points dans un disque D(a , r) de rayon T 4 et

1
soient {ui}'l»gigN des réels tels que i:’h u; > O « Alors il existe o < <Ny

Z. Uu. >0 pour tout t T
1: lyi—-yilgt, 1“ pots o=t &

Démonstration du lemmee — Par induction sur N s Clair pour N = 1 , nous suppo-—

sons le résultat vrai pour N -1 .

Soit s le plus petit réel positif tel que {"’i}1i<i<N-"C D(a , s+), « Alors

2 u; 20
‘gyieD(a,s-l')
Donc il existe D(b 4 s ) ©D(a , s*) tel que Z - U420 Le nombre
i:yieD(b,s )

de points vy, tels que wy; € D(b 4 sv) est inférieur & N , parce que N est
finie

i
~ g « Alors 25 4 u; =0.

us 2 0 pour

Démonstration de la proposition. — Soit U; = Pos

Par le lemme, il existe j , 1< J < ;Dn s tel que

3hi™%nj ISt

.
13
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tout t < T o Nous pouvons supposer que Jj =T et que {|ani - anj‘}1<i<J' est

croissant (au sens large)e

Soit o(k) = Z?;m u; e Si Ian’k+m -—a1| > iank_-~am| s alors g(k) > O « Nous

posons
T T
b = - , = — ’ L N ) ’ b = 1-_———7 [ ]
h nl %2 a2 T %n n 8k~ ®n1
Alors bk > bk+1= et
ke Dk () o ()
k=t “k. | N ®
bk
Mais g(N) = lr1'u =0 , et chaque fois que bk+4a> 145 o(k) > Q. Il s'ensuit
que HNF1'(b )O(k) 1 4 et donc
k1
u P4~ o P~
N k _ . yvnl %1 T nk “nk ,
nk=1 by —”(p ) FQ;Q ( a_, v=a ) zh,
nl nk nl

clest-a~dire
nm(P )
B9, )
Tl Une conséquencee

Posons Bn(EA) = Supq_s 3 BnJ(pn) .
>¥"n

Corollaire de la propositione. - Si EA est tel que Bnl(qn) est constante pour

tout tgigd (c'est-a—~dire que, pour tous T g i, j g . Bnl(qn) BnJ(qh) )s

~

alors, pour tout Eh tel que p =q ,ona B, (q ) <B, (p ) « En d'autres ter-

mes, q, minimise B *

Preuvee. — Pour tout P, tel que Py =9 o il existe T g ig Jh tel que

B3 () < Bos(py) « OF anj('c?xn) =p,(q) et 8 .(p) <B (R)

nj*n

Remarquee — Notez qutun tel q, minimisant n'est pas composé forcément d'en—-

tierse

8+ Des calculse
Posons maintenant Bn(pn) =. 1nfq = B, (q ) .

Calcul de _(p) ¢ 8,(p) =8, (1x)pn

_ _ - p
En effet, Bni(xpn) =:£Bni(pn))h pour tout A 615 « Donc Bnl(Pn) = Bnl(p
-~ P
et B (p,) = 8,(EF,) " e
n

I1 s'ensuit que
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. =\ _ s = Pn _ \Pn
an(ph) = qun:pn Bn(qn) = lnf(qn/pn)=ﬂ [ﬁn(pn qn)] = Bn(m) .

Calcul de Bn(ﬁ) « —On va d'abord calculer |g(x)| pour x e Ay o

Rappelons que g a q zéros dans T ) « Pour le calcul de la(x)| 5 on peut

les supposer tous a 3k ®

On a alors

|x ~a_,|
5G| = lo()] T, (——F" )k
Si x est tel que |x - anjl = Ppnj alors |g(x)| égale la constante ¢ , et

la . -a | , .4 . . 4 T I
o= 19000 Ty (PPN I GO o -3 4

m=1
n

Donc

- _ I
by =A@

Or ceci ne dépend pas de Jj « Autrement dit, Bni(ah) = an(ag) pour tous

Tgi, g Jn « Donc, par le § 7, ag minimise By * et on a
T
Iggoz] -1 Tny I
Bn(qn) = c r’flll=1 (;—) ]
‘m
et donc

¢

4 T 1/q
o (1) = (1@l Pt (;ﬁ)q’“a "

, . ;s bis
9, Démonstration du théoréme 17 "
MNV\IWWWM

Nous désirons démontrer que Kn ne tend pas vers O , quelle que soit la suite
() «
Or

i T =1 (P 1, P P
=TTy (;4:) B () = TH, (;‘i-) B _(p) =TT, (;_n.) 8 (1)

= 'm=l ‘1 ¢ m=1'r *
n m
On estime ¢ : comme |g(x)| est croissant et borné par M , et c <M, il

existe ny tel que ¢ < |g,|(rn ) 4 c'est-a-dire,
0

¢ < |g(0)]

n.-1 1‘n qm
0 Q
TL=T (rm ) ¢

Donc

-1l T q
(1) ¢ < |g(0)| Ti21 (;g)?m si n>m, e
m
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Ainsi
r p T p./a -1 r p r q (p/q )-p
-1 ‘ 1 1 "9 ~1
a2 T G0 OT, Gl T R
n 0 "m n 0 m

- rPO—m fg)pmlrp—$ (Eﬂ)qu(ph/qn)_(pm/qm)) .
0 "m

I m=n
n

Le premier produit égole une constante non nullee

Nous posons
. r a((p/a)=(p/q))
a = rg=lo (r:?qm n “n m/qm .

2

I1 nous reste a démontrer que dn ne tend pas vers O .

CAS 1. s La suite (pn/qn) n'est pas bornée.

Alors il existe une sous-suite (pn /qn>) telle que m < ny implique que

(p/a,) < (pnk/an) .

Alors
2) . - ﬂ;:l (;E)qm((pn,/an)-(@n/qm)) 1.
k 0 "m

Donc (dn) ne tend pas vers O o

CAS 2 s La suite (pn/qn) est barnée 3 (pn/qn) < B pour tout n .

Les termes du produit dn 3 exposant positif sont supérieurs a 1, et on peut

donc les négliger. On suppose donc que (pm/qm) > (pn/qn) .

Alors O < (pm/qm) - (pn/qn) <B, et

z_ q ((p/a_)-(p /q)) r q ((p/qa )= )) r qB
4 = r;;;lo (;ﬂ)qm' Prf ! ™ Pl G’ ;l'o (:r_n;)qm of ) =P/ % g ﬂf?‘;lo (;g)qm X
m n n
Qr
lal(z,) = ls@) | P2 Gy <

m

B.
Ceci et 1'inégalité (1) nous donnent dn,3 (ﬁ) >0, et dh; ne tend pas vers Q.

10e Lgs Ac quand g n'est pas bornées ~ Ncus allons maintenant montrer que g

o

ncn bornée n'implique pas que les AC. qui lui sont associés sont non analyticquese

THEOREME 2. — Soit
n
g(X) = ZI]BO a'n X € K[[X]]

+ o et que le nombre de zéros de g dans chaque disque
T

telle que supnlanl
D(y T ) , Ol Ial et Ogr< 1, est borné uniformément par N , et soit

—

]
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¢ >0 . Alors l'ensemble A, = {x e D(O , ) 5 lax) | > c} u{xeK; |x| > 1}
est analytiquee

Démonstrations — On observe que le seul endroit dans la démonstration du théoreme:

1 ol on utilise la condition g bornée est le Cas 2, et qu'il suffit de rafistoler

ce cas-13 pour que la demonstration tienne aussi pour le théoréme 2

Avec les notations du théoréme 1, notre nouvelle condition sur les zéros de g
se traduit par : Pour tout n , qn,gkN ( 9, est le nombre de zéros de g dans
D(ani 9 I‘n) )-

Par conséquent, SRS NB ;3 et comme Py et 9, sont des entiers,pils prennent

seulement un nombre fini de vgleurs distinctes. Posons L = lim sup -, Il existe

n, tel que, pour n > n, , L .1 . et il existe une sous-—suite (nn) telle que
1 1 sl k

%
pnk Dn pmk ’
— =L, Donc, pour n, <n<n, yona =g~ ,eton retombe dans le Cas 1 3
dny 1 k q, = dny
par l'inégalité (2), d > 1, et donc ne tend pas vers O .

k
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