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FONCTIONS p-ADIQUES
ATTACHEES A DES FORMES QUADRATIQUES

par Pierrette CASSOU-NOGUES
Les fonctions que l'on va étudier ici sont liédes & des fonctions eéta p-adiques
dtun corps de nombres. Rappelons tout d'abord les études qui ont été faites & ce su-

je.’to

En 1964, KUBOTA et LEOPOLDT [9] ont défini la fonction z8ta p-adique de Riemann et

la fonction zéta p-adique de Dedekind d'un corps de nombres abélien. La fonction

z8ta de Riemann ewt définie pour Re(s) > 1 par s F>~§;F1 n o

« Elle se prolonge
a tout le plan complexe en une fonction méromorphe, et l'on a pour tout k entier

positif
b

b

o b, désigne le k—-iéme nombre de Bernoulli.

k
KUBOTA et LEOPCLDT ont montré que

1 wor=1 k

by = Lm, ;; =0 B (Limite p-adique)
et que
k"’]jc"l -1'0 o0 )(—T-y)
p I pr 250
Qi

g s Z Z
St L Z n

x b> Lim %P
se: prolongeait en une fonction méromorphe. sur Zp s qui colncide, pour k = C mod p=1
avec (1 - k)(% - p< )

Soit K wun corps de nombres abélien. Alors

Z(s) = ﬂxex L(s 4 %)

L(S s.:‘)(_) =z°° 1‘X—@ll

= ns' pour Re(s) > 1 »

Motons f le conducteur de x « On peut écrire

£ i
Lis 5 x) =»Za=m XQa)'Z:;O‘(g-;JE§7§ pour Re(s) > 1 .
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Posons

gf(»a s S) =X

n=01r3—:4:¥7§ pour Re(s) > 1

On peut alors montrer que, pour tout k entier positif,

B, (a/f) T k
, | ke B 1 s =1 (fn + a)*
gela s 1~ k) =~ ko =T, i B0 CoEK

et que, si f est divisible par p ,

fn + a )k

T
1, . Ll =7
k > ;E\llmx P Szgazgf;-;y,

, 0
T ;Eﬂ n=0 ep§£m1+-a)(

se prolonge en une fonction méromorphe sur Zp. qui caincide, powr k= Q mod p = 1

k-m)

avec. gf(a s T =k)(1~p |« Ceci permet d'obtenir les fonctions L p-adiques

pour un corps de nombres abélien.

En 1969, K. IWASAWA [7] a retrouvé les fonctions L p-adiques de KUBOTA et LEO-
POLDT en mettant en évidence une relation entre ces fonctions et la p-—composante

du groupe deg classes d'idéaux de la Zp—extension cyclotonique au~dessus de K

En 1970, Y. AMICE et Je« FRESNEL [ 1], en montrant que i*on pouvait obtenir des fonc-
tions L p-adiques & partir des séries de Taylor Zi:ﬂ x (). n orh s ont obtenu une

formule p-adique des résidux.

Les résultats suivants ne concernent plus seulement Q et des extensions abélien-
nes de Q , mais des corps totalement réels quelconques et des extensions abéliennes
~J

de ces corpse

Nous allons tout d'abord rappeler quelques définitions notamment en ce qui concer-

ne les fonctions qui généralisent gf(a s o) o

Soit K wun corps de nombres totalement réel quelconque. Pour tout idéal entier y
de K, notons ¥ 1la valuation y-adique normalisée de telle sorte que Y,Gn) =1
si m est ltuniformigsante locale. Soit § un idéal premier de K . On note K,
1l'ensemble des éléments « de K totalement positifs tels que V¥ (o — 1) > ¥ i?)
pour tout idéal y qui divise § « On appelle groupe des classes ge rayon mod??, RT’
le groupe quotient des idéaux fractionnaires de K qui sont engendrés par des pre-
miers qui ne divisent pas § , par les idéaux principaux engendrés par les éléments

de K. « Soit r € on définit
f B o

g (v , ) = Ma)™ pour Re(s) >,

ol la sommation porte sur les idéaux g de K entiers premiers a § qui sont dans
la classe r , et N désigne la norme de K sur ,8" Dtapres la théorie du corps de
classe, a tout idéal § entier de K , on peut associer une extension M abélienne.
de K , dont le groupe de Galois G(M/K) est isomorphe 3 6% « Soit y un caracte-
re de G(M/K) « On note, si r € 0% y, x(r) Lltimage par y e 1'élément de G(W/K)
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correspondant @ r dans l!'isomorphisme précédents Alors

L(s , x) =-Z£€mT x(r) §Y(I s S) pour Re(s) >.ﬂ .

Si § =1, o0na
E(K 4 s) = 2£eﬂ g(r y s) pour Re(s) > 1,

R désignant ici 1l'ensemble des classes d'idéaux au sens restreinte.

Si §#1,o0na
g(L 4 s) =nxeG(\M/K) L(s 4 x) pour Re(s) > 1 «

On va stintéresser aux fonctions g7(r s ) o KLINGEN (8] et SIEGEL [12] ont mon—
tré les premiers que, pour tout n entier positif, gT(r s 1 = n) était rationnel,
en utilisant le fait que gY(r , 1= n) ast le terme constant d'une forme modulaire

sur 5;2(2) dont les autres termes se caloulent par des formules simples,

En 1972, Je~P. SERRE [10] a alors construit des fonctions p-adiques qui colncident
sur des classes d'entiers p-adiques avec gi(: s, 1 = n) en reprenant la méthode de

KLINGEN et SIEGEL, et en définissant des formes modulaires p-adigues a ume variable.

En 1974, J. COATES et W. SINNOTT [5] obtiennent la fonction z&ta p—-adique d'une
extension abélienne d'un corps quadratique réel., Pour cela, ils démontrent, grice a
une formule explicite donnée par SIEGEL, des congruences qui leur permettent en uti-
lisant la méthode d!'IWASAWA d%obtenir les fonctions p-adiquese En méme temps, ils
conjecturent les congruences que doivent vérifier les fonctions gY(r s «) pour un

corps totalement réel quelconque.

En 1975, P. DELIGNE et K. RIBET [6] démontrent ces congruences en définissant des
formes modulaires a plusieurs variables. Ils résolient ainsi des conjectures concer-

nant les déncminateurs de ces fonctionse

En 1976, T. SHINTANI [11] a donné une autre méthode d'étude de ces fonctions aux
entiers négatifs en les décomposant en une somme finie de fonctions attachées a des
formes normes et en étudiant le prolongement analytique 3 C et les valeurs aux en-
tiers négatifs de ces fonctions. Notons que, pour le cas odv K est un corps quadra-
tique réel et | = 1 ;, «ette décomposition avait déja été faite par D. ZAGIER [14],
et le prolongement analytique étudié par l'auteur [4]. Cette nouvelle methode d!étu—
de aux entiers négatifs des fonctions gi(r s «). donne une nouvelle méthode d'in-
terpolation p-—adique qui généralise celle de KUBOTA et LEOPOLDT. C'est cette métho-
de que nous allons exposer ici dans le cas quadratique réel. Tout d'abord nous ferons
quelques rappels, nous étudierons ensuite pour une fonction attachée i une forme
quadratique le prolongement complexe et l'interpolation p-adique éventuelle. Ceci

nous permettra d'obtenir les fonctions zéta p-adiques. Nous verrons aussi que la
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formule de SIEGEL est en fait une décomposition du type de celle de SHINTANI.

I Rappels.

Nous allons tout d'abord rappeler le théoréme de Shintani, et ensuite quelques pro-

priétés d'une forme linéaire p—adique que nous utiliserons par la suite.
Te Théoreme de Shintani [ 1]

Tout d'abord, soit une matrice a coefficients positifs

2

g (l<kgi,g4&n,1i<n) .

Soit Yy = (y1| ) Y2 9 uoo,yi) et

. |
L,Q, (¥) =31 ') Yk.

et

_ Y™ m -S
§(A 4y, ) "sz,«-,,zi=0 Mo Bz +v)7

Soient maintenant Vs Vo 9 eee gV des vecteurs linéairement indépendants dans

rR®

~

(A=742, eeo 5 n) « L'ensemble de toutes les combinaisons de Vi ese V a
coefficients positifs est noté CQVT s see g vi)

i

i
C(V.,“ 9 sve Vi) = {Zk=1 Ck Vk 9 Q1 9 vee C.»i > Q} .

Pour un x € K , on note x(m) cos x(m) les conjugués de x (. n est le degré
de K sur Q ). Notons ELTL* le groupe des unités totalement positives de K qui
sont congrues @ 1 mod § e Il existe un systéme fini de cdnes ouverts simples

C. =C (v. e g Vo /- j, € J J| < a générateurs dans | quil satis=—
3 J( 3eh ? ’ Jsl(J)) (3 3 l | ®) g ¥ a

fait

n

R, = UueE(?)+ UieJ'U Cj, (union disjointe) .

Soit r wune classe de rayon mod | 5 et b un idéal de r , on peut écrire

E(\b sy ¥ 98) = l‘-T(‘b)_s zN(\x)-s ]

oll la sommation est prise sur tous les éléments Xx de K totalement positifs qui
satisfont x =1 € Tb—m et qui ne soht pas associés sous l'action de E(f), « Pour

+
tout j e J , et tout sous—ensemble S de K , posons

R(j ,8) = {vy = (th g sve yl(J)) 681(“‘1) ’

| i(3)
0 < Y11 g evs g Yi(i) .S_ 1 9 Zk=1r zk Vj ,;k (S S}
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De plus, posons

(1) (n),
wj” uia»']*
Sl w )
). m
Vi,1(3) “3,1(4)
Llors,
(\1‘),/ g?(b 9 S), = N‘(\b)_s ZlEJ ZyER(\i.,.bf‘1T+1i), g(AJ s Y9 S) .

On note que J et R(J s bh‘h §f + 1) sont des ensembles finise

SHINTANI donne une méthode de prolongement analytique a3 C de s P> E(AJ 4 ¥ 4 8)
et les valeurs aux entiers négatifs. Il n'étudie pas les pdles de ces fonctionse
Cette étude est importante car on ne peut pas interpoler les valeurs aux entiers
négatifs pour obtenir une fonction p-adique méromorphe quand il y a une infinité de

pbles.

Ici on va s'intéresser au cas quadratique. On va donner une méthode d'étude sur G
de: ces fonctions attachées a des formes quadtatiques, et on fera une description
compléte de ces fonctions en étudiant leurs pbles, leurs résidus et leumks valeurs

aux entiers négatifs, en donnant une interprétation p-adique des valeurs.

Dans le cas totalement réel, l'étude des pdles n'est pas achevée,

2. Forme linéaire p-—adique.
Soit p un nombre premier quelconque g Qp le corps p-—adique élémentaire,, Z,p
son anneau de valuation, Cp. le complété d'une cldture algébrique de Qp .

On note ﬂDgég', %), l'ensemble des fonctions uniformément dérivables sur Zg a

valeurs dans une extension algébrique X de Qp « On peut montrer [2] que, si
we‘zm(\z’; , %) '

r I
4 g 4 k
J(u) = lim, UL Z‘; -

T § . . .
B gy Ty TRy Ty =0 u(n1§ g wes ,nk) (limite: p-adique) ,
, o .

k

existe. Donc J est une forme linéaire définie sur ﬂD@Zp s ¥) « On sait que 1'on

peut définir une norme sur cet esRac¢e en posanty si

oo X X
U(x: 9 eve g X ) = Zw ya a (\ 1) ( k)
1 k n1=0v nka Dgemshy "Ng7 Oy
= a A Su n eee N a
Hu“’l m X(‘ u ? pn,];,...,nk 1 kl n,",...,nk_“' ?
ou
Afu) = sup{la | 3 aielt, k] et ng = 0} «

n14’...,nk
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Alors cet espace est un espace de Banach muni de cette norme, et J est une forme

linéaire continue.
On a
. k
Jx = x ) = bk 0
k
I(x > (x +a)") =B (a) ,

H(x 2y) b () (v + 0] =B (a) B, () «

On va donc maintenant étudier le prolongement complexe.

II.Prolongement analytique complexe des fonctions

attachées & des formes quadratiques .
MMWV\MNV\MWW

On considere donc Yy et Yo deux réels positifs, tels que O < Y4 <1l et
o< Yy € T e et vy v{ ' Vo 9 vé des réels positifs aussi, et la fonction définie
pour Re(s) > 1 et Re(s') > 1 par

) 1

o]
> o
=0 =0 . S '
m n Lv1(mz+ ym) + v2(n + yé)] [v%(m,+ y1) + Vé(n + yé)]s

Z(s 4 s'), =2

On montrera que
2mi : s (
(s , s1) b T(s) D(st)(e ™ = 1) (259" 1) (e2mils*s™) _q) 7(s , o1)

se prolonge en une fonction analytique sur ‘g X‘S (théoréme 1)e On étudiera ensuite
les pSles et les résidus de s > Z(s', s) (théoréme:2), et on donnera une inter«
prétation p-adique des valeurs aux entiers négatifs de ces fonctions (théoréme 3)
qui permettre de définir les fonctions p-adiques associées. On interprétera ensuite

la formule de Siegel.

Posons
L(x 5 y) = vo(x +yy) +vy(y + ) »

L'(x 5 y) = vi(x +y,) + vply +v,) »

1.. Prolongement analytique.

A 1'aide de l'intégrale eulérienne, on va obtenir une sorie de transf.rmée de Mel—

1in 3 deux variables pour la fonction (s , s') k> Z(s , s') .

Pour Re(s) >0 , Re(s') >0,

1 1

i — -— - dt
B(\s,s'),=‘jo t51 (1;--1;)5' 1dt=‘lo (1 —1t L )

(1 -1)?

)s+s' (ﬁrfgfg)

Alors, pour Re(s) > O , Re(s') >0, ¥mx>0, V¥ nx>0,
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Ll
' ey h— ' ! . -4 L' (me,n) dt
L(myn) ™S Lt (myn) ™" B(s,s) = jO[Lgé%ﬁgﬁq (s+s?) [L (myn), _Lgst L (men)

L(myn) 1=t L(m,n) (T—t)Q .
Posons
U = L'm , n) t
-L(m:,n) 1=t ?
alors
-s -t o us—'h du
L(m , n) L*(m. 5 n) B(s 4 s') =.[O S4s?
[L(m 4 n)u + L'(m , n)
On a encore
il S—7i 1, g1
- -t
L(m,yny) SLWmm)s B(s,s') =JO _ ! du &m'+JO u m;mﬁ"
(Lém,n)u + L¥{myn)]™" [L(msn)+L? (myn)u)

Considérons les séries

K(. s ) =Zw-— 2 :
S w m=0 “n=0 [L(m ’ n‘!)u + Lt (m» ’ n)/]s
et
Kt'(s , u) =Z;=o Z(:=O : .

[L{m 4y n) + L'(m., n)u]®
Elles convergent absolument et uniformément sur (o, mj , et 1'on peut écrire,
pour Re(s) > 1 et Re(s') > 1,

r(s) T(s" ST st ,
I's \ ot - 1 tl L el ). v
(Z)I‘s+s' Z(s 4 s') Iou. K(s+5’u)du+JO K'(s + s?, u) du .
Cette formule (2) se généralise tréb bien au cas d'une fonction attachée a une for-

me norme pour un corps totalement réel quelconque.

On transforme maintenant ces deux intégrales en intégrales complexes. On conside-
re un chemin v , qui longe l'axe réel de 13 § avec arg z = O 4 parcourt le
cercle de rayon § avec O < arg z < 21 , et dnfin longe l'axe réel de § a 1 avec
arg z = 2rr 3 § doit &tre choisi assez petit de telle sorte que les fonctions
zv>Kls , z) et zw» K'(s , z) soient définies le long du cercle de rayon §

pour Re(s) > 2 .

Il est facile de voir que, pour Re(s) > 1 et Re(s') > 1,

i8) (8! _ 1 s=1 1, A ; ‘
(3) Iﬁ?%g:é?jl Z(s4s') = ;§§EEZ]LYZ K(s+s',z) dz + ;EEEET:;jYZ K¥(s+s1,2) dz

Dtautre part, on peut aussi montrer que le long de w , la fonction

s k>T(s) K(s Z)(:ezni& - 1) = 8z v s)
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se prolonge en une fonction analytique sur C telle que ¥ s € C, z > 5(z , s)

soit analytiquei sur -y « On a donc

r(s) r(s%) z(s , S')(ezﬂi£s+s') - 1)
(4)

1 j s=Ti 1 ; st=1
= ——— z 3(z o s +s') dz + - z o'z 4 s + st) dz
s gy ’ mist JY ’

et la fonction

(s 4 s?) > T(s) T(s?) Z(s , st)(2THS#S') | gy (e2mis _ 4y 2mist _ 4y

est prolongeable en une fonction analytique sur C x C o

~o

THEOREME 1Te = Soient Y & v Vyoe Vo u% » V3 5 des réels positifs tels que

O<y,<1 et 0<y, <7T.Soit, pour Re(s) > 1 et Re(s') > 1,

Z(s , s1) =3 3® L »
’ m=0 "n=0 [v1i(.m; + Y1e) + Vv, (n + Y, )1° [v{(m. + y,“), + VQ"(\EI +Y, ),]_s'

Alors la fonction

(s 4 s') b>T(s) [(s') Z(s , st)(e2Mils+s!) _ 4y 2mis ) 2mist

est prolongeable en une fonction analytique sur C x C .

~

Ce. théoreéme. se généralise au cas d'un nombre quelconque de formes linédairese

Nous allons maintenant faire 1'étude des pdles et des résidus de la fonction

2+ Etude des pbles et des résidus.
’WM\I\IWWV\NWM,

On a
I'{s 2 1 © s~ T
%) Faay X v 8) = g1, =7 ke w2 ees , 2) a
(%) res) (s 5 s) (i _ 4 J'Y z (@s  z) az +JY z (2s 4 z)
1
avec K(s 4 z) = 5 pour Re(s) > 2 .
;‘;—O =0 [L(\m ) n),.Z + L"(.m. . n)v]S
Or
[L(mx y. n)u. + L' (mg 5 m,)]—s F(\S ) o= JO WS""h e'[L(\m,ﬂ)z-i-L'(\m,,n)]w dyV
et donec
o st TLOnzRd )y (v zevs)y, Tn
= v &
r(s) K(s , 2) = |4 = oy =T dw

e = 1) (e -1)



Alors [3],
.o, — - 9
r(s) K(s 5 2) = 2mis _ngjY' ~(vz+vt o ~(v3z+v)w

ol y' est un chemin le long de l'axe réel avec argz =0 de »asg', &'

assez petit, ensuite le long du cercle de rayon §' avec O < arg w< 2m , et

N

enfin le long de l'axe réel de §' & l'o avec argw =2m ; 6' doit &tre

si assez petit pour que la fonction a intégrer soit définie sur "% »

On a donc, pour k > 0,

16=09

étant

choi—~

k k+2
K(\"k Z) = (‘—' 1!) 1 d
o (k. + 1)(k + 2) (,,v1I z + v%)(vz zZ + wi) gk
N ~f (vyz+v] ) yHviz+ud )y, ]
‘(v1 Z 4 v%)m Qv zZ + vz)m e
xi
—(V Z"'V'u)(i) i(,\)=0
1 1 y ’( Z+ "‘)«(D
It - 1) Jhemde ;
Ox.
X N
X Zi:o (= 1) 5 %
et puisque bk = J(x %»—xk) =~LL:i.1rnj3_.oo 1’22_6“ nk .
On pose, par définition,
f Xk - X%
J(x > e ) ‘:Lk_o (=1 bk ms T
e -
Alors,
(v1i z + v%)w —(v?z+v%)y1w —(x+y1)(v z+v1)
- D ==Jx e ]
~(v_z+vi)w
1» 11
e - 1;
(vy z + v¥)w  ={(v,z+ul)y,w ~{y+y, ) (Vo z4ud )
2 oI RIS 2 2“2]
~(vyz4v3w =T ' .
e —
Done
k k r "'( L(\X ’ Y)/Z"’L'V (\X zY)x )/(.D
K(~k,z) = (1), 1 | I (xsy)ee ]%
(ki) (k42 ): (b z+v! )(y2z+y2) o k+2 ﬁ {w=0 *
k+2
» _ (Lix 5 y)z + L'(x , y))
(6) K=k 4 z) = I[(X s Y B> (k. + 1;)"(\1(,' +2) (V‘h Z + v"ll)’(‘VZ Z + \th) *
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Si k=1, la fonction a un pdle de résidu

(L(x o ¥)z + L'(x , v))I

(ﬁﬂ z +—v%)(v§ z + vé) i

J (‘X 9 Y)‘ =

Si

-
]

2 4 elle a un autre pble de résidu

]
(y1 zZ + v,'”)(.u2 zl+ﬂyi)

—

Dtaprés (%), la fonction s +>Z(s , s) est susceptible d'avoir des pdles pour

s=1,8= %“, et a tous les demi-entiers négatifse.

(a) Etude pour s = 1 « = On a, dtaprés (5),

P 2s 4 o) (¥ - 1) mger e

it _s=1 i s=T
- z 8(z 4 2s), dz + z 3%(z 4 2s) dz .
e?nls —»ﬂ[y ’ JY ’

Pour Re(s) > 1, on a

1

1
i .s=1 . _ s=1. o
Tnis Jy z 8(z 4 2s), du _'JO w glu , 28) dw

o

- Or les deux membres se prolongent énalytiquement pour s = % , on a don¢c, sachant

que
2y 2ni
8(z 4 2) =~ (MT z +—v%)(u2 Z + vé)
1 1
. Ty dz ' dz
lim_ (s = 1) Z(s 4 s) = = =[ ~ + J ] .
5 2 JO (NT zZ + v%)(v2 Z + y{j 0 (Mﬂ + V! Z)Qv2:+ V4 z)
On: trouve:
1 vé V.,
im. - 1; Z = : "‘-9""—5 .
A AL

1 i —%
(b) Etude poyr s = ji. — On cherche a évaluer JY z 2 g(z , 1) dz »
Or

r

@(.Z ’ 1!),‘ = 2ﬂi~‘:ﬁ“{(.x 9 y)/ > (L(x , y)z + L¥(x o y))!

(v1 z + V{»QV2 zZ + vé) J

On considére le chemin ' T =Cuwy 4 ol C est le cercle de rayon 1 centré
en O , coupé au point 1
i vy = v% ow v, = vé , le chemin C contoutnera - 1 oomme indiqué sur le.

éroquis)e
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. — ~ — e —
2 5( = ) - z 5( , .
jy z 2 g(z , 1) dz jF z 2 g(z 4 1)y dz Jc z 2 3(z 4 1) dz

On considére aussi I'* , T'* =C'u y , o C' est le cercle de rayon 1 , centré
en O, coupé au point 1 (et éventuellement contournant — 1 comme indiqué sur le

CTOquUls)e
- - -1 , : -1 _
JY z 23"z, 1) dz =HJF’ z 2 3(z , 1) dz 7“JC' z2 g%z 4 1) dz .
Or il est facile de voir que
-k ' —-1 E
JC‘ 2 §(z 5 1) dz + JC' z2 3§z , 1) dz=0e
Supposons par exemple que l'on ait v%/vT <1 et vé/vz > 1 « Alors

z 2 gz 1) dz + 2 32 o M) dz
j‘Y Q(\ > ) J'Y z _( s )

o

(L(X Lm + L'(X LY))]

= Resz=av%/v1 z % J(x 5 y) >y, z + v$)(m2 z + v}

(L(x L V) + L'(x ly)z-)] ]

% I0( )
z 2 J(x ,y) (V'Is + vl z,)‘(\vg + Vi z)

+ Res__ R
z=~v,/V}

Donc la fonction s k> Z(s, s) posséde un pble simple pour s = 5 de résidu

(v +v,) (x+1y,)
- % IUx y ¥) b e ——t
(v v1)? (v3 v2)2

(c), Etude pour s demi-entier négatif. ~ L'étude se fait de la méme maniére que

précédemment.

Soit s = — (2k + 1)/2 ,
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R R R | T e e ) 0

Y
2k43
~(2k+3)/2 L(x , L'(x , y))
= Reszz_wl/w]i Z. ( ) J(x 5 ¥) k> 2k. +(3§)(<21g Z).Z’Z)tv E—_ + V:)(VQZ + vﬂ}
~(2k83)/2 . L(x L (x , y)z)2K®
+ Resz=_.“2/v' z ( Jx 5 ¥) > 2k ié))((ﬂgx-)b ;)(v x+ vl',i ;)(vz + V'z,):l
2k + 1 ket 22T
D=5 = (=0 G yTam -
Donc
. 2k + 1
llmﬁ}-—»-—-(2k¢1|)/2 (s + * ) Z(s

1 Rk + 11 - ‘ (vz" vy =V v2)2k.+2: (v + }52)2](:63, (x + yy) 2k43
=77 4k*2(k') MURRLS (2k + 2)(2k + 3) [(v' v )GZk&B)/Z + (v3 )(2k+3)/QJ
1

On: a donc démontré

THEOREME 2. — Soient Yy et Yo 9 Vy e Vo s v% » V3 des réels positifs tels que

1
O<y,s% et 0<vy,< 1. Soit, pour Re(s) > 1,
i
Z(s 5 8) =% 45 20 ” s

[oglm + ;) + vy + )1° Tefm+ y) + w3 (n+ 3)1°

Alors s k> Z(s , s) se prolonge 3 C en une fonction méromorphe qui admet des

~

pdles simples pour

v'

1
= 1 de résidu log -—
° 2(v3 vy = vy Vi) ("2 v 1)

g - 1. Balp)  Bylyy)
s =5 de résidu - 5[ +

1 1
(v} véi)z (v v,)%
2kt g ey 1 Rhke)! (v, =vivp) ™ By 5 (vp) By 1aa (V4 !
s =" QIS 5 TS D (2k+3)(2k*2), x (2k+3)/2 (Zk+3)724 =
2 (ki) Qv¥v1) Qvévz)

Nous étuddons maintenant les valeurs aux entiers négatifs de s k> Z(s 4 s)

4. Etude des valeurs aux entiers négatifs.

On reprend la formule (5). Ici on a l'intégrale le long de v d'une fonction mé—

romorphe. On a donc
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/ ; (L( ) ) L'(A . l))zk+2 —%-1
2=k = k) = Lii%" Res. —O,[J[(x ) Y) F>"(Vm zx+ V:)?M; z +XV2)(2k + m)(Qk + 2)
ki 2 (L(x 5 v). + L'(x , v)z) 2k+2 z-—-k-—-1i

+

2k! Resz=o [J[(x 9 Y) F}(V‘]l + V«m Z),(\V2 + V2 Z)<\2k + 1)(21( + 2)

On a donc le th:oréme suivant

/ \
THEOREME 3. =+ Soient Y &t Yy 0 vy Vo vq s V3 des réels positifs tels que
O<y, €1 gt 0<y, s 1. Soit pour Re(s) > 1,

2(s 4 8) =206 %o 3 s
[v o +y.) + uy(n +y,)]7 [vilm + yy) + vin +y,)]

Alors s k> Z(s , s) se prolonge 3 C en une fonction méromorphe qui admet des

valeurs qui appartiennent 2 Q(v1 d Vo a VI VS s Yy x2) sur les entiers néga~=

tifs données par

Z~(:" k'v - k)
2k+2
, k {[v, (x4y, ) +v, (yry, ) T2+ vt (x+y, )+ (v+y,) 1]
S | P o Sk M A TR AR AR RS ]
T 2(2k4)! H (%, y) K (v1vz+vp CVQZWQ'). z=0
(6) dz 1 t .
2k+2
dkr{[vm(x+ym)+v2§zfyé 1+Lv! (xby ) ) w3 (y+y,)] 2} k
q k- (v v z)( +v'z) ]z=0}
z
T, T,
. p - - ‘o
J‘ \ 4 E X ‘], = l(. —_— F \ -
[_(X ’ Y) = (x 9 Y)] mr*];'*m!rQ—m I‘,] T, n1=0 n2___0 (n1 9 DQ)
Remarques importantes.
Remarcue le. — Posons
ki & (L(x , y)z + L¥(x ; y) )2

Fk(\x 9 Y). =‘2(\2k-,+ 2)! dsz (V11 Z + v’lx)(VQ Z + Vi) ]Z=O

ki a* (Lix , y) + L'(x o y)z)2Ke

?( =. : .
Fk<‘X » ) 2(2k +-2)!dzkL (_v1 3 v%'zJ(v + v} %) ]z=o

Alors,

i k .,/ k
Sx oy (X ¥ =7 Lx, y)" Lt(x , y)



k 1 k k
Sx oy Ko ¥) =5 Llx, ) kx, y)" .

On retrouve une propriété déja rencontrée [3]. Si G est une fonction; définie

par une série

convergente dans un demi-plan, et prolongeable & tout le plan complexe en une fonc-—
tion méromerphe, qui prend sur les entiers négatifs des valeurs gui appartiennent a

un corps de nombre,.

Alors, sur tous les exemples rencontrés, on a montré qu'il existait, pour tout k

entier positif, une fonction Fk telle que
i
. o) _ ok
(1) 6x1 6xi Fe=%

(ii) J[(xi, eee g xi) 4—->-Fk(’\x11 s see o xi)] = G{~ k), «

Remarque 2. - On peut aussi obtenir de la méme maniére les valeurs Z(- k s — k')J,

ou k et k' sont des entiers positifs,

Remargue 3. - On sait trouver les formules analogues dans le cas d'un nombre quel-
conque de formes linéaires (donc pour la fonction z&ta d'un corps de nombres tota—

lement réel quelconque).

S« Formule de Siegel.

Ce n'est pas exactement la formule de Siegel que nous allons donner, mais cette
formule modifiée par J. COATES et W. SINNOTT [5].

Soit K un corps quadratique réel, A son discriminant, et § un idéal entier
de K ; on suppose § # 1 . Soit 1 1l'unique générateur plus grand que 1 des uni-
tés totalement positives congrues & 1 mod § , et ® la différente de K . Si

b est un idéal de K premier a § , oh note ¢ = L o e est la différente de

0F
K .
I1 existe une Z-base de q , (& » B) , telle que ¢ = - B/a soit plus grand que
son congugué @' et TrK/Q(a) =0 et v = TrK/Q(B) >0 « On définit a , b , ¢ , d

éléments de Z mpar

-1 =
T] c(=aa+CB, '}"l B=bog+d5.

On a alors

a=d="7 mod f ,
0 mod f ,
v = t/f ,

it
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ot t est le plus grand rationnel qui divise b 4, et f est le générateur de
fnZ.

Alors, pout tout m .entien positif, on a

(7). g (o » 1= n) = @—‘f-g-?“” ($72 [0, + 222 o 0] ,

ou les e, sont définis par

n-1 n~1 -2 k
(z + 1) '(z + ') ' =-Zi20 e, z

_ 5y 22 (ard K+l
%-‘n, T " 2nec. k=0 "k k + 1

- 2n-2 Bk-g--‘] (\{az/c + V’} ) anrk—'];(\{'e/c} )/
_Qk\_z};modc.C k + 1 on — k = 7

{x] désigne la partie fractionnaire de x .

Nous allons démontrer le théoréme suivante

THEOREME 4. ~ Soit K wune extension quadratique réelle de Q . Soit § un idéal

~o

entier de K tel que §# 1, et b un idéal entier de K premier 3 § . Pour

tout entier n positif, il existe une fonction Hn telle que

(8) g (b » 1= n) == (N0)" 5 Tr 0 I(H)
ol
4 prm_T 10""2__1
JQHh).= lim_ oy Ty —;f——;f'zn.=0 252=O Hh(n1 . n2) (Limite p-adique)
1 2 b 17 "2 1
Hh(\x ? Y)

f W f ' f w £ yq 20

R N O o S S A il - U LI AR LA

T =0 2ni n-1
du

f £\ £ f ] *
(fu + P+ 30) b=

Clest & dire que l'on a

(9) §?(b s 1 —-n) = —-N(b)n-m Z;:g zﬂ(m -n) ,
o, pour Re(s) > 1

_ 1
Z (s) = w 4
) Z:::O Z;=O [{-(m . _.%) + 'n{-(n + %)]5 L-iti(m + ""ﬁ:) + ﬂ'-f:(rx; + %)]s
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en posant w, = ¢f —~é% + W} .
Quand g variede O 3 ¢ -1, W, varie aussi de O a c — 1 , mais dans un
ordre différent. On a
o
ANEY &
gl Z?nAZ o _ zFrﬁ z?n—Q o Bk&$Q c) an~k~m Qc) - _ =~
2n2 k=0 k9% = %=0“%=0 ®k " k+1 Pn-k-1_~ 4=0

F
o n;f/)

w
k1 2n~k~1
o (ke R (y + &y
F (x Y) - n e C [} .
neg oMY =0 Tk k +1 2n.— k - %

2
o F . w " ® B
dx gy (x5 y) = L+ =)+ q(y + 47" Ttk L)+ qr(y + L" T

Donc

B (x,y) =GP T E (0 e h () +h (0)

t 2=Q  n,g
Il reste 3 montrer que
b : Y k+1
‘ _orf\2n2 _ 1 2n 2m=2 a 4+ d) -
Trgyg J0x 0 v) b () + i ()] = 2007 5 5, %0 %k X T .

Un calcul, pas trés &imple, donne le résultate.

SHINTANI dans [11] part directement de la formule de Siegel, et montre qu'telle est
du type de celles qu'il étudies.

On va maintenant passer a 1l'étude du prolongement p-adique.

III. Interpolation p-adiques
Soit K un corps quadratique réel , § un idéal entier de K . Soit b un

idéal entier de K premier & § « On rappelle. (1)

. NG =S ‘ .
ETQG 9 Sl = N(b) zﬁEJ'Z§ERQigbfm?+m) E(AJ s Y o S» ?

ou g(Aj , Yy, s) est du type

gl
Z(s 4 s) =2 2%
m=0 n=0 L(m , n)° L¥(m , n)®

avec

I

Lix 5 v) = volx +v,) + vy + v,)

]

L¥(x 5 y) = vi(x +y,) + vy +v,)
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telles que Vs Vo 9 Wi, VI soient des éléments de § , et Yy 9 Yp des éléments
de Q tels que

=i
VYt Yy e b .
Soit p un premier impair. Nous supposerons, dans toute la suite, que § est di—
visible. par tous les premiers au-dessus de p « Nous avons vu que, pour tout n

entier positif,

Z{-n, -n) €Qvy s vy 5 ¥y 5 V) e

Nous allons chercher s?il existe une fonction méromorphe sur Zp qui coincide sur

tous les entiers avec Z(-n , — n)

Nous allons tout d'abord faire l'hypothése supplémentaire guivante

Ile = Iyzly = Iv%l = Ivély pour tout premier au-dessus de p .

Y Y

Nous allons décomposer Z(- n , - n) en deux parties, l'une donnant un prolonge—
ment p-adique en une fonction méromorphe ayant un seul pdle en - 1 s ltautre ne se
prolongeant pas méromorphiquement sur zp s et liée au résidu aux demi-entiers néga—
tifs de Z(- s , - s) « Mais lorsqu'il s'agit d'une fonction zéta, quand on fait la
somme de toutes les fonctions g(Aj s Y 5 8). qui interviennent, il n'y a plus de
pdles aux demi-entiers négatifs : la somme des résidus est nulle. Donc quand on fera
la somme:de ces parties non analytiques elles disparaitront, et la somme des parties

méromorphes, avec un seul pdle en 1 , donnera la fonction z&ta p-adiquee

Rappelons (8)

: k 2k+2 2k+42
_ k! ; d [L(x,y)z+Lvx,v) ] [L(xoy)#L! (x,y)z]" "7
Z(~k 5 —k) T 7 282)1 I{ (xsy) #> deL (v, z+v2) (vyz+v3) * (ymﬁqu)’wb+w§z) J220

Nous allons utiliser le lemme suivante

LEMME. - Soit (s 4 x) = f(s , x) une fonction définie sur Zp'x Zg telle que,

pour tout élément s de Zp s x r>f(s , x) soit uniformément.dérivable sur Zg .

Pour montrer gue

s > JIx > f(s , x)]

est analytique sur Zp s 1l suffit que

f(s , xy = z:=o an(xl(i)

oU, YnelN, xp> an(x) est uniformément dérivable et

”an(x)“ T > 0

n &> o

n!
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Nous allons étudier la fonction

k > k! rLL(x )z + Ltx , y)T°8 o LL(x 5 y) + E(x , y)Zl ]
(2k +A2)i (v, z + v! )(y z + v! ) (v, + v} z)(v, + v z) Jz=0°
il 1 2 i gl 2 2
On: a
1 _ i » Ve V2 ]
(v, z + v%)(gz z+vi) " v vy = Vi VotV z 4+ vl Ty z v vyt
Posons
2k+42
Whx yy , 2) = porkd 1 [L(x o y)z + L' (x , v)T°*
1y (2k +2)1 vy v, — vl vl *
1r 12 - |
"1
On peut écrire , ' ’
N 2k42
| [(L(x.y)-a)<z«—)+z+—+L-<x,y) b ()
Hﬁ&x,y,z) = Cziiz)a 1 E T o o
. FVR2VTVIv2 vi
z + —
vy
2k+42
L ] (z'*"—)"‘L'(xslﬁ) 1L(XJY)]
- ! :
@R v, 7
z + —
Vi
i 1. 2k+2 2k+2 i- \ 1 2k42~i
(2kl-:2)l T A Sy (g ) (L(xyy)=1) (u'“) X [ZTL'(XIY/'-—LL(le)]
k V' v .
d 2k+2- i Ty i=1
-——1;{<\z+-;—~+—u<x,y>~—n< )T T (2T
dz i 1: I

=1k (22i). (=11 VTyimgd, NS
’(k+2—1+;) (iim_J)v v )l 3~ [L (X9Y)“—;(L Xy ¥ )~1)] R

Donc
vl v’
1 'k+2
g®_ 1 K1 1 g b 'Y)*:L(x’y)z
{8 (x,v,2)]__ = ’ ' C ; ]
dzk=Hk 1474720 Z2k¢27f'v§vm-v%w2 azk Z*zi z=0
v%
14 ]
1 1 ngx,xz 2 -1 k +1 y, Ay ieget Vi, ke —i4]
ke Vv, ~viv, _m 25_0 3 j~4)(;;) I [L'CX’Y)F;;(L(X’Yl—m)] ° .

On stintéresse tout dtabord a

HY (x,y), = kj_1,221‘_‘;‘,2“~("*§)‘” SRS i1 e, y) -—1(\L(x,Y)-—14)] kadedad

|

Or
iv%lg = leig et L(x ,vy)=L(x,vy)= mod Y
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puisque, pour tout x et tout vy élément de Zp s Lix 5, v) e +»b~m f s b est
premier a § , et § est divisible par tous les premiers de K au-dessus de p .

Donc

V'
1
1 - -1 =
Lt (x , vy) V1i(L(x y Y) 1)ir)
Donc

k + 1

k b (§ )( D x , y) :f(\L(_‘x L) — a)pieein

se: prolonge en une fonction analytique sur Zp s et

£y(opy) = 2 {Llup)=)® z;;g%)(;;;x i —T(\L(x,y)—'ﬂ)]s**z-i"’j

est une série convergente de fonctions analytiques qui définit une fonction analyti-

que vérifiant les propriétés du lemme et, pour tout k entier positif,

1
Hk(\x ’ Y) = f«h(\k‘» s X o Y) .

Il nous reste 3 étudier

v} vy k42
L (Z"""'"*'L’ ,,Y)/""—‘L( X s.Y)f]
k! 1 a& vy
(2ke2)1 vivy—viv, dzk Vi 10
Z-l"'_
V
k (L'(XaY)""‘L(xﬂ’))
_ k! 11 Jd r — 1 3 ]
(2k#2) WZ'V“iimv"llv2 dsz . V}lz ' : 2=0
Z—
v
(i
1]
k1 1 +12Kka2 o f__ i (@k#t=i)1 VA ktl-i
P 2ka2) 1 viv,~ulv, }];—o %(L (xyy) - v, L(x,y)) (k+l—=i)1 (‘v ) *
On. a
Vi 2k+2 V4 k42
1 g (L (\x,y)--l-( Y.).) 1 & (L (\XSY)I“;ZT‘L(\XsY)f)/
t d( " :
VIV, R Vi. b0 = VoVimVev3 dsz v 10
R z
1 1

I1 reste donc si l'on ajoute la partie obtenue en changeant la place du ' (le

conjugué dans un cas d'un corps de nombres)

1.
1x 1 yktligk 1 Vi kel V12k42-1 , o\ i=Tn
(\V2 1 y (k+1 ) l_oé ) (L (\ 9Y)— ]L(X9Y) ( 1 ) [(V,]) +(-—4') ]2k+'2__i 4

Pour achever, nous devons faire maintenant une hypothése supplémentaire qui est

vérifiée dans le cas des formules de Siegele. Nous allons supposer que
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' 1
i )
ﬂ = T (9) et v, = () g ¥ ’Qli

et aprés avolr remarqué que
1. 1

! V4 ,
lLr(x , y) - v, L(x , Y)l9 = [ (v -7, v, ) (¥ +Y2)|g <y
. } i

nous posons

! k+1

1 2k+2~1 1
MkQY» (viv, :v 1v,) Qk+1)zl;ilﬁ pair® i )(L,(x,y)-—;L( %)) ( o

m
[Qw ) D42 =i

I
et

M) T3 vl,ﬂ ) T ek 1 (x,y)-'-;L(xsy)) A ")2k*2'11)2, -

Etudions tout d'abord Mi@y) :

v . v s
(—h2k=L | gy 2k w2 - g) Pkt (2k+ 1 - 1)(;1 ~ 1) %,.

2% =1 oy = .
Alors
Vi k1
1 @ 1) kel 2ka2—i, V3 9 1 ket 2k41-1 Vi i
i l + —l.___ﬁ\_i v + 11 1 ‘ ____l' 1
My ly) = (Vi mviv, ) (k) %0 =1 va ") 3( i ) 3=1 ) (L' (xyy), V1LQX'Y))

k+l-x

2 -
SR - ch,y)) G IOpIeA <\x,y>--:x<x,y> s1) e
Pour tout j , la fonction
k Vi K4l

k"'}‘Zr—’h (k + 1 ,\_

_—1 - ’],)(L'(\x 9 Y) "';% L(\X 9 Y) + 1)

se prolonge en une fonction analytique sur Zp s et

vi K v!

A PR L G A

1
g (\5 ’ Y) = Z;f___-]!

définit une fonction analytique sur Zp qui vérifie les propriétés du lemme et

ﬂ k+1 1 g 1 . <.
Mk( ) : (Vﬂ v: - v' Qj'(k " 1) g (k ’ Y) pour k entier positif .

Terminons par Ni(y) .

Pour tout i impair, écrivons :
\

1 1 Vi Vins+l -, V1 \2s42~i 1
ey(e) = gy (1)@ (x ,y>—7L<x,y)> G LG T
1 i i '
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On a

iy 1
e oo =1 *P8ils) .

(L
a;(s) = / )b vy = v 2) Yy Y2) (v vt
s k> By (s) est une fonction analytique en s , et la seérie Z?—O By (s) est une
série convergente de fonctions analytiques, qui définit une fonction analytloue véri-

fiant la propriété du lemme. On a, de plus, pour tout k entier,

m( ) = A Zkﬁm(i/2

-“4/2 1 1
k\Y/ = ka1 Si=0M i )

N SRT T 24=0,4impair Pit)

i-1 i
gvyvig) )t (o
Mais par contre, MNA(y , «)

)—L/Q g

kT, i/2 el i —
kb 2. (BN vy = v )T (v + ) (g, V3 k7o -1

i=0,1i impair
ne se prolonge pas en une fonctlon analytique sur Zp .
Mais

ket  Z(=5 5 = 8) o

Iy b NAy 4 k) = i=Q,i impair Ress=i—2/z

Mais, s'il s'agit d'une fonction g(b 4 +) 5 On @ (1),
vi>0, Zje.I‘ZyeR(j,g $+1) Res i —2/2 E(A s394 -8)=0.

Alors la partie non analytique disparalt. On a démontré le théorémm suivante.

THEOREME 5. - Soient Yy et vy, des rationnels tels gue

0< Yy € <V et O0<y, < <o

Sait K un corps de nombres, et vy s Vo s v% ’ vé des entiers de K .
|

Soit p un nombre premier, et y un premier gquelcongue de K au-dessus de p e

On suppose que

|
<
-
i
5
pand
-

vyl = vl

'y y

(‘\V-/h YJ“ + V2 YZ) = i (h))

(viyg+v3 ) =1 (9) .
Soit pour Re(s) > 1,

Z(s 4 5) = £ 2> !

m=0 “n=0 L(\m: , n)‘S L (m. , n)'s
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L(\X 9 Y)

L" (\x 9 Y)

(x + y vy + (y + y,)v

(x + y)wt + (y + y,)v3

Alors pour tout k entier positif, on a

Z(-ky=k) = I (xsy) b7 *1‘)/(‘\1’2""1. =, y (£ ey xyy)mf ] (o Xy y)=£5 (ka X ¥)+£5 (ke Xy )

A () (x) A ()4 (x) ]

il s,H>-fm(s s X 5 ¥) est la fonction analytique sur Zp

L(x,y)= 1} i1 1 - 42 —i+]
z]i:’l. ( . i Zl—C; (J)(li; '])(\v l 3 [L'(X9Y) ""'1-(\ st)/":])] J
i}
(£, o £}, £3 so?t de la méme foiTe).
Si, de plus, ;‘,‘1'-:— 1 (y) et ';/_2'5 T (9) , alors
gl 2
gl 1
M (y) = g'(k,y)
ou s F>-ngs s Y) est la fonction analytique sur .%p
[ B
Vi 1 < 3-1 1 s | Vi +1-
Zm =1 ( 1' - 1)3 Zi_o (S ; ')(j -7 - 1)[L'(\x ¢ Y) - "‘;'; L(\X 9 'y,) + 1:]5 L
i
(on a la méme propriété pour Mi e
Enfin
NI(y) = o T5E Reem(yp M T 0
k"Y' T X ¥ 1 7i=0, i impair - ok + 2 =1 7Bk, Y),

ou s > (s 4 y) est aussi ume fonction analytique sur Zp « Par contre,

K 2y Res _(30)/2 ACK R
P T 7 “i=0 7k + 2 - 1

ne se prolonge pas en une fonction analytique sur Zp .

COROLLAIRE, - Soit K un corps quadratigue rdel, § un_idéal entier de K 4 et
b un idéal entier de K , premier 3 % . Soit p un nombre premier. On suppose dque

§ est divisible par tous les premiers 4y de K au-—dessus de p . Alors il existe

une fonction méromorphe sur 7 ayant un seul pdle en - 1 qui coincide pour k

entier positif k=1 mod po = 1 (ou f désigne le cardinal du corps residuel de

K@ avec Eq(b 5 =s) ).

Les hyptohéses que nous avons faites sont bien vérifiées dans le cas des formules
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de Siegel.

Nous allons pour terminer chercher le résidu en - 1 de la fonction p-adiquee.

Considérons tout d!'abord

1
(s + M) (v vy — Vi VZ)

(f']:(\s y X 9 Yz)/ —~f.{((\s y X }9) - f2<\5 9 X 9 Y:)‘*‘fé(s y X o Y))

0y

Qu

£,(sixpy) = Z5_ i»‘—*lﬂ——l—zl’4< ! )l‘ﬂ"* (LM (x .y)-—(L(x,y>-4>>S*2’i*J .

-]

£0=1 5 x, y) =143, (Lix y) = 1) (- 1y = log, L(x 4 v) ,

£(=1 4 x4 y) = log Llx ,y) .
Donc,
f‘“('— Ll e X Y) - fa'“'(\- ! s X ¢ Y) ""f2("' Ll 9y X 9 Y) + f2'(\" Ll s X 9 Y) =0 L4

Nous avons ensuite

1i
(s +’1)(WZ v, -—v v, y (9 S, Y) =g (3 y X))
ol
?
L _ PR m 3—1 s+ly, s . _‘Zl .\ S+I=1
g'(ssy) = T34 ( 0?3300 (TG ) = g Lo
v! . . v!
i gl i £ j=1 (!
- =2 (= -1 = (-1 = —
g (=1, y) =25, (V1 > 5 (=) log, v,
Donec
'3
(. . 2 _ g Vi V2
BV TV (=t y) = g(=1 ) = V3Vy TV Y %, vy Vs
Enfin, il reste
Res . Z(=- s 4 -~ s) ‘
2 ket s=(i-2)/2 ' 1
N&(M) k + 1 >:3.,--0 i impair 2 2 =1 X+ a3 plk s y)

et B(s ; y) est définie par B(s , y) = Zz;m Bi(s y Y) 4 QU
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. '8 . W CovE . Res . Z(=s4~5)
s+1 \ (l i, Tys+l 2~ (. s=(i=2)/2"V =
(~. i ) (L' (\xs}f')? - .\-]_ L(\X;.,Y)) (\V%‘) E(v‘h) +1']2S+2'-i = Dotd—i ~3 i( S)

On a doncy, pour tout 1 impair,

B:'LL("" 1.) = - ST={, . : .

Dans le cas ou l'on a un prolongement, cette partie disparaite

Donc la fonction p-adigque a pour résidu au pdle

1
1
20w vy =i vy) "% vy Vi
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