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Groupe dt'étude d'Analyse ultramétrique 9-01
(Y. AMICE, P. ROBBA)

2¢ année, 1974/75, n® 9, 13 p. 27 jeanvier 1975

POINTS RATIONNELS D'ORDRE FINI DES COURBES ABELIENNES
(Thdse d'Yves HELLEGOUARCH)

par Harie—-Claude SARMANT

Nous exposerons ici la premidre partie de la thése d'Yves HELLEGOUARCH, la deu~
xidme sortant du cadre de ce groupe 4'étude.

En partant de 1'étude des points rationnels d'ordre fini sur une courbe ellipti-
que, on arrive a trouver une relation entre l'existence possible de tels points et
le fait que certaines équations diophantiennes soient résolubles : ce qui améne ul-
térieurement & des cas particuliers de 1'équation de Fermat,

1e Généralités sur les courbes abdliennes.

On appelle courbe abélienne définie sur le corps K 1la donnde d'une courbe el-
liptique (courbe algébrique de genre 1

courbe, rationnel sur K ([5]et [1]).

définie sur K ) et d'un point de cette

Du point de wvue de 1l'étude des points rationnels sur cette courbe, nous pouvons

nous ramener & une courbe du type cubique de Weierstrass définie de la maniére sui-
vante ¢

2 courbes abéliennes

= (61 ’ 01) et a2 = (62 ’ 02) définies sur K sont
dites birationnellement équivalentes sur K

nelle o : Cl -_— 62 telle que @(01) =0

s'il existe une application biration-

2 L]
Une application birationnelle est une application rationnelle (c'est-a-dire ou
les transformés des coordonnées d'un point sont donnés par des fonctions rationnel—
les) bijective dont la réciproque est aussi rationnelle :

¢ elle transforme un point

ratiommel de C, en un point rationnel de

1 C, » ot réciproquement,

THEOREME, — Toute courbe abélienne définie sur un corps K de caractéristique

0 est birationnellement équivalente sur K

3 une courbe abélienne (C , 0) dite
cubigque de Weierstrass.

L'équation en coordonnées homogeénes de C est :

3 3

Y2 7 = X° + AXZ° + BZ

ou A, Bek, 4A3

+ 27B2 #0452 0 désigne le "point & 1'infini" de coordonnées
(0,1,0).

2 cubiques de Weierstrass dont les équations ont pour coefficients (A, B) et

(Al » Bl) sont birationnellement équivalentes sur K si, et seulement si, il
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existe A\ € K tel que

A =A% a4,

1

6
B1 =N B,

Nous nous raménerons donc a étudier les points rationnels sur la courbe &
dtéquation @

(1) x>+ mx+8, 4+218°40,
o O est le point & 1tinfini (0 , 1 , O) .

Soit QK 1l'ensemble des points de @ rationnels sur K ., 9K peut &tre muni

dtune structure de groupe abélien pour laquelle le point & 1'infini de d est le

zéro et pour laquelle 3 points ont pour somme zéro si, et seulement si, ils sont
alignés ([1] et [11]).

Nous allons paramétrer & , d'abord dans le cas o K = C , ensuite dans le cas
ou K est non archimédien.
lercas ¢t K=C ., - L'équation (1) définit une surface de Riemann. Les périodes

de l'intégrale abélienne w = I dx/2y attachée a cette courbe forment un réseau R

du plan complexe. On peut uniformiser cette surface & 1l'aide de la fonction p de
Weierstrass [ 12] :

x(u)

y(u)

p(u y Wy W)

Il

%P&(uswouﬁ) ’

u est un paramdtre complexe déterminé modulo R , (w s w') est une base de R

L'application u —> (x(u) , y(u)) est un isomorphisme de T = C/R sur 9

C L
Pour que trois points de §

c soient alignés, il faut et il suffit que la somme de
leurs paramdtres soit nulle modulo R (théordme d'Abel).

2e casSe

(a) K =1 corps complet valué non archimédien de caractéristique nulle. Soit v
la valuation de L .

On paramétre certaines courbes elliptiques définies sur L & 1l'aide des fonctions

loxodromigues de période q qui forment un corps FL(q) (pour v(q) >0 ) :

’

FL(q) = {fonctions f méromorphes sur ¥ s f(qx) =f(x) , Vx€ L*} .

FL(q) est un corps de fonctions elliptiques définies sur 1L dont 1l'invariant
modulaire j est donné par la formule ([10] et [13]) :

57 = (T (1™ /L 1v200 2 (07 ¢%/1-gM) T = o[ 1=744a+...] .

Pour avoir 1'équation d'une courbe elliptique engendrant FL(q) » nous poserons

(ex) =43, " X/(1-q" X)° + 4%, d(1=qM?
Inx) =45 (x(1+d®x)/(1 - %)) .

nez



€ et T appartiennent a FL(q) s et on a ¢
() " = g(g” - 25 + T)
SsyTeZ[ql] et 8 et T=1 mod q «

L'étude des points rationnels de Gq au moyen des fonctions loxodromiques repose
sur le théoréme suivant :

THﬁOREME. - Le groupe des points de Gq rationnels sur L est isomorphe au
groupe—quotient L¥/(q) ([10] et [13]).

Nous appellerons cet isomorphisme @q 1'isomorphisme de Jacobi de FL(q) .

L'isomorphisme @q va permettre de définir une valuation sur le groupe 9

q»L
des points de Gq rationnels sur L ,

Si P est un point de Gq rationnel sur L , nous avons ¢

P = (%(@q(P)) » N (P))) .
Soient G = {v(x) s vel}, H= (v(qd)) «

Le diagramme commutatif suivant

0 —>(q) —>1* —> 1*/q — 0

Lo

Q> H ==> G —> G/H —> 0

permet de définir un homomorphisme unique L*/q —_— G/H C‘B[g que l'on notera
encore V .

@q est un isomorphisme entre & et L*/q sy donc @ induit une valuation v

qsL
sur gq L telle que le diagramme suivant soit commutatif
?

QL
\‘ v
v v
Rz

(p) X non archimédien n'est pas complet, L est une complétion non archimédien—

ne de K .

Si @ est birationnellement équivalente a une courbe & , nous avons ij@)]<O:

nous dirons qu'une courbe & , telle que v[j@i)] < 0 4y est une cubique de Tate
pour V

Nous nous occuperons essentiellement des cubiques de Tate, puisque ce sont les

seules ayant des chances d'&tre birationnellement équivalentes & des courbes &

Nous allons voir dans quels cas on est sfilr que d est birationnellement équiva—

lente 4 une courbe Gq .

THﬁORhME. - Soit une cubique de Tate @ pour la valuation non archimédienne v

de K et soit L 1le complété de K pour v .
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I1 existe q € L¥ unique tel que v(q) >0 et tel que :

. 2 3
3@ T = o _ (1~ g% Y1+ 2002 0?1 - ™) .
@ est birationnellement équivalente a Gq sur une extension L' de L de

degré au plus égal & 2 par une application ¢ ¢ & —> Gq et @q oy estun

isomorphisme QL, —> L'*/q ., I1 existe une valuation canonique v sur QL, qui
applique homomorphiquement QL, dans ’gﬂg o
Définition, — On appellera branche unitaire de QL, le noyau RL »y de v .

- Si QL admet un point d'ordre premier p > 3 n'appartenant pas a RL » alors
& est birationnellement équivalente a Eq sur L [3].

~8i v(K) =2 et si 0<v(3) <3, etsi 8§ admet un point d'ordre 2.3% ,

alors @& est birationnellement équivalente & &G sur L ,

-5i v(K) =2 et 0<v(3) <3, etsi 8 admet un point d'ordre 3° et 3

points d'ordre 2 4 @ est birationnellement équivalente & G sur L .

2. Quelques propriétés de & (théordme de HMordell-Weil).

K est maintenant un corps de nombres quelconques. Alors :

.

- QK est un groupe de type fini [7] ;

-~ Le sous~groupe de torsion de QK est fini, et i1 est somme directe de 2 grou-
pes cycliques 3

- Si K est réel, soit n 1l'ordre du sous-groupe de torsion de gK .
Soit w 1la plus petite période positive de d , et ' une période imaginaire
de @ telle que (w » w!) soit une base de R . Alors le sous—groupe de torsion

de QK admet une base ® appartenant & l'un des types suivants :
8= {u]} avec u = wn
B = {ul} » u, = Wwn +w/2, n=0 (mod 2) ,
B={u}, uw =2wn+u/2, n=2 (md4),

(B={u1,u2}, u1=2u/n, u2=m'/2, n=0 (mod 4) .

3¢ Isogénies de Gauss et de Landen.

L'application P —> 2P , qui associe & un point P d'une courbe abélienne

le double de ce point, se factorise en deux isogénies qui font apparattre une nou-
velle courbe abélienne @' asgsocide & A,

Nous allons décrire cette propriété dans le cas ou la courbe & est définie sur

un corps de nombres K , et admet un point d'ordre 2 rationnel sur K .

ler cas ¢+ K est plongé dans C . — Soit une courbe abélienne «& d'équation :

v2 =x(x2+0x+D), C,DeEK, DAO, C2u4D#0.
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Soit (w » ®') une base du réseau R des périodes de d telle que 1l'argument
du point (0 , 0) soit égal & /2 .

Soit R!' 1le réseau de C engendré par w et 2w' , et soit ¢

la courbe abé-
lienne C/RY ,

I1 existe une isogénie f : & —> A' appelée isogénie de Landen, telle que 1l'on

ait pour t € C :
f(t + R) = 2t + R ,
L'isogénie duale, f!' :

: A" —> d , appelée isogénie de Gausssy est telle que,
pour tout ue C ,

f'(2u+ﬂ')=u+(R
f et f' gont algébriques et définies sur K .

Si le point de & d'argument w/4 est rationnel sur K , alors U' admet 3
points d'ordre 2 rationnels sur K .

Si P est un point d'ordre impair n sur « , f(P) est un point d'ordre im-

pair n sur ' , et réciproquement.

Nous aurons besoin pour 1'étude des points d'ordre impair de @« , de relations de
duplication faisant intervenir systématiquement @ et &' , Pour cela nous allons

définir une fonction elliptique U attachde &4 & et une fonction elliptique V

attachée & ' par les formules

u(t)

y(£)/x(%)
-% (yr(£)/=*(¢))

(x(t) 5 y(t)) étant le point de paramdtre t de la courbe «

v(t)

Il

(x'(t) 5 y*(t)) étant le point de paramdtre t de la courbe df .

On a les relations :
SX(t)
zy(t)

Il

Il

v2(t) (x1(2t) U2 (%)

v3(t) u(t) Uyt (2t)

2u2(t) v(2t)

(u(2t) + 0(6) = (v3(£)/v(28)) - v(2b)
LoLv(at) + v(26)] = (03(t)/ul2t)) = v(2t) .

2e cas : Soit v une valuation non archimédienne de X , et soit K —~> L une
complétion de K pour v ,

Pour que & soit une cubique de Tate pour v , il faut et il suffit que ae
soit une cubique de Tate pour v .
At é&tant définie par 1'équation :

Y2 = X' (X2 = 20X' +G) , 00 G =0C° - 4D .
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Si @ est une cubique de Tate pour v , alors (& (resp. A') est birationnel-

lement équivalente a Gq (resp. Gq,) sur une cl8ture algébrique de L , et :

si v(D) >v(G) 5, on a q=q'2 ’

si v(D)sv(G) s on a q' =q2.

4. Théoreémes de Nagell [1].

Lorsque K = Q , ces théorémes permettent la détermination effective des points

d'ordre fini d'une courbe abélienne donnée.

THEOREME I. - Soient un corps de nombres algébriques K et une valuation non ar—

chimédienne v de K, p 1la caractérigstique du corps résiduel de v , et Kv
une complétion de XK pour v .

On suppose que la courbe @

v2 = x2 + aX + B

est rationnelle sur KV et que V(A) 20 et v(B) > 0 . Soit un point (x1 ’ yl)
de cette courbe, rationnel sur Kv et d'ordre n > 1 .

Oetmt—— -

19 8i p=2 ousi n:,:épr ( r entier >0 ), alors v(x1)>0,
2081 p#2 et n=7p ,alors :

v(x,) 2 - anelp) »  v(y) = - 3nv(p)

avec
3(321‘ - 21‘—2)-'1 :S_]_._ p = 3
y = -
(" - H™ si p#3.

THESOR\EME} Il -~ yl =0 si n=2 et sinon :
V(4A3 + 27B2) + 21v(p) 8i n = pr ou 2pr avec p # 2

v(y)) < % 3

v(4A” + 278%) dans les autres cas.

Si A, Be 2 et si d admet un point (x1 ’ yl) d'ordre > 2 rationnel sur

Q xl _e_t_ y1 sont des entiers et yf divise 4A3 + 2’7B2 .

5e Groupes de Lutz [8].

Nous allons maintenant examiner certains sous-—groupes de 9K fournissant un sys-

teéme fondamental de voisinages de l'origine.

K sera maintenant le complété d'un corps de nombres algébriques pour une valua-—

tion non—archimédienne v . Nous supposerons que u(k) = Z s et nous poserons :
4= {aeK; v(a) >0}
p={aek; v(a) >0}

k=294p .
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1° Donnons-nous une courbe abélienne & , d'équation

2 3 3

Y™ =X+ AX + B A,Bedu, 4A +2’7}32#0.

L'espace projectif -EZ(K) » induit sur le groupe gK » une structure de groupe
topologique et un point (x , y) € & est d’autant plus voisin du zéro de &

(ctest-a-dire du point & 1'infini de « ) que v(x) et v(y) sont plus proches de

- O o

Si (x,y) €8 et si v(x) <0 il existe un entier n(P) >0 tel que :
2
v(x?) = v(3°) = - 6n(p)

ou P désigne le point (x , y) .

m étant un entier > O , nous désignons par 9m 1l'ensemble des points P € $
tels que n(P) >m.

e

Propriétés de 9m N

gm est un sous-groupe de S

(Qm :

~si v(aa® +213%) =0 .

gm+1) = Card k .

Soient deux points P1 et P2 € 9~ 91 $ posons Pi = (xi ’ yi) « Une condition

nézessaire et suffisante pour que P1 et P2 soient zongrus modulo 91 est que :

X

y. =79,

i

x
(modulo p)

et 1l'application (x , y) —=> (X 4, ¥) » o X et y sont les images de x et ¥
dans k , induit un isomorphisme entre 9/91 et le groupe des points rationnels

sur k de la courbe réduite modulo P .

- si v(4A3 + 27B2) =8 >0, et si v(2) = e y une condition suffisante psur que

Pl et P2 soient congrus modulo 'S, est que :

- 1

x, =x, modulo ol(s +2)/2] +e

_ 6+3 !
v, =7, modulo p

Remarque. - D'apres les théordmes de Nagell , si gm posstéde un point d'ordre
fini > 1 , alors m < Tv(p) .

Comme 1) S'% on en déduit que si m > zéfl-, Qm ne peut admettre de point
d'ordre fini > 1 .,

29 Nous allons prendre maintenant un autre systdme fondamental de voisinages de
1t'origine de S,

Nous nous donnerons la courbe abélienne ¢ sous la forme :

Y2=X(X2+CX+D) C,Dey.
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Si (x ’ y) € 3 et si v(x) < 0 9 i1 existe un entier n*(P) >0 tel que
2
v(x?) = v(3°) = - en*(p) .

m étant un entier > O nous désignons par 9; l'ensemble des points P € 8
tels que n*(P) >m .

Propriétés de 9; .

9; est un sous-groupe de $
* o, ¥ -
(gm 2 87,,) =card k.

On suppose v(DG) =0 , o G = C2 - 4D .

Soient deux points P1 ’ P2 € Q8 - 91 » nous poserons
Py= (xg 2 9y) «
Alors une condition nécessaire et suffisante pour que P
modulo 9? est que :

1 et P2 soient congrus

X = X
1 2 modulo (p)

Y1 =9,

et 1l'application (x , y) —> (x , ¥) induit un isomorphisme entre g/gt et le
groupe g* des points rationnels sur k de la courbe réduite modulo p .

6. Limitation de 1'ordre des groupes quotients lorsque J@) ey [4]

Soit la courbe O d4'équation

Y2 = X3 + AX + B,

.
.

Nous pouvons effectuer une transformation birationnelle sur & , pour que

o = inf{3v(a) , 2v(B)} < 12 .

Nous dirons alors que cette équation est primitive.

THﬁORﬁME. - Pour les courbes d telles que j(@) € 4 et pour les formes primi-~
tives de 1l'équation de d , 1l'indice de §

dans © est borné par une constante

o(m , q) indépendante de A et de B

COROLLAIRE. - Si v(6) =0 , si j(@) e® et si & admet une équation primitive
pour lagquelle

v(4a2 + 278°) > ©

1'ordre du sous-groupe de torsi-n de €& divise 4qu(v)

ou Bqu(f) ol

u(v) = [v(p)/4] + 1.

DEFINITION. — m &tant un nombre premier quelconque, nous désignerons par

In(m » K) 1la borne supérieure des index des composantes m~primaires des groupes

Q/Qm pour les formes primitives de 1l'équation des courbes abéliennes

d telles



que J(a) € Y.

Cas particulier. — Nous nous donnons < par 1'équation

Y2=X(X2+CX+D) ’

et nous supposerons B = inf{ZV(C) ’ v(D)} <4.

Nous dirons alors que cette équation est primitive,

PROPOSITION, - Si cette équation est primitive, si v(D2 c) >0 et si j(q) € u,
1l'ensemble 93 des points de © tels que v(x) <0

est un sous—groupe de §

Si de plus v(2) =0 on a :

(6:8) =1, 2 ou 4 et 20c¢g .
COROLLAIRE., — Si & n'est pas une cubique de Tate sur ‘QB ’

® n'admet pas de
point rationnel dlordre impair > 3 .

PROPOSITION, — 3i cette équation est primitive, et si

9 n'est pas une cubique
de Tate sur _g2 N

S n'a pas de point rationnel d'ordre impair > 1 .

7. Etude locale des points d'ordre impair.

Nous allons préciser pour les points d'ordre impair, 1'étude locale des théordmes

de NAGELL en distinguant le cas ou ¢ est une cubique de Tate de celui ol elle

n'en est pas une.

Soit K un corps valué complété d'un corps de nombres algébriques pour une va=-

luation non archimédienne v , et soit une courbe abédlienne

Y2 = X3 + AX + B A,Beyd.

A dt'équation @

Soient X une cl8ture algéurique de K , et gﬁ le groupe des points de
rationnels sur X

Soient o » B » vy les racines de X3 + AX + B . On pose
2 2
a" =f-v2 P =y~-a, ¢ =a-8,

N= -, M =B -9, =48,

c

@ est birationnellement équivalente sur X aux cubiques d'équations :
12 = X(X = b2) (X + c°)

Y2 = x1(X1 = ) (X! + &) (X' =X + ¢9)

Y2 = X"(X" = a2) (X" + b°) (X" = X - b°)

et 1l'invariant modulaire de & est

5(a) = (A + 48)°> SR 48)° _ (a2 4+ 18)°>
kz + 64 A2+ 64 X"z + 64
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Remarque, - ja) e g équivaut a v(h2 +64) € [0, 12v(2)] « En particulier, si

N s A' et A" ne sont pas tous dans 1'anneau des entiers de X ,
bique de Tate.,

d est une cu-

Nous poserons, en désigrant par < une racine carrée de = 1 :
iX i i
7 T em e z?! = - — X? zW = 0 X"
bc * ca ’ ab *

Soit un nombre entier impair n > 1 .

Une condition nécessaire et suffisante pour que =x soit 1'abscisse d'un point

P#£0 de & tel que nP =0 est que z soit racine d'un polynéme en x
2
DA s z) =14t m () B (= 1)(E1)/2 p(n%1)/2
ou les ah(k) appartiennent & Z[\] .

Les éléments irréductibles de l'anneau de polynSmes ZA] , qui divisent le dis—
criminant de Dn(x ,_g) y divisent n()‘.2 +64) .

Si j(@) e, si P #0 est un point de

gﬁ etel que nP =0 , et si x, x!',
x" sont les trois abscisses de P

X ~ be X! ~ ca x" ~ ab

(c'est-a~dire v(x) =
P,

v(be) 5 etc.)y, et y ~ abc , ou y désigne 1l'ordonnée de

Si j(a) est quelconque, on a :

si v(n) =0, x s X' , x" sgsont des entiers de ¥ ,

si v(in) >0 et n = ph avec p premier impair, alors :

inf{v(x) , v(x') , v(z")} > - 2Ph/¢(Ph) .

Nous supposerons maintenant que

équivalente & la cubigue *

& est une cubique de Tate, birationnellement

(5,) y° =g(g® - 258 + 1) ,

Notation. — Pour x € R et n e ¥* , nous désignerons par Han la distance de
X & nZz.

On voit qu'il existe une application ( )n telle que le diagramme suivant soit
commutatif :

{0
v

(-
o]
N

Définition. — Soit une cubique de Tate @ .

p étant 1'idéal maxirmel de 2 , et P un point de & , rationnel sur K , on

appellera caractéristique p—adique de P 5 et on notera xp(P) le nombre ¢

(2,(2))y = lIv®l, -
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8. Propriétés de Xp(P) .

Il

xp(jP)

si nP

(jxp(P))1 .

Il

O, Xp(P)E%go

Soit un point P d'ordre ph dans &= . Si s

e est un entier tel que Ogs<h ,

on a :

(" % (P))
%, (p° P) = ——g}_‘i—g— P

soit un point P d'ordre p > 2 dans le groupe 9-1-{- des points rationnels sur

X d'une cubique de Tate équivalente & G .,

Si y et vy désignent les coordonnées des points P et iP , et si 1P # 0 ,
on a

v(y;) = v(y) = (xp(iP) - xp(P))V(q)

lorsque v(p) = 0 , ou lorsque

iP n'appartient pas a la branche unitaire de &= ,
ou lorsque

K
i n'est pas divisible par p .

COROLLAIRE. -~ Soit un nombre premier p > 3 , et soit un point P d'ordre ph>1

dans le groupe Qﬁ .

Une condition nécessaire et suffisante pour que

branche unitaire de gﬁ (i. ee v(P) # 0 ) est que v(yi) ne soit pas indépendans

de 1 quand 1 parcourt —g*h .
P

P n'gppartiennent pas i la

COROLLAIRE, = On suppose v(K) = Z « Soit un nombre premier p > 3 et soit un

point P d'ordre ph > 1 dans le groupe G o

Si on note vy 1!'ordonnée du point Q =

unités de l'anneau 7 ph—s

ips P, avec 1 € Z;h—s ’ (groug_e_ des
"Z_ )’ on a

8
v(v)) =v(y))er 2.

Notons y} 1'ordonnée du point R, = iph-'1

P, avec i € ~Z; » et désignons par
[x]

le plus petit entier supérieur ou égal au réel =x .

Alors si R1 n'appartient pas i la branche unitaire de 9K les nombres q et

j(A) sont des puissances d'ordre pK d'éléments de K* , et les quotients yi/y1

sont des puissances d'ordre

EEL [p™ Y/v(p) 1} - 1

d'éléments de K¥

9. Relation avec les sommes de puissances.

THEOREME. - Soit une courbe abélienne @ définie sur Q par 1'équation :

Y2 -x3 +ax + B, 4a +21B2£0 .,
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On suppose que QQ admet un point P d'ordre ph avec p premier > 3 et
que : -

Ph > SUP{IP(I ’ 2) ’ Ip(l s 3)} .

h . .
Posons p'h = (p - 1)/2 . 11 existe p] entiers positifs o, ... @, premiers
entre eux deux A deux et un nombre vy € Q¥ tels que si 1€ Zy n'est pas nul, et

si vy désigne l1l'ordonnée du point iP , on ait @

.

(i)ph (i\))ph (p)
yi’V'Y Qfl LN ) a\’ X (Ypl,'l 1Y .

D'autre part, si le nombre premier 7 divise o  on a ¢

v
v_(v)
m=1 (modulo P p
et lorsque h > 1 1le produit o, .. o ... o est divisible par le produit de
nombres premiers < P . h

COROLLAIRE, — Posons Q = ph—v P . Soit zZg 1l'ordonnée du point iQ , avec

ie?Z non nul 3 on a 3
~,V

p (i);v (ip\‘)) y
2, ~vh, P ... A P,
v
9_‘\.1
h—y
Au=n(j)\,=ud§ wp=1...p:),
p

et ou la constante vy est la m8me que ci-dessus.,

THéOﬁEME. - T1 existe un polyn8me universel homogdne

P(Ty 0 Ty s T30 7)) €40 4 Ty 0 Ty T,]

tel que l'existence d'un point rationnel P d'ordre ph sur une courbe abélienne

d , définie sur Q » entraine 1l'existence d!au moins pg solutions rationnelles

distinctes de 1'équation :

hey hey

h—v h—y
Floh 5 o vof sy ) =0

1orsgue Pp>3, ph > sup{Ip(l ’ 2) ’ Ip(l ’ 3)} EE. 0<v<gh,

Indication de la démonstration. — On écrit d'abord une relation d'alignement entre

multiples du point ph~v,IP ne faisant intervenir que les ordonnées de ces points :

Fly() » y(2u) , y(4u) , y(8u)] =0 .

Puis on aprlique le corollaire précédent,

COROLLAIRE, - Soit une courbe abélienne & , définie sur Q » et admettant un

point rationnel P d'ordre ph » avec p premier > 13 et h>1.,




I1 existe un entier universel calculable N tel que si p > 93
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EE_ O<vygh:

- L

2? aPh—v =0

i=0 i

admette au moins p; solutions distinctes (ao cee dn) dans Z .

(1]
[2]
(3]

(4]

(5]

Le]
(7]
L8]
[9]
[10]

L11]

[12]

[13]
L14]
[15]
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