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PROLONGEMENTS DES EIEMENTS ALGEBRIQUES

par Gilles CHRISTOL

Oe Notations.,

E? est le complété de la cl8ture algébrique de -Qp » 4 son anneau des entiers,
M 1'idéal maximal de <& ,
Une fonction analytique bornée sur M sera notée :

f(x) = Z:=O f(n) Xn )

et nous ferons la convention f(n) = 0 si n non entier positif ou nul, on a

ainsi

(xf) ) = £n - 1) et (af/dax)(n)

Il

(n+1)fm + 1) .

Si « appartient au corps des restes E; de gp (c'est=d~dire & la cl8ture al-
gébrique du corps & p &léments), nous notons encore ¢« le représentant multipli-
catif de cet élément dans A , de telle sorte que Blw » 1°) est l'ensemble des

éléments de U qui sont égaux &  modulo M ,

(@) aésigne l'ensemble des &léments algébriques a coefficients dans & (voir

[3])s» ® 1le sous-espace des éléments analytiques sur M (& coefficients dans @ ).

Nous nous proposons de prolonger 3 o (a) 1l'application linéaire 6a (a € ﬂ) ’

définie sur les fonctions analytiques dans d par
6y » T = £(a) = T £y " .

L'intérét est de trouver des prolongements qui posstédent un maximum de propriétés
et qui sont nuls le "moins souvent possible". Le prolongement "a la Krasner" des
é1éments analytiques répond & ces exigences, la manidre dont on peut 1'obtenir [27],

a partir des coefficients f(n) , va nous permettre de le généraliser.

Nous dirons qu'une suite d'entiers h tend multiplicativement vers 1'infini, si

h devient multiple (non nul) de tout nombre fixé, et nous le noterons h x—> = ,

1. zgrtie polaire.

LEMME 1. — Si f appartient & ®(d) , pour tout n entier positif ou négatif et
pour tout o de f; » la suite

h
-1
% oty =f (n,n)

converge quand h tend multiplicativement vers l1l'infini.

(Voir [ 3] pour la démonstration de ce genre de résultat.)
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Nous posons

fa(n) = 1imhx_mfo{n » h) .

Si f est un él1ément analytique, f;(x) = z:;ﬂ fa(n) x° n'est autre que la
partie singuli®re du théordme de Mittag-Leffler associée au trou B(w , 17) . On
vérifie de m8me que, dans ce cas, f;(x)==z;:;l fa(n) " est le développement a
1'infini de cette m8me partie singulidre, multiplide par (- x/o) .

PROPOSITION 2, = Soit L un opérateur différentiel linéaire

L =3 (x)(a/ax)t,

nous notons m(L) = inf[ degré (Pi) -i].si fa(n) =0, pour -=m(L) £n<o0,
alors

(Lf)a = L(fa) .

Un calcul élémentaire montre qu'en général L(fa) et (Lf)a diffdrent d'un po-
lyn8me de degré m(L) = 1 «

PROPOSITION 3. — Si f est un élément algébrique, il en est de mBme de f; et
de f_ .
de £ (1/x)

On construit explicitement les automates associds a f; et £~ & partir de
o
celui qui définit f .

2e Prolongements,

IEMME 4, - Si f gppartient 3 ©(Q) , la limite

(0 asm) ==t 27t [ar(ar)/(1 - x) 10

existe pour tout a tel que la‘ =1, et 1la fonction

(f » a)(x) = §=O(f » 8y h)Xh

est un élément analytique.

On dira que deux fonctions analytiques sur B(O , 17) sont congrues modulo H

si elles diffdrent d'un é1ément analytique sur B(0O , 1+) .
Si f appartient & ¥ , on vérifie que
(£ - 1_)(a) )
(f ’ a)(x) =——x modulo H pour a € B(a s 1 )
c'est-a=dire que le comportement de (f - h) s pour h grand, nous donne le

prolongement de f au point a , si celui-ci existe (fa =0) .

PROPOSITION 5. = Si Lx =2 Pi(x)(d/dx)i est un opérateur différentiel tel que
m(L) <0 , alors pour tout f de @) , on a :

(fo » a) = La(f s &) med H)

’
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en fait, si m(L) >0 , (Lx f,a)- La(f » a) est un polyn8me en a de degré au
plus m(L) -1 .

PROPOSITION 6o, - On a en outre :

(f(xp) ’ a) = x(f ’ ap) (mod H) .

A partir des propositions précédentes, on voit qu'on peut construire un prolonge-
ment respectant les équations différentielles a partir d'une forme linéaire £ sur
# s nulle sur les fonctions analytiques de B(O 2 1+) en posant f(a) = B((f ’ a».

Pour que ce prolongement respecte le "Frobenius", il faudra en outre que
£(xf) = () .

Si f est prolongeable dagﬁ une couronne suffisante du disque B(1 » 17) , on
-1

sait [1] que la suite 1/h Zn%h f{n) converge quand h tend multiplicativement

vers l'infini, cette application linéaire nous donners un prolongement respectant

le Frobenius, malheureusement elle n'est pas partout définie et pas bormée.

I1 semble (voir exemple 1) qu'il est impossible de trouver un prolongement borné
(et donc partout défini) qui respecte le Frobenius. Si on ne tient pas 3 cette der—

niére propriété, il suffit de prendre

£(f) = lim ) ;

ctest ce prolongement que nous avons utilisé dans le cas des éléments analytiques

[2])e Mais on peut faire d'autre choix, par exemple :

£(f) = [(1 - x)(f - £)](1)

ou le deuxiéme membre sentend au sens du prolongement des éléments analytiques : la

partie singuligre se prolongeant par O .

3¢ Exemples.
Nous utilisons un prolongement borné.
3e1le ™ appartient a (DQi) » et est solution de 1'équation différentielle
f' «nf =0 5, qui a un m(L) nul. Dans un disque Bla » 17) » le prolongement

devra donc satisfaire & f(a) = ¢ en\@@ « Comme eTTX =1 (mod n) » on trouve que
c =1 (modn).
2
modulo 1 , on a
n
e™ =1 + mp(x) » avec o(x) = Z;;O =

on trouve alors

(@sa:h)=zf1:2(apn-dpn)+(@'dlh) (mOdP)r

ce qui donne

e(a) = ola) + Zn(axpn - apn) .
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En particulier, si on choisi £(f) = lim , fh) » on trouve o(e) =0 .

Remarque. — On a o(xP) = @(x) = x , or ici o(aPf) =w(a) - a + o (mod p) :
notre prolongement ne respecte pas le Frobenius ! Une technique du genre envisagé
ne peut donner de résultat : 1l'équation q:p - ® =1 n'ayant pas de solution dans
P

P

3.2, La fonction F(x) = 2;20(1é2)2 xd  est 1l'unique solution bornée dans 1le
disque B(0 » 17) de 1'équation différentielle :

x(1 - x)f" + (1 - 2x)f* - (1/4)f =0,

dont le m(L) est nul. D'autre part, F(x) appartient & O() comme carré
d'Hadamard d'une fonction algébrique. Son prolongement TF(a) est donc solution
dans le disque By » 1) de la m8me équation. Or dans chacun de ces disques il
n'y a qu'une solution bornée au plus. F(a) est donc cette solution & une constan—
te multiplicative prés. Il faut vérifier que cette constante n'est pas nulle. DWORK
a démontré [4] |

F(x) = g(z) F(x*) (mod p) » ou &(x) = Zgzgl)/Z(lgz)Z xJ

ctest=a~dire, en posant P(x) = g(x) g(xp) coe g(xph) ’

h 2h
7(x) = P(x) P(xP ) F(x ) (mod p) »

ce qui peut aussi s'écrire

F{n + mph) =PMn) Pm) pour n et m< ph o

I1 vient alors, pour h assez grand multiplicativement ¢

h h h
F(a) = P(a)[P(af ) + &P P(aP )] (mod p) »

clest-d~dire que F(a) n'est nul modulo p que si P(a) = 0 (mod p) ou si

P(aP ) + a?> P(aPh) =0 (mod p) , la premidre condition correspond au cas g(o)=0
ou g(ap) = 0 5 clest—=3d-dire aux points singuliers ou & leur puissance p—idme, car
ces points sont dans F , . La deuxidme correspond au cas P(y) + oP'(a) = O ,
clestma-dire 3 gla) + ag'(a) =0 .
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