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FONCTIONS ANALYTIQUES DE KRASNER-TATE

Jean-Paul BEZIVIN

Groupe d’Etude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, P. ROBBA)
2e annee, 1974/75, n° 4, 7 p. 25 novembre 1974

Dans tout ce qui suit, on considerera un corps K ultramétrique, complet, algé-

briquement clos, et maximalement complet [6] ; les notions d’infraconnexes, de

trous, d’enveloppes sont définies dans [lJ ; la notion de quasi connexe est définie
dans [53*

1. Rappels sur la theorie de Tate ([3]t et [8~]).

On commence par etudier les algebres de Banach K(X  , ... , des series

restreintes en X J ... ,X , c’ est-a-dire les séries 03A3v a X , 
a 
v 

tendant vers zero suivant le filtre des complementaires des parties finies de

Nn .

On démontre que toute algèbre A = K(Xl ’ ... , Xn} , que 1’ on appellera topolo-
giquement est noeth4rienne , et que tout idéal I de A est fermé.

On appelle algebre topologiquement de type fini tout quotient d’une algèbre topo-
logiquement pure par un ideal.

On note, si B est topologiquement de type fini, par X l’ensemble des ideaux

maximaux de B . On sait que si x EX, alors B/(x) = K . On en deduit donc que
tout f E B se realise comme fonction sur X , a valeurs dans K , en posant

f(x) = image de f dans B/(x) .

Enfin, on montre que X s’identifie a une partie de U est Ie disque
unite "ferméll.

Pour obtenir les espaces analytiques~rigides, on effectue des recollements de

tels spectres maximaux d’algèbres topologiquement de type fini, plus précisément,
on se donne un espace topologique X , et un recouvrement de X par des ouverts

Xi , possedant (entre autres) comme propriétés d’ tre isomorphes a des spectres ma-
ximaux d’ algebres topologiquement de type fini B..

On appelle fonction analytique sur X , toute fonction f de X --&#x3E; K telle que

f/xi = Bi , V i . On notera 03B1(X) cet ensemble ; pour tout recouvrement y. de

X , compatible avec Ie recouvrement (Xi) , on montre que 1’espace des fonctions
analytiques est le même.

2. La théorie de Krasner [5].

Soit D un sous-ensemble de K. On note H(D) Ie complete pour la topologie de
la convergence uniforme sur D , de 1’espace K(D) des fractions rationnelles sans

dans D. H(D) sera l’espace des elements analytiques sur D .
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Si D est quasi connexe, on dira que f est analytique sur D si, et seulement

si, il existe une famille Di de quasi-connexes, tels que D. 1 soit enchatnee, de

reunion D ~ et si f/Dt E Vi.

3. Les algebres de Krasner-Tate. 

Les algèbres d’ elements analytiques sur un fermé borne de K ~ qui sont isomor-

phes a une algebre de Tate, ont ete etudiees par ESCASSUT. On retrouve ici certains
de ses résultats ([1] et [2J).

Définition. - On dira qu’un ferme borne de K est ultracirconférencié s’il est

reunion finie d’ infraconnexes fermes bornés, dont le diamètre appartient a 

n’ ayant qu’un nombre fini de trous, dont le diamètre est dans 

On sait qu’un ferme borne ultracirconferencie est quasi connexe si, et seulement

si, il est infraconnexe.

THEOREME. - Soit une algebre de Banach H(D) J ou D est un quasi-connexe ;
alors,

H(D) est une algebre de Krasner-Tate ====&#x3E; D est ultracirconférencié.

THEOREME. - Si D est ultracirconférencié, H(D) est une algebre principale,
tout idéal de D etant engendré par un polynôme dont tous les zeros sont dans D .

4. Les fonctions analytiques de Krasner-Tate.

On va étudier ici des espaces de fonctions analytiques de Krasner, sur un quasi-

connexe, qui sont aussi des fonctions analytiques rigides au sens de TATE.

II faut done munir D d’une structure d’espace analytique rigide. On va se 1&#x26;-

miter au cas ou la structure rigide de D va 8tre realisee par recollement de

ou Di est un quasi-connexe ultracirconférencié.

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION. - Pour que D soit un tel quasi-connexe, il faut et il suffit que
D soit reunion enchatnee de quasi-connexes fermes bornes ultracirconferencies.

11 est clair que la condition est necessaire : si la famille D. 1 n’était pas en-

chaînée, il existerait au moins deux composantes quasi connexes de D, ce qui est

impossible $ car alors la fonction, égale a 1 sur l’une d’entre elles, et à 0

sur 1’ autre, serait dans d’ apres donc dans A(l)) ~

Réciproquement, il est tout d’ abord clair que A(D) . Le fait que

va résulter du lemme suivant.
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LEMME. 2014 Soit D un quasi-connexe fermé borné, ultracirconferencie. Si f E A(D) ,
alors f E H(D) .

Comme f est analytique sur D, il existe une famille D03BB , 03BB E A , de quasi-
connexes tels que f/D03BB E H(D03BB) , ~ 03BB , la famille etant enchaînée.

Si on choisit deux points a, bED, tels que b j = 6(D) , 8(D) etant le

diamètre de D, et des points (y. appartenant aux circonférences des trous de D ,

il existe F quasi connexe, union finie enchaînée de DÀ’ X E A , tel que

a , b , F et, par suite, les trous de F seront tous les trous de D, avec

peut-~tre d’ autres. On sait que f/F E H(F) (cf. [7~]).

D’après le théorème de Mittag-Leffler [7], on a

comme K est maximalement complete si T E et f’T = 0 . Donc

ce qui démontre le lemme.

On a là un exemple d’un quasi-connexe D tel que H(D) = A(D) , mais il en exis-
te d’ autres, qui ne sont pas ultracirconferencies : par exemple,

ou b E K ~ ~ jb) &#x3E; 1 ; si f e A(D) , f est un element analytique sur un quasi-
connexe D’ , (0 , D’ ; D’ possède alors tous les trous de D , avec peut-
être d’ autres en plus. On a

car K est maximalement complet, d’ou

Si K n’est pas maximalement complet, on ne peui pas dire grand chose. Par exem-

ple, les fonctions analytiques rigides sur K tout entier sont les series entieres

convergeant dans tout K ; par contre ~ il existe des fonctions analytiques au sens

de KRASNER sur K tout entier, non developpables en serie entiere.

5.

On va maintenant etudier des espaces analogues. On «ra prendre D quasi connexe,
tel que :

(i) il existe une suite croissante de D~ quasi-connexes ultracirconferencies de

reunion D ,

(ii) D est reunion croissante d’une suite de quasi-connexes ultracirconfé-

renciés, tel que n’ait aucun trou contenu dans Dk+ 1 ,
Quand on en aura besoin, on pourra toujours supposer que (ii) est verifiee.
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On rappe lle ici un résultat de ROBBA [7].

PROPOSITION. - Si A et B sont deux infraconnexes, A C B , et si A n’a

aucun trou inclus dans B, alors H(B) est dense dans H(A) .

PROPOSITION. - Si D est un quasi-connexe ultracirconférencié, il existe

k0 tel que

Comme les quasi-connexes ultracirconférenciés sont stables par intersection finie,

il suffit de démontrer le lemme suivant.

Si D’ est un quasi-connexe ultracirconférencié, et si D est une

suite croissante de quasi-connexes ultracirconférenciés, de reunion D’ (Dk)
est stationnaire à partir d’un certain rang.

D’ a un nombre fini de trous, les diametres des trous sont dans et le

diametre de D’ est dans donc il existe k 0
k ~ k0 ===&#x3E; Dk a tous le s trous avec peut-~t re d ! aut re s ;

s’ il n’ en a pas, c’ est termine.

Sinon, soit T C D’ un des trous de en choisissant 03B1 ~ T , on fait frac-

tionner le trou T en d’ autres trous plus petits dans Dk tels que 03B1 ~ D- *
Si 1’ operation pouvait se poursuivre indéfiniment, il existerait une suite crois-

sante k , et des trous T de Th, tels que T ; or l’intersection

des T n serait non vide, car K est maximalement complet. Soit a dans cette

intersection, 0153 E T ~ D , donc a mais cy 4 D (contradiction) , d’ou
le résultat.

COROLLAIRE. - A(D) est muni d’une topologie naturelle, celle de la convergence

uniforme sur toute partie quasi connexe ultracirconferenciee de D , Cette topolo-
gie est métrisable, et A(D) est complet pour cette topologie.

C’est clair.

On va maintenant etudier les ideaux de A(D) .

PROPOSITION. - Soit r un ensemble tel que r = rn D soit fini pour tout n.
- - . n n .rW ~ .. " -"

On note r l’ensemble des points de r muni de multiplicités. Alors il existe
f E A~D~ ~ f ~ 0 , et telle que 1’ensemble des zeros de f contienne r .

On note Pk le polynôme unitaire ayant exactement pour zero les points de
affectes des multiplicites, et on pose 0 == Pl P2 ... Pn ,

On va définir, par recurrence , une suite d’éléments analytiques sur D n vérifiant

ou E n est une suite decroissante tendant vers avec
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£1  lip 1111 ’ et telle que ~ divise ~ dans pour 

On part de gl 
= g2’ ° ° ° ’ % ’ et 

~ = ~ an’ an E et on = "n ?n ’ avec

’n E R(D 1). Or 03B1n/Pn+1 E R(D ) , et on que R(D 1) est dense dans

H(D ) , il existe done t’ n appro chant 03B1n/Pn+1 en norme II d 1 aussi près que

l’on veut, d’où gn+1 .

Si pest fixé, appartenant à N , la suite g J n # P , est de Cauchy dans
-- n

H(D ) , done converge vers f E R(D ) . II est clair que la famille fest cohé-
p p p p

rente, et définit une fonction analytique sur D , sait f ; d’autre part, Qp
divise gn’ V n % p ,d’oo. Qp divise f , ’lip, et enfin,

assure que

On ne peut pas assurer que cette fonction ne possède pour zero que les points de

r .

PROPOSITION. - Soient fl’ f2 elements de A(D) , tels que l’intersection des
ensembles de leurszérossoient vides, alors il existe g2 E A(D) tels que

g1 f1 + g2 f2 = 1 .

Oil mon-tre tout d’ abord que Ie H(Dk)-module des (c1 , c2) , tels que

est f2 ’ fl)H(~) .
D’autre part, et sont dans H(Dk) , qui est principal; donc i1

existe ~i,k’ i = 1 , 2, dans tel que °2,k f2 = 1 .
0n va montrer, par récurrence, l’existence de deux suites vérifiant

1,

est une suite tendant vers zero, et telles que gl,k f2 = 1 pour

tout k.

Supposons les deux suites construites jusqu’ au rang n ; il en resulte que

Mais est dense dans H(Dn) ; on choisit x E tel que 

soit assez petit, de façon que

satisfassent aux conditions posees.

Les suites g, i,n sont alors de Cauchy dans chaque H(D ) , p n ~ p , d’où les

fonctions g et f2 ’
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COROLLAIRE 1. - On a la même proposition pour n fonctions.

COROLLAIRE 2. - S’il existe h tel que h possède pour zeros 1’ intersection des

zeros de f : f2 , f (avec les multiplicites adéquates), alors il existe

g1, g2 , ... , A(D) tels g. J. f. 1. = h .

PROPOSITION. - Tout ideal de A(D) de type fini est fermé pour la topologie de

A(D) .

En effet, supposons, pour simplifier, I définit par deux fonctions fl’ f2 ,
et soit g E 1 . 11 est clair qu’alors g appartient a 1 ideal de H(Dk) engendré

par les restrictions de f et f2 à Dk . I1 existe donc 03C60,k H(Dk) tels que

q) 1,k f 1 + f == g sur On termine 

On va maintenant enoncer une conjecture.

CONJECTURE. - Soit D un quasi-connexe union croissante de Dk ultracirconfé-

rencies. Soit r un ensemble de points de D , tel que r n D soit fini pour tout

n (on suppose r muni de multiplicites). Alors il existe une fonction analytique
h admettant exactement les points de r pour zeros.

On sait que la conjecture est vraie si D = K , si D est un disque de K , si

D est un quasi-connexe ayant un nombre fini de trous.

On se place desonnais dans le cas de D vérifiant la conjecture.

PROPOSITION. - Tout ideal de type f ini de A(D) est principal.

C’est clair.

Definition. - Une T-famille sera une collection 2: d’ ensembles r de D, tels

que fnD 
n 

soient finis pour tout n, (munis de multiplicites) possedant les pro-
priétés suivantes.

PROPOSITION. - Etant donnee une T-famille 03A3 , il existe une T-famille maximale

qui contient E (maximale pour 1’inclusion).

Exemples. - Si 
a 
= r~ est une T-famille maximale.

On dira qu’ une T-famille E est de type I s’ il existe a ED, telle que

03C3 = type II dans Ie cas contraire. On montre facilement qu’ il existe des

T-familles maximales qui ne sont pas des S et que tous les ensembles composant L:
Of

de type II sont infinis.
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PROPOSITION. - Si ~ est une T-famille maximale, on pose

en notant 1’ensemble des zeros de f (avec multiplicités). Alors est

un ideal maximal de A(D). D’autre part, si M est un ideal maximal de A(D) , on

pose

est une T-famille maximale, et les deux applications S --&#x3E; [L(I:) et

ML .2014&#x3E; sont deux bijections réciproques de l’ensemble des T-familles maxima-

les sur I* ensemble de s ideaux maximaux de A(D) .

D’ autre part, on a la proposition suivante.

PROPOSITION. - Un idéal m maximal de A(D) est principal si, et seulement si,
il e st de type I .

On en deduit le résultat suivant :

PROPOSITION. - Si D et D’ vérifient les conditions de la conjecture, une con-

dition necessaire et suffisante pour qutil existe une fonction f bi-analytique de
D sur D’ , est que A(D) et A(D’) soient algébriquement isomorphes.
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