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PROLON GEMENT ANALYTIQUE p-ADIQUE EFFECTIF

Daniel BARSKY

Groupe d’étude d’Analyse ultrametrique
(Y. AMICE, P. ROBBA)
2e annee, 1974/75, n° 3, 10 p. 4 novembre et 16 décembre 1974

o. Introduction.

Soit F(X) -. a ~ une série de Taylor convergeant dans un disque B(0 , p)
de C (complete de la cl8ture algébrique de Qp ). KRaSNER [6] a défini une clas-
se d’ensembles, les quasi connexes, et une famille de fonctions, les elements analy-

tiques , pour pouvoir effectuer le prolongement analyrtique de F sur un ensemble

plus grand que B(0 , p) . Mais, jusqu’ a maintenant, etant donne un point 
on ne peut pas savoir, en regle générale, s’il existe un quasi connexe contenant

et a, et un element analytique sur ce quasi connexe coïncidant avec F

sur B(0 ~ p) (AMICE [ 1~ et CHRISTOL ~3~ ont donne des reponses partielles a cette

question). Je donne un procédé régulier qui, en un nombre fini d’ 6tapes, permet de
savoir si F est prolongeable en a , et de donner sa valeur en ce point. Ce pro-

cede consiste en fait a rendre effectif une forme faible du théorème de 

Mffler ([6J On donne ensuite, d’ une part, une indication sur l’utilisa-

tion de ce procédé de prolongement analytique pour etudier les propriétés du pro-
duit de Hadamard de deux elements analytiques, et d’ autre part, une generalisation
de ce procédé a certain type d’ infra-connexes [7]. On montre enfin, dans le dernier

paragraphe, comment les calculs faits dans les paragraphes precedents peuvent @tre

utilises pour trouver des congruences entre coefficients de series de Taylor.

1. Notations.

La lettre p désigne un nombre premier, C , Z , R y N, Z ont leur

signification habituelle. On note ( ) le polyn8me (x(x - 1) ... (x - n + 
Si x e C et B(x , p") == (z E C ; )x - z f  p) on 1’ appellera le

disque ouvert de centre x et de rayon p ; B(x , p ) == (z E C ; )x - z) : p)
on 1’ appellera le disque fermé de centre x et de rayon p ;

on 1’ appellera la couronne de centre x et de rayon p . Les valeurs absolues sur

C t , Z sont normalisées p ax | p| - p 1 . Les lettres grecques désignentC , Q. , Z sont normaliséee par p = p . Lea lettres grecques désignent

des nombres reels. 81 Fest une application de C ~ C dans C , on note- 

-p-p

2, Rappels.

DEFINITION 1 L6]j. - Un sous-ensemble C de C est quasi connexe si, pour tout

point a = C , I* application de (jC - C) n B(a , p) dans R+ definie par
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y ~ ly - al a pour image un ensemble de la forme 03B12 ,..., an} u p j

{03B11 ,..., 03B1n} est l’ensemble fini constitue par 03B11 ,..., an avec

Les couronnes U(a , 03B1i) sent appelées les couronnes exceptionnelles (ie C re-

lativement a a .

DEFINITION 2 [6]. - Un element analytique ?(x) sur Ie quasi connexe C c: c

est la limite uniforme sur C d’une suite de fractions rationnelles sans pôles
dans C ~

DEFINITION 3 ([.6] et [7~}). - Une fonction analytique sur un sous-ensemble C ci jc
est la donnée d’une suite croissante de quasi connexes (Cn)n~N et pour chaque Cpn
d’un element analytique F sur Cn , tels que C = U G et F = F sur

C n C . 
""

n m

DEFINITION 4 L?3. - Soil (5 un quasi connexe de jC . La famille S des trous

de C est 1’ensemble des disques T contenus dans jC -* C tels que, si D est

un disque vérifiant T c: D c: c - C , alors T == D .
’ 
~~ ~ 

~* 

On note H(c) 1’ensemble des elements analytiques sur Ie quasi connexe C ~ qui
sont nuls a l’infini si C n’est pas borne. Soient C et C’ deux sous-ensembles

de C tels que C n 03C6 . Soient F une fonction analytique sur (5 , et F’

une fonction analytique sur C’ . On dit que F’ est Ie prolongement analytique (ie

F a C’ si F == F’ sur C n C’ . On montre [6 ] que, comme dans Ie cas complexe,
Ie prolongement est unique si C n C~ est un voisinage.

DEFINITION 5 ([6] et [7 3). - Soil (3 un quasi connexe. Un trou intérieur T? de
(3 est, soil un trou réduit a un point, soil un disque ouvert maximal contenu dans
un trou (ie C . On note 0 la famille des trous intérieurs (ie C .

THÉORÈME (A) ([6] et [7]). - Soil C un quasi connexe (Ie Cp , et soil
F e H(C) , Soil 0 la famille des trous intérieurs de C . A chaque trou inte!-
rieur T , on associe un element analytique F- E H(C 2014 T) , caractérisé par la
propriété : F - F se prolonge analytiquement sur T . Alors on a F = 03A3T~ FT ,

la série du second membre converge unifonnément sur C suivant Ie filtre des com-

plémentaires des parties finies ety de plus, ~F~ == sup 0~F~C_ T.
T~~ 2014p

Autrement dit H(C) est la somme directe topologique des H(C 2014 T) pour

T ~ ~ . 
"

THEOREM (B) [7]. - Soil B == B(0 , 1*’) . Une condition nécessaire et suffisante

pour que F(x) = Z n0 a X soil un element analytique sur B est que la suite

(a ) n&#x3E;0 soil presque périodique. C’est-à-dire que, pour tout e &#x3E; 0 , il existe
""~ 

-- -. - 

.. 
-- - 

-- . 
- .... - 

, 
n0 ~ N et T ~ N tels pour tout n :&#x3E; n0 , )a - am)  e .
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On dit que la suite (a ) est purement presque-periodique si, pour tout e&#x3E;0~
201420142014201420142014-201420142014"20142014-20142014201420142014’2014

on peut choisir n- == 0 .

THÉORÈME (C) [7 ]. - Si la F(x) == a Xn converge dans 

c’est-à-dire si limn|an I = 1/03C1 et si lim 
n-+t-x&#x3E; 

fa ! n / p = 0 , alors F n’ est pas

prolongeable analytiquement au-delà du disque B(O , p+) .

THÉORÈME (D) [7 ]. - Si la série F(X) = a Xn a pour rayon de convergence

p = 1/lim n|an| , et si alors F n’est pas :prolongeable
analytiquement au-delà de son disque de convergence B(O , p) .

THÉORÈME (E) [7]. - Si F est un element analytique sur Tin quasi connexe e =’ B ,

alors F est un element analytique sur B.

3. Prolongement analytique effectif.

Soit F(X) = 03A3n0 a X e C [[X]] . Oil cherche si F est prolongeable analyti-

quement en dehors du disque de convergence de F . On peut supposer que Ie disque
de convergence de F est B(O ,p-) et que (log(p)/log(p)) G Q , sinon, d’après
les théorèmes (C) et F ne serait pas prolongeable analytiquement au-delà de

son disque de convergence. On peut done supposer que F a pour disque de conver-

gence B = B(O , 1**) . On se propose de résoudre Ie problème suivant : Soit
b E C -- B , existe-t-il un quasi connexe C contenant b et B , et un élément

"""P 
_ _

analytique F sur C tels que F = F sur B.

D’après Ie théorème (E) , si F est prolongeable analytiquement au-delà de B ,

F est un élément analytique sur B. Done, d’après Ie théorème (A) , il existe deux

éléments analytiques F1 E U(O , 1)) et 1~)) tels que

F == F 1 + F 2 et

En effet, les trous interieurs de B sont d’une part le trou a l’ infini

C - B(0 , 1+) , d’autre part les disques disjoints B(a , 1-) ou |a| -- 1 . Soit

T un trou interieur de B de la forme B(a , l") avec jaj -- I , et soit

H(C - T?) . On a alors,

avec

LEMME

Posons

et~
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Soil 3~ Ie filtre des complementaires des parties multiplicativement finies

est le filtre engendré par les rN* , ou n e N* . Soit a 1’application

de Z dans (1, - 1) définie par == 1 si n ~ 0 , et a(n) = 2014 1 si

n  0 . On a alo rs uniformément en n :

ou la notation lim 
m- 

designe la limite suivant Ie 

Autrement dit, pour tout e &#x3E; 0 , il existe un entier h e N* tel que, pour tout

n ~ Z y pour tout k e Z , a - a(n + kh) a .. j |  ~ . En effet, on a

ou encore

Soit 
k 

E &#x3E; 0 , choisissons 
. 

E N~ 
. 

de telle sorte que, pour k ~E z ~ on ait

1 - E . C’ est toujours osslble, car Ie corps résiduel de C est la c1Q--

ture algebrique F de F (corps a p elements). Choisissons un entier h &#x3E; 0
^-p ~p 1

de telle sorte que

( . ~ ~ ~ ~ E pour tout k E Z et pour tout x E Z ,
1 - jL2014’l" p 

- 
p 

’-~p

c’est possible la fonction x --&#x3E; (~~ est une fonction continue de Z dans
n 2014p

Z , done uniformement continue, et même lipschitzienne [2]. On a alors, pour tout
entier k E Z et tout entier n E Z :

LEMME 2. - Soil F un element analytique sur .£p - u , nul a 1’infini. jS~
F(X) = 03A3n0 an Xn pour Ix I  1 et F(X) = X-n pour Ix I &#x3E; 1 ,

on a uniformément, pour n E Z :

Réciproquement, si deux series de Taylor,
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vérifient les conditions ci-dessus, alors il existe un element analytique F sur

C - U tel sur B sur jC - B(0 ~ 1~) .

En effet, soit e &#x3E; 0 , il existe une fraction rationnelle R 6 (x) n’ ayant que

des p8les de norme 1 telle que JR - Si

R~(X) = 03A3n0 an(~)Xn pour |X| I  1, R~(x) = 03A3n1 a-n(~)X-n pour |X| I &#x3E; 1 ,

alors, d’ apr8s le lemme 1, il existe un entier h &#x3E; 0 tel que, pour tout t E Z

et pour tout k E Z , on ait :

Comme oil a aussi, pour tout n e Z , a - a (~)|  E , la premiere partie du
lemme est démontrée.

Réciproquement, si les séries,

F 1 (X) = pour tx) I  1 et = a -n X"" pour lx I &#x3E; 1 ,

vérifient les conditions du lemme 2, alors il existe un entier h &#x3E; 0 tel que la

fraction rationnelle = (ao + a X + ... + X~ vérifie

II~ - et II~ - 
p 
-B(0,1+) ’5 ~ 

LEMME 3. - F(X) = 03A3n0 a xn est un element analytique sur B(0 , 1+) si, et

seulement si, lim 
n/+m 

a 
n 

= 0 .

C’est clair

THEOREMS 1. - Soit F(x) = 03A3n0 a X un element analytique sur B , et soil

F == F + sa decomposition suivant H(C - U) et 1 )) . Si

F1(X) = pour et F1(X) = pour &#x3E; 1 ,

alors on a :

(i) cr (t) a. (l) == l~~x-&#x3E;+~ ~~ ~ ~~ 

(ii) an(2) == an - an(1) pour n ~ N .

Réciproquement, s’ il existe des fonctions

~1~~ " ~-n~~ ~ ~2~~ " "n~~ Pour tx)  1 .
verifiant les conditions (i) et (ii) pour t ~ alors P. = H(c - U),

F2 ~ H(B(0 , 1 ) , F == F + sur 13 , et

La premiere partie du théorème decoule des lemmes 2 et 3. La deuxième partie pro-
vient de ce que la condition (i) pour implique que F E H(B) (théorème

- 1

(B)). Les conditions (i) et (ii), pour t impliquent que lim 
n~+~ 

a (2) = 0 ;
en effet, pour tout e &#x3E; 0 , il existe tel que, pour tout k ~ N et tout
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Done, == 1 , a ~. - a n (1)1 ~ E ta n+ } 1 (1) - a n (1)B ~ . E , done
!a (2) ) E pour n  h , donc F 2 ~ H(B(0 , 1+) . Comme F 1 = H(B) , la première
partie du théorème implique que : La limite suivante existe et est uniforme pour

La condition (i) implique que

et donc que F E H(C - u) . Le reste du théorème est evident (théorème (A)).
1 -p

Soit a n Xn un element analytique sur B, et soit b ~ B . Peut-on

prolonger analytiquement F en b, autrement dit existe-t-il un quasi connexe (3

contenant B et b, et un element analytique F sur C tel que F = F ? On sait,

[6], que tout quasi connexe est transforme en un quasi connexe par une transforma-
tion homographique. Si X ---&#x3E; h(X) est une transformation homographique, elle

transforme une suite de fractions rationnelles sans p6les dans le quasi connexe C

convergeant uniformement sur C en une suite de fractions rationnelles sans p81es
dans h(C) convergeant uniformement dans h(C) [6J. Le problème est donc inva-
riant par les transformations homographiques. Par conséquent, en faisant le change-
ment de variable X --&#x3E; X/( 1 - (X/b)) , on se ramène au cas où C contient le point
a l’ infini de C et ou b est le point a l’ infini de C . Done si F est pro-

longeable analytiquement a l’ infini, il doit necessairement exister un nombre fini

de couronnes U~0 , Pl) , P2) , ... , U(O , p ~ avec 1 = 

( B est invariant globalement par le changement de variable) et un nombre fini
d’elements analytiques F 

1 
E p )) y1 i* 1

F 1 E H(C u c’est-à-dire que F 
1 

se reduit a une constante (c’est le1 ~ n+1
theoreme (A)). En outre, on a F = F 1 + F 2 + , .. + Fn + F n + 1 sur

F = F sur B et

Gn obtient F, par application répétée du théorème I, La valeur de F a 

ni est ~

De la la règle pratique pour savoir si F est prolongeable analytiquement au

point b ~ B . On effectue le changement de variable Y = X/(1 - (X/b)) . On pose

On vérifie que la limite suivante est uniforme en n : lim 
. 

a 
n+m 

= a n (1) .
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On pose F1(Y~ _ an(1~ ~ ’ on pose bn(1~ = n - an(1~ . On 

F n’est pas prolongeable analytiquement au-delà de 03C1+2) . Sinon, so it

r1 E £p tel que r [ = posons

si cette limite existe et est unif orme en n . Si la limite n’ existe pas ou n’est

pas uniforme en 11 , F n’est pas prolongeable analytiquement au-delà de B(0,p+2) .
Sinon on pose

On pose b (2) .- b (1) - rn1 a ~ 2~ , puis, par récurrence, on définit des nombresn n ~ n

b n(i) , p . 1, r . e t + 1) e t une fonction F . 
1 

de la manière suivante:
n 1+1 2+ n J.+

ou bien (log(p. e t F n° est pas prolongeable analytiquement au-
, . 

1+ 
+ 

~ 

.. , ndelà du disque p: 1) !) au. bien. 1im 
n~+~ lb n(i)| 03C1ni+1 == 0 et F n’est pas

prolongeable analytiquement au-delà du disque pt J..+ 1) . Sinon soit r. 1+ 1 ~ Cp
tel que ir. 1+ 11 - p. 1+ 1 3 ou bien r-ni+1 limn-x-&#x3E;+~ bn+m(i) rn+mi+1 n’existe pas, ou

bien cette limite n’est pas uniforme en n , et alors F n’est pas prolongeable

analytiquement au-dela du disque Si cette limite existe et est uni-

forme en n , on pose

et

Si F est prolongeable à 1’infini la récurrence doit s’arrêter au bout d’un

nombre fini d’4tapes. Done il doit exister k e N tel que b (k + 1) = 0 si

n &#x3E;, 1 , et b (k + 1) est la valeur de F à l’infini, c’est-à-dire la valeur de

F au point b.

Les couronnes U(0 , p . ) (1  i $ k) sont appelées les couronnes exceptionnel-
les de F (relativement à 0 ). On voit done que 1’on a rendu effectif le théorème
(A) (de Mittag-Löffler) pour des quasi connexes du type C - U . U(0 , p . ) , et

**~p 1

que ces quasi connexes sont suffisants pour effectuer Ie prolongement analytique de

F . On tire des considérations précédentes Ie corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Pour que F(X) = 2 a r (’lIS)a ) = l) soil prolongeable

analytiquement au point il faut et il suffit que

so it prolongeable analytiquement a l’infini, et pour qu’il en soit ainsi, il faut

et il suff it que pui sse décomposer, pour tout n  0 , b en une sosme de
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k + 1 termes ( k ne depend pas d e n ) :

avec lim|bj |1/n = P. (1  i  k) , ou E £, 1=03C1103C12...03C1k+~ ,
’2014201420142014 1""""’" "2014, 

-L. 

_ ., y. / IlB r K
lim 03C1ni||bi,n| ~ 0 , si C avec Ir.l::: p. , la suite (bi,n/rni)n0 est pure-

ment presque-périodique, et bk , 

= 0 si n  1 .
:J.:. ~.20142014201420142014~~~- 2014 

-

Remarque 1. - Ce corollaire permet de donner des propriétés 
du produit de Hada-

mard (Ie deux elements analytique8 F et G . Rappelons que, si F(X) = 03A3n0 a xn
et G(X) = I b Ie produit de Hadamard F 0 G de F , et G est défini

n:&#x3E;0 n

par F 0 G(X) = ¿ 
n0 

a 
n 
b 
n 

Supposons que F et 0 soient prolongeables ana-

lytiquement à 1 ’infini, que an 
= a0,n +...+ak,n+ak+1,n , bn=b0,n+...bk’,n+bk’+1,n.

Si Pi (1 $ 1 .$ k) (resp. (1 ~ i ;: k’)) désigne les rayons des couronnes

exceptionnelles de F (resp. G) relativement a zéro, supposons que l’on ait

lim( a, J.jb, n I ) 1/ n = 1/03C1i.03C1’j et p 03C1’j ~ p. ].. t p!, J si i:f i’ 

Alors F 0 G est prolongeable analytiquement a l’infini, et les circonférences

exceptionnelles de F 0 G sent u(0 ~ P. P!) (l ~ i  k, 1  J.  k’) .
2014 J 

.", -.""’"

Remarque 2. - On voit que Ie precede precedent permet de donner un sens a F(co)
aussi dans Ie cas suivant. 11 y a une infinite (ie couronnes exceptionnelles

U(0 , 03C1i) , pour chaque p. ? on a, avec les notations Précédentes,

la suite (b. /r.) ~ est purement presque-p6riodique , en outre si F, est
i,n 3- n~BJ 1

l’élément analytique sur C - U(0 , p.) associe a F , on a

lim i~+~ ~Fi~Cp-U(0, 03C1i) 
=== 0 et b - 1.. b. - 0 sauf si n = 0 .

Alors? on posera encore = b - u 03A3i1 b , . Ceci correspond, par exemple, au

cas ou F est un element analytique sur un infra-connexe C [7] contenant le
point a l’ infini de C et tel que C n B(o , p) est quasi connexe pour tout p

fini.

5. Congruences de coefficients de series de Taylor.

Les calculx effectués au lemme 1 permettent de donner, dans certains cas, des

congruences entre coefficients de serie de Taylor ; si la serie de Taylor ne

represente pas un element analytique. Par exemple, soit

posons

So it
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On a

ah G est une fonction analytique bornée sur B , et G’ une fonction analytique
n n

bornée sur C - B(0 , 1+) . 0n pose
-p

De [2J ou ~4y on tire facilement que

(on a pose [log(n)/log(p)] ), or on a

et

Donc

(remarquons que la suite n -r--&#x3E; i) tend multiplicativement vers zero).
En effete

avec |rj|  p-n(n!)+j!+l(j)  p-(n-1)n!+l(n) pour j  n . Mais p ar centre, on

montre que l’on a

donc F nt est pas un element analytique sur B (theoreme (B)). En effet :

avec
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On peut bien entendu construire sur le même modèle des exemples plus compliques.
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