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2e annde, 1974/75, n° 3, 10 Pe 4 novembre et 16 décembre 1974

PROLONGEMENT ANALYTIQUE p-ADIQUE EFFECTIF

par Daniel BARSKY

O¢ Imtroduction.

Soit F(X) = 2520 a, X" une série de Taylor convergeant dans un disque B(0 , p)
de gp (complété de la clBture algébrique de g,p ). KRASNER [6] a défini une clas-—
se d'ensembles, les quasi connexes, et une famille de fonctions, les éléments analy-
tiques, pour pouvoir effectuer le prolongement analytique de F sur un ensemble
plus grand que B(0 , p) . Mais, jusqu'a maintenant, &tant donné un point a¢B(0,p),
on ne peut pas savoir, en régle générale, s'il existe un quasi connexe contenant

B(O , p) et a , et un élément analytique sur ce quasi connexe cofincidant avec F
sur B(0 5 p) (AMICE [1] et CHRISTOL [ 3] ont donné des réponses partielles & cette
question), Je donne un procédé régulier qui, en un nombre fini d'étapes, permet de
savoir si F est prolongeable en a y et de donner sa valeur en ce point. Ce pro-
cédé consiste en fait & rendre effectif une forme faible du théoréme de Mittag-
Lsffler ([6] et [7]). On donne ensuite, d'une part, une indication sur 1'utilisa-
tion de ce procédé de prolongement analytique pour étudier les propriétés du pro-
duit de Hadamard de deux éléments analytiques, et d'autre part, une généralisation
de ce procédé a certain type d'infra-commnexes [7 ). On montre enfin, dans le dernier
paragraphe, comment les calculs faits dans les paragraphes précédents peuvent &tre

utilisés pour trouver des congruences entre coefficients de séries de Taylor.

1, Notationse.

La lettre p désigne un nombre premier, C -Qp Z 3 Ry N, Z ont leur

_—

?
P ~
signification habituelle, On note (i) le polymdme (x(x - 1) eoe (x -n + 1))/n!
Si x € g? et p€R; B(x , p—) = {z € g@ s |x - z| < p} on l'appellera le

disque ouvert de centre X et de rayon p ; B(x , p+) = {z e_gp s lx - z| < 0}

on l'appellera le disque fermé de centre =x et de rayon p 3

U(x 5, p) = {z € EP s lx =z = p}

on l'appellera la couronne de centre x et de rayon p . Les valeurs absolues sur
gp ’ 'QP ’ g% sont normalisées par ]p\ = p-l . Les lettres grecques désignent

des nombres réels. Si F est une application de C C‘gp dans EP s on note

17l = supycq IFCO)]

2. Rappels,

DEFINITION 1 [6]). = Un sous-ensemble C de C_ est quasi connexe si, pour tout

point a € C , 1l'application de (Ep - ¢) n Bla , p) dans _5+ définie par
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Y — \y - al a pour image un =snsemble de la forme {cyl ) Oy deser czn} U [an ’ PJ

(ﬂ {al Sece) an} est 1'ensemble fini constitué par oy seees q BVEC

O<°’1<°"2<"'<°’ne_t[Oln’P]={XER? £x <o} )

n

Les couronnes U(a ’ cyi) sont appelées les couronnes exceptionnelles de C re-—
lativement & a .

DEFINITION 2 [6]e = Un élément analytique F(X) sur le quasi connexe Cc< C

A.;p
est la limite uniforme sur C d'une suite de fractions rationnelles sans p8les

dans c -

DEFINITION 3 ([6] et [7]). = Une fonction analytique sur un sous-ensemble CC 9—p

est la donnée d'une suite croissante de quasi connexes (Cn)

o et pour chaque Cn

) — ) 2 _
d'un élément analytique Fn sur Gn s tels que Cc UnE_I:I_ Gn et Fn Fm sur
C n¢C e

n m

DEFINITION 4 [7]. - Soit C un quasi connexe de C, + La famille & des trous

de C est l'ensemble des disques T contenus dans p—p - C tels quey si D est

un disque vérifiant TCDC'QP—G,aJ.orS T=D.

On note H(C) 1'ensemble des éléments analytiques sur le quasi connexe C , qui
sont nuls & 1'infini si C n'est pas borné., Soient C et C' deux sous—ensembles
de —g-p tels que Cn C # @ . Soient F une fonction analytique sur C , et F!

une fonction analytique sur C! , On dit que F' est le prolongement analytique de
F a4 C si F=PF" sur

CnC . On montre [6] que, comme dans le cas complexe,
le prolongement est unique si C€C n C' est un voisinage.

DEFINITION 5 ([6] et [7])s = Soit € un quasi commexe. Un trou intérieur T de

C est, soit un trou réduit 4 un point, soit un disque ouvert maximal contenu dans

un trou de C ., On note ?SO la famille des trous intérieurs de C.

THEOREIE (4) ([6] et [7])s = Soit € un quasi connexe de S, » et soit

F e H(C) o Soit GO la famille des trous intéricurs de C ., A chaque trou inté-

T
propriété : F - F, se prolonge analytiquement sur T . Alors on a F = Zl‘e@ Fpo»

la série du second membre converge uniformément sur € suivant le filtre des com-

plémentaires des parties finies et, de plus, ”FHC = sup HF‘HC T
[ <p

rieur T , on associe un élément analytique F_ € H(gp - T) , caractérisé par la

Autrement dit H(C) est la somme directe topologique des H(_gp - T) pour
0
Tet .

THEOREME (B) [7]. - Soit B = B(0 , 17) . Une condition nécessaire et suffisante
pour gque F(X) = 2 0 8n X® soit un élément analytique sur B est que la suite

-

(an) >0 soit presque périodique. C'est—-a-dire que, pour tout e > 0 , il existe

-

8'n-i-’I‘l SECER

noey_ et T e N tels que, pour tout n=n, lan—
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On dit que la suite (a ) est purement presque—pdriodique si, pour tout >0,
n

n>0
on peut choisir nO =0 ,
THEOREME (C) [7]. - Si la série F(X) = Z£>O a, X2 converge dans B(O ’ p+) ’
—Tn 7 2 |
c'est—a—-dire si limelanl = l/p et si limn Ian} pn =0 , alors F n'est pas

prolongeable analytiquement au-dela du disque B(0O , p+) .

THEOREME (D) [7]e = Si 1a série F(X) = > a_ X% a pour rayon de convergence
2 28 897 n>0 “n
p = 1/lim.%|ahl » et si (log(p)/log(p)) ¢ Q » alors F n'est pas prolongeable
analytiquement au-deld de son disque de convergence B(0 , p) .

THéOﬁEME (E) 73 -Si F estun élément analytique sur un quasi comnexe C o B,

alors F est un élément analytique sur B .

3. Prolongement analytique effectif,

Soit F(X) = a e gp[[x]] . On cherche si F est prolongeable analyti-

%130

quement en dehors du disque de convergence de F . On peut supposer que le disque

de convergence de F est B(O ’ p—) et que (log(p)/log(p)) € Q » sinon, d!apres
les théordmes (C) et (D), F ne serait pas prolongeable analytiquement au-deld de
son disque de convergence. On peut donc supposer que F a pour disque de conver-

gence B = B(0 , 17) . On se propose de résoudre le probléme suivant : Soit

b e-gp - B 5 existe-t-il un quasi connexe C contenant b et B , et un élément

analytique F sur C tels que F=F sur B,

D'aprds le théordme (E), si F est prolongeable analytiquement au~deld de B ,
F est un élément analytique sur B . Donc, d'aprés le théordéme (A), il existe deux

éléments analytiques F1 € H(gp - u(o , 1)) et F2 € H(B(O ’ 1+)) tels que
F = F1 + F2 sur B et

il = max(||F o |IF

1”g_p-U(O.1) a

B(Onl+)

En effet, les trous intérieurs de B sont d'une part le trou & 1l'infini
<, - B(C , 17) , d'autre part les disques disjoints B(a , 17) ou |a| = 1 . Soit
T wun trou intérieur de B de 1la forme B(a , 17) avee |a|l =1 , et soit

P, € H(g_p -~ T) . On a alors,
FoX) =F (1) =% _ 2 (X -a)™

1im =
avec zn,a 0 et SUp, < |zn,a!

IEMME 1. - Soit F,(X) = (X -2a)" , o8 1e€N =N- (0} et acU=0(0, 1).
Posons

F, (%) = Zn>o a (1) x* si x| <1

’d

F.(X) = Znal a_ (1) X% si [X|>1.
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Soit M 1le filtre des complémentaires des parties multiplicativement finies

N, M est le filtre engendré par les nN#* , ol n € E_T* e« Soit o 1l'application

~

de 7z dans {1 , - 1} définie par o(n) =1 s8i n30,et o(n) =-1 si

n<0.0n a alors uniformément en n @

an(i) = limm_x_w an—f-m(i) oln + n) o(n)
a_n(i) = limm__'x_>+m a—n+m(i> o(=n +m) o(~n)
an(i) =lim e an_m(i) oln = m) oln)
a__n(i) = limm_x_>+w a_n_m(i) o(=n =m) o(- n)
ou la notation l:i.mm__><__>*_cD désigne la limite suivant le filtre ;M ,

Autrement dit, pour tout e > 0 , il existe un entier h € E* tel que, pour tout

nE_?_apourtout keg, lo-(n)a -c(n+kh)a+kh| € « BEn effet, on a

W02 0T TETY a0 - G DD

ou encore

. i ~i -n + i -
R I O R e el

Soit € > 0 , choisissons hO € N* de telle sorte que, pour k € Z , on ait
|1 - & h°| < € « C'est toujours possible, car le corps résiduel de Cp est la cl86-

ture algébrique E‘-p de Ep (corps 4 p éléments). Choisissons un entier h1 >0
de telle sorte que

(5 * o M) -

Y1

1__1) < e pour tout k € Z et pour tout xE_gp,

ctest possible oar la fonction x ——> (:{1) est une fonction continue de Z_ dans

Zp » donc uniformément continue, et m8me lipschitzienne [2]. On a alors, pour tout

entier k € Z et tout entier n e 7

la'n+]c:hohl(i) O(m'kh h ) -a, (1) o(n)|
= |(o(nwanh )3(-=1)" a7 BB ) (5 (1)) H(en) T &P |

< max{ I( n—k1110h1+1-1) (—n+1-1)l I(-—n:-i-;l)l lan_i-an+kh°h1~i|}se .
LEMME 2, = Soit F un élément analytique sur _(}_p - U, nul & 1'infini. Si
n -n
F(X) = ano a X' pour x| <1 et F(X) = anl a_, X pour x|l > 1,
on a uniformément, pour n € Z:
1:'me__x__>+m & n c(m - n) =a_ o-(-— n)
1imm-—x—>+m & n o‘(m +1n) = a, o'(n)
im e Bonen o(=n —=m) = a_, o(=n)
limm—x—>§-oo an_m g(n - m) = an o'(n) .

Réciproquement, si deux séries de Taylor,

Fl(X) = Zn>0 a ™ pour |X] <1 et FZ(X) = Zn>1 a_, x pour Xl > 1,
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vérifient les conditions ci-dessus, alors il existe un élément analytique F sur

C =TU tel que F=F1 sur B _e_i F="F

-~

+
5 sur EP—B(Ogl)o

En effety soit € > 0 , il existe une fraction rationnelle RE(X) n'ayant que

o Si

m

des pdles de norme 1 telle que |[|R - F”Cp—U RS

-1 -1
RE(X) = ZnZO an(g))( pour |X| <1, RE(X) Zn>,1 a_n(e)X pour |X| >1,
alors, d'aprés le lemme 1, il existe un entier h > 0 +tel que, pour tout t € Z

et pour tout k€ Z , on ait :

lo () at(e) - o(t +knh) at-i-kh<€)! <€

Comme on a aussi, pour tout ne Z, [an - an(e)l < € » la premiére partie du
lemme est démontrée.

Réciproquement, si les séries,
_3 n . -n
Fl(x) 150 & X pour X] <1 et F2(X) = an a_, X pour x| > 1,
vérifient les conditions du lemme 2, alors il existe un entier h > 0 tel que la
fraction rationnelle R (X) = (ay + &) X + eue + o, 1) /1 o xP vérifie
”Rh - Fl”B <e et ”Rh - FZ“CP—B(O,I'*') < e (évident).

IEMME 3, - F(X) = Zn>0 a, X® est un é1lément analytique sur B(O , 1+) si, et

ment si im a =20
seulement si, 1 e O o

Ctest clair

THEOREME 1. - Soit F(X) =2 a X' un élément analytique sur B , et soit

F = F1 + F2 sa décomposition suivant H(“C‘p - U) et H(B(O , 1+)) « Si

F,(X) = Zn.>0 an(l)Xn pour |X| <1 et F,(X) = Zn;l a__n(l)x"n pour |X| > 1,

e

FZ(X) = Zn>0 an(Q)Xn pour Xl €1,

-

alors on a @

(1) o(%) at(l) = lim

XS o(t +m) fy,p wiformément pour t € Z ,

(ii) an(2) =a = an(l) pour n € N ,

Réciproquement, s'il existe des fonctions,

F (X)) =2, a (1)x" et F,(X) = Zn>0 an(2)Xn pour |X| <1,

= d

vérifiant les conditions (i) et (ii) pour t € N , alors Fl € H(_(:,‘_p -TU) ,

F,eH(B(0 ,1") , F=F +F, sur B,et

9lg = S“P(”F1“9_p-u » IPJlp(0,1%))

La premidre partie du théordme découle des lemmes 2 et 3, La deuxidme partie pro-

vient de ce que la condition (i) pour t € N implique que F € 4(B) (théordme
(B)). Les conditions (i) et (ii), pour t e N , impliquent que 1im an( 2) =03
en effet,y, pour tout ¢ > 0 , il existe h € f tel que, pour tout k € p) et tout



nEl\T_ ?
lo(n) a (1) - o(n + xn) 8 gyl €
Doncy, pour k =1, on a ian+h - an(l)l <e et |an+h(1) - an(l)! < g s donc

Ian(2)|.$ ¢ pour n > h , donc F2 e H(B(0 , 1+) « Comme Fl € H(B) , la premidre
partie du théoréme implique que : La limite suivante existe et est uniforme pour
tez:
lim o(t + m) at+m(l) .
La condition (i) implique que
o(t + m) O
et donc que Fl € H(gp - u) . Le reste du théoréme est évident (théoréme (A)).

Hm ot +m) e (1) =1im

Soit F(X) = 2520 a, " un élément analytique sur B , et soit D ¢ B . Peut-on
prolonger analytiquement F en b , autrement dit existe—t=il un quasi connexe C
contenant B et b , et un élément analytique F sur C tel que F = F ? On sait,
[6]s que tout quasi connexe est transformé en un quasi connexe par une transforma-
tion homographique., Si X —> h(X) est une transformation homographique, elle
transforme une suite de fractions rationnelles sans p8les dans le quasi connexe C
convergeant uniformément sur C en une suite de fractions rationnelles sans p8les
dans h(C) convergeant uniformément dans h(C) [6]. Le probldme est donc inva=-
riant par les transformations homographiques. Par conséquent, en faisant le change-
ment de variable X —=> X/(l —-@/b)) y On se raméne au cas ou C contient le point
a 1'infini de g? et ol b est le point & 1'infini de Ep e Donc si F est pro-
longeable analytiquement & 1'infini, il doit nécessairement exister un nombre fini
de couronnes U(0 , pl) s U(0 , p2) s eoe 3 U(O , pn) avec 1 = p <p <e..<p <o
( B est invariant globalement par le changement de variable) et un nombre fini

d'éléments analytiques F1 € H(girU(O ’ pl)) ’

o .-\— - ..rl 7’ . b '
Fn+1 € H(gp ) { }) s c'est=a-dire que ln+1 se réduit a une constante (c est le
théoréme (A)). En outrey on a ¥ = Fl + F2 + eee + Fn + Fn+1 sur

C=¢, = U U0 5 py) s

F=PF sur B et

ll = |
HFHG— Sup(suplﬂisn(JFi”gp—U(OtPi)) ’ ”Fn+1”gpu{m}) :
On obtient Fi par application répétde du théoréme 1. La valeur de F a 1'infi-

ni est é by
st donnée par o+l *

De 14 la rtgle pratique pour savoir si F est prolongeable analytiquement au
point b ¢ B « On effectue le changement de variable Y = X/(l - (X/b)) « On pose

P(Y) =P (35978 = Zso ®n ¥ o

e

s ‘mi . & . . . . _
On vérifie que la limite suivante est uniforme en n 11mm_x_ & m an(l) .
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On pose Fl(Y) = Zn?O an(l) b » puis on pose bn(l) =a =a (1) « On calcule

n——— 1og(p,)
epryend R B n _ . 2
lim .lbn(l)l = 1/p2 s si llmn_ﬂ_00 ]bn(1)|p2 =0 ou si Toelp) ¢
F n'est pas prolongesble analytiquement au-deld de B(0 , p;) « Sinon, soit
rl € g@ tel que lrll = p, » posons
e n-+Hn
an(2) =r> im0 (1) r

si cette limite existe et est uniforme en n ., Si 1a limite n'existe pas ou n'est

pas uniforme en n F n'est pas prolongeable analytiquement au-dela de B(O,pz)
Sinon on pose

e

1
F (X)) =2 o ria(d, F e H(C, - U0 4 p))) .
On pose bn(2) = bn(l) - ? an(Z) s+ puiss par récurrence, on définit des nombres
bn(i) v Pi4q ? Tigq ST 8y (i + 1) et une fonction F, de la manidre suivante :

i+l
b (i) =D (i - 1) - a (i) r? s 1/p

spqg = 1 V(o ()]

ou bien (log(p. +1)/10g(P)) ¢ Q et F n'est pas prolongesble analytiquement au-

dela du disque B(0 , p1+1) s ou bien 11m lb (1)|pl+1 =0 et F n'est pas

prolongeable analytiquement au~deld du dlsque B(O , pl+1) . Sinon soit r, . E_gp

tel que |r. | = Ps » ou bien r.* 1lim b (i o prexiste pas, ou
i+1 i+1 i+1 O~x—>tc0 n+m i+t

bien cette limite n'est pas uniforme en n : et alors F n'est pas prolongeable

N . + .. . .
analytiquement au-deld du disque B(0 , pi+1) . Si cette limite existe et est uni-
forme en n 5 on pose

. \ _.mn . . n-+m
ah(l +1) = ri+1 llmm»x—>+m bn+m(l) Tipg ?
et
- .
Fy,,(Y) = PN CETEY) ' H(gp - U(0 5 py ) o

Si F est prolongeable a4 1'infini la récurrence doit s'arrfter au bout d'un
nombre fini d'étapes. Donc il doit exister k € N tel que bn(k +1) =0 si

n>1,et bO(k + 1) est la valeur de F & 1'infini, c'est-a-dire la valeur de
F au point b .

Les couronnes U(O , pi) (1 < i k) sont appelées les couronnes exceptionnel-

les de F (relativement & O ). On voit donc que l'on a rendu effectif le théoréme
(A) (de Mittag-Loffler) pour des quasi connexes du type -gp - U1<i<k u(o , pi)
que ces quasi connexes sont suffisants pour effectuer le prolong;mént analytique de

P . On tire des considérations précédentes le corollaire suivant,

_ —— l/n _ .
COROLLAIRE, — Pour que F(X) = 2 50 ®n <~ (11| a | = 1) soit prolongeable
analytiquement av point b ¢ B , il faut et il suffit que

\ b
0 = 0 e " w0 T

soit prolongeable analytiquement 3 1l'infini, et pour qufil en soit ainsi, il faut

et il suffit que 1'oxn puisse décomposer, pour tout n =0 , bn en une somme de
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k+ 1 termes ( X ne dépend pas de n ) @

- b
b =By b ket beon ¥ Pki1en ?

avec limlbiﬁnll/n = ps (1<ig<xk),o0u 1og(pl)/10g(P) €Q 1=p1<p2<...<pk<%m,

lim p?}bi,nl #0581 r € Qp avec lril p; » la su suite (b n/r n>0 est_pure-

—_—T ] 1 — n?lo
ment presque-périodique, et bk+1,n 0 si

Remarque i. - Ce corollaire permet de donner des propriétés du prodult de Hada-
mard de deux éléments analytiques F et G . Rappelons que, si F(X) = n>0 a, X"

et G(X) = n>O b x*, 1le produit de Hadamard F© G de F , et G est défini

par F O G(X) ‘>O a, b . Supposons que F et G soient prolongeables ana-
+D.

lytiquement & 1'1nf1ni, que a = ao,n+”‘+ak.n+ak+1’n ’ bn bO n+"'+bk’,n K'+1,m°

Si o5 (1 £igxk) (resp. pi (1gic< k')) désigne les rayons des couronnes

exceptionnelles de P (resp. G) relativement & zéro, supposons que l'on ait
l)l/n

synlel® =1/p.'.e'b plp';épl,p', si i#i' ou j+#£ 3.
AMors F o G est prolongeable analythuement 4 1'infini, et les circonférences

exceptionnelles de F o G sont U(O » Py pj) (1 i<k, 1<JjK k') o

Remarque 2. — On voit que le procédé précédent permet de domner un sens a F(w)
aussi dans le cas suivant, Il y a une infinité de couronnes exceptionnelles

u{o , pi) s pour chague p; ? On a, avec les notations précédentes,

log(py)/log(p) € @ s Tim gifb, | #0 4

la suite /rn) est purement presque-périodique, en outre si F, est

i
11'é1ément analythue sur Cp - U(O ’ pi) associd & F , on a

lim, “Fi”SP—U(O’pi) =0 et b_ - Z b; =0 sauf si n=0.

n
Alors, on posera encore F(m) = b §£>1 i Ceci correspond, par exemple, au
9

cas ou F est un éidment ana]ytique sur un infra-connexe € [7] contenant le
point & 1'infini de 'gp et tel que C n B{O , p) est quasi connexe pour tout p

fini.

5. Congruences de coefficients de séries de Taylor.

Les calculs effectués au lemme 1 permettent de donner, dans certains cas, des
congruences entre coefficients de série de Taylor ; méme si la série de Taylor ne

reprégsente pas un élément analytique. Par exemple, soit

n!
P
X
F(X) = Zn>0 n:‘; ?
(1 -x)"
posons
F(X) =2 a, Xn pour le <1 et F(X) =2 a X-n pour |X| >1 .
130 “n n>0 “-n

Soit

j: 3 k!
F(x) =5 (P )/((1=x)F ).



On a
F (x) - F(X) = xp(k+1)° e, (x) si x| <1

(n+1)

et F (X) - F(x) = x~(o+1)p ! 6! (x) pour x| > 1,

ol Gn est une fonction analytique bornée sur B , et GI'1 une fonction analytique
bornée sur -gp - B(0 , 1+) « On pose

Fn(X) = Zkzo ak(n)Xk pour |X|<1 et Fn(X)
De [2] ou [4])s on tire facilement que

la

pn(n!)(p !_1) —%

Il

%(>O a_k(n)X-k pour le>1 .

(n) + a_ (n)l < p-n(n3)+n!+£(n)

(on a posé 2(n) = [1og(n)/log(p)] )y or on a

a;k(n) =8a_ si k < (n + 1)p(n+1)!
et
(n) = a ' ' si k< (n+1)! - (n!)n .
n(n )( n. )_ pn(n.)(pn._l);k P p
Donc
1im_ . ( 0

Tr+oo apn(n!)(pn!_l)_k + a—k) =

(remarquons que la suite n —=> pn(n!)(pn! -~ 1) tend multiplicativement vers zéro).
En effet, (
1 i3 3
(Pn n.)(pn! - 1) - o3 .
j=0 JPJ' - 1

' 1
_ =o - k - pa;'+ ip?® - 1y
J jpY* - 1

Il

Ji
,Jp -1 1c+p -1 +
T (- 1) (R D e

Il

— a_k(n) + Zj=0 rj
|rj| < oD+t (3) p—(n_l)ng+z(n)

avec pour j < n ., Mais par contre, on

montre que l'on a

la

1
y si k = pN' (N >n) ,

A (ntpy, T al =

donc F ntest pas un élément analytique sur B (théordme (B)). En effet :

N? il + i il 1
_ p°=p +ip " =1y _
& = Zi?l( ipll -1 ) L+ Ry
(n+1)' N® i! . i}
( ay =240, C -p" 1+p ~p THipTT-1y Ry
n n} )( ng —1)+p i>1 ipt* -1

avec IRNI <1 et IRﬁl <1.
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On peut bien entendu construire sur le n8me nodéle des exemples plus compliqués,

[1]
[2]
(3]
[4]

(5]

(6]

(7]
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