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FACTORISATION D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL

par Philippe ROBBA

(4'aprés un travail en commun avec B. DWORK [ 2])

0e Introduction.

Cet exposé se situe dans le prolongement des exposés [4] et [5]. Notre ambition

est de démontrer la conjecture 5.13 de [4]. Ces résultats sont dus & B. DWORK et
1tauteur [ 2],

Oele = K est un corps de caractéristique zéro, complet pour une valuation

ultramétrique, avec un corps résiduel de caractéristique p # O . Soit Q wun corps

algébriquement clos, complet pour une valuation étendant la valuation sur K . Nous
supposons que (2 posséde un élément t de module

1 , dont l'image dans le corps
résiduel O de

() est transcendante sur le corps résiduel X de K . Le point t
est appeld le point générique, et le disque D(t , 17) = {xeq; lx - t| < 1}
est appelé le disque générique.

Oe2¢ = On note EO =K(X) » 1le corps des fractions rationnelles a coefficients
dans K « Si P = a

o F ese * oAy X" € X[X] , on pose
i
lP; = max, iakl .
Si R=P/qQ e EO y P et Q polyndmes, on pose

Ir| = |Pl/lal .

Ceci définit une valeur absolue ultramétrique sur EO appelée la norme de Gauss.,

On notera E 1le complété de EO pour cette norme.

Soit A un sous-ensemble (ouvert et fermd) de Q=qu {=} + On note R(A) 1e

sous-ensemble de EO formé des fractions rationnelles (é coefficients dans K )

sans p8les dans A . On notera H(A) le complété de rR(A) pour la norme de la

convergence uniforme sur A . Les éléments de H(A)

sont donc les éléments analy-
tiques sur A & "coefficients dans K ",

Par exemple, si A =D(t » 17) , R(A) =E

o (puisque ¥ est transcendant au-
dessus de E'), et donc H(A) =FE .

Si AuD(t , 17) est un ensemble analytique, 2(A) = #(A v D(t , 17)) , et donc

H(A) s'identifie A un sous—espace vectoriel de E . Mais, en général, la norme de

H(A) ne coincide pas avec la norme de E . Ces deux normes coincident si, et seu-

lement si, A est une union de classes résiduelles.

auray, pour f € H(4) , !fl

Mais, dans tous les cas, on

Gauss S ”fHH(A) ¢
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Si A est le complémentaire d'une union finie de classes résiduelles (CD(O ,1+)

est considéré comme la classe résiduelle du point « ), on dit que A est un en-

semble admissible. Si A est le complémentaire d'une union finie de disques dont

aucun ne contient une classe résiduelle toute entidre, on dit que A est un ensem—

ble super—-admissible. Si A est admissible ou super-admissible, A U D(t s 17)

est bien un ensemble analytique, donc H(A) € E . On dit que 1'élément f de E

est admissible (resp. super—admissible) s'il appartient & un H(A) avec A admis-
sible (resp. super-admissible).

0¢3¢ = Soit a € . On note wg’a s 0<pg1l, o>0, l'espace des germes

en a de fonction analytique, u = z£>0 un(x - a)n s tels que

d

supn }unlpn/(n + 1)“ <+ o,

L'espace Wg’a egt formé des fonctions analytiques dans le disque D(a ’ p—)
ayant une croissance logarithmique d'ordre « au bord. En particulier, W%’O re—
présente l'espace des fonctions analytiques bornées dans le disque générique, et E

. cos s 0 . .
stidentifie & un sous—espace de Wé’ avec la norme induite.

On note ag l'espace des fonctions analytiques dans le disque D(a ’ 5—) .

Si L est un opérateur différentiel lindaire & coefficients analytiques dans un

voisinage du point a , on note Kera L 1l'espace des germes de fonction analytique
en a y annihilés par L .

Oule = Si L € D], on sait qu'il existe une factorisation de L dans E[D]

associée aux propriétés de croissance du noyau de L . Précisément, on a le théo-

réme suivant,

THEOREME A (Théoréme 1.4 de [2]). - Soit L € H D] . Quels que soient p » o »

0<p<1l,y a>0, il existe R € E[D] , R unitaire, tel que

P
Kert LN Nt = Kert R .

(Evidemment R dépend de p et de o )

Nous avons mentionné la conjecture de B. DWORK (4], 8§5.12) :

CONJECTURE A, -~ Si les coefficients de L sont admissibles, alors les coeffi-

cients de R , ainsi définis, sont aussi admissibles.

Une conséquence du théoréme A est le théoréme B.

THEOREME B (cf. [4]y 4.5.13). — Soit L € HD] . Quel que soit ps O <p< 1,
il existe R € E[D] , R wunitaire, tel que

i af =
x{ert L n t Kert R .

Egalement, une conséquence de la conjecture A est la conjecture B.
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CONJECTURE B. — Si les coefficients de L sont admissibles, les coefficients de

R o définis par le théoréme B, sont admissibles,

Mais un exemple de MONSKY nous a poussé a espérer que, dans ce cas, le prolonge-
ment des coefficients de R était meilleur (dans [ 4], cet exemple a été, par

erreur, attribué a MANIN).

CONJECTURE B' (conjecture 5.13 de [4]). - Si les coefficients de L sont super-

admissibles, les coefficients de R , définis par le théoréme By sont super-

admissibles.

0.5, = L'objet de cet exposé est de démontrer la conjecture Bt. On démontrera
également la conjecture A, dans le cas p< 1 et ordre de R=1, (Bn tout état
de cause, la démonstration utilisée ne permet pas de prouver la conjecture A dans
le cas p =1, cf, §3.4.)

O.6e = Les coefficients de 1l'opérateur R sont solutions d'un systéme d'équa-
tions différentielles non lindaires (& coefficients (super) admissibles). Il s'agit
de démontrer que les solutions d'un tel systéme, qui sont dans E , se prolongent

analytiquement sur un ensemble (super) admigsible.

Nous avons obtenu de semblables exemples de prolongement dans le cas d'une équa-—

tion différentielle linéaire (cf. corollaire 7.9 de [5], et [6]).

Nous allons, dans une premidre étape, généraliser certains résultats de [4] et
[5] au cas des systdmes différentiels lindaires (§1). Puis nous appliquerons cette
généralisation pour démontrer que les solutions dans E de certains systémes dif-
férentiels non lindaires sont (super) admissibles (§2). Enfin, nous utiliserons

cette dernitre propriété pour démontrer la conjecture B!,

le Propriétés des systimes différentiels linéaires.

s

le1l. Remarque préliminaire : Si l'espace vectoriel G est muni de la norme

” ”G » on munira toujours ¢" de la norme

La norme de 1l'opérateur linéaire continu L de g"

ment) notée ”LHG .

dans lui-m&me sera (abusive—

1.2, IEMME, - Soit F un corps de caractéristique O , muni d'une dériva-

tion non triviale D . Soit € = F[D] 1l'espace des polyn8mes différentiels & coef-

ficients dans F . Soit L wune matrice n x n & coefficients dans C ., Il existe

deux matrices inversibles nxn , U et V, 4 coefficients dans C , telles que
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ULV = A = o

0

-

T =

% s .

| © 0

avec o € C .

(La dérivation D est non triviale s'il existe f € F tel que Df £ 0 )

On en trouvera la démonstration en annexe,

1e3s IEMME, - Soit o € E[D] (c'est—a—dire un opérateur différentiel linéaire

2

a coefficients dans B ).‘§i o est injectif dans ﬂ% » alors « est surjectif

1,0 . .
dans Wy et quel que soit e >0 , il existe B € E[D] tel que

HBQ - 1”W1,0 <E .
t

Démonstration, - C'est une conséquence immédiate des théordmes 5.8 et 5.10 de [4],
et du théoréme 2.3 de [5].

1.4, THEOREME. - Soit L une n x n matrice & coefficients dans E[D] . Si

L est injectif dans (a,i)n y alors L est surjectif dans (Wi,o)n s et il existe

une n x n matrice & coefficients dans Eo[D] telle que

HQL - I”wl,o <1

t
( I désignant la matrice identité).

Démonstration., - Soient U, Vet A définis par le lemme 1.,2. Les opérateurs U

et V réalisent une bijection de (G%)n (resp. (W%'O)n) sur lui-méme, Comme L
est injectif dans (ai)n » il en est de m8me pour A et, par conséquent, A n'a
pas de O sur sa diagonale, et « est injectif dans al e D'apres le lemme 1.3,

1,0 )

o est donc surjectif dans Wt s donc A est surjectif dans (Wé'o)n s et il en

est de m&me pour L .
D'aprés le lemme 1.3, il existe B € E[D] tel que

(1.4.1) l|Bor - 1”w§'° < 1/IIV|IW%,O llv-luwé,o .

Posons

On a alors

PL = I = VAUL = I = V(AULV - I)V"! = v(AA = I)V" 1
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et donc, d'aprés (l.4.1),

— = ! A L4
o) = = 0 158 = T 177
= [Vl - 1]l =1y
Hvllwl’o HBOI 1!'W_t’o ”V Ilwt,o <1
Notons que P est une n x n matrice & coefficients dans E[D] . Choisissons

alors Qs n x n matrice & coefficients dans EO[D] » telle que

(1.4.3) o= Bl 4o < Al g0 -
t t
On déduit alors de (1.4.2) et (1.4.3)

llat - T <1.

P

2+ Prolongement analytique des solutions d'un systéme différentiel non linéaire.

2¢1e = On munit ( =Q U {=} de la métrique

l

{x -yl ei x et y € D(0 , 1+)
5(x » y) = El%—-l—l si x et yeCn(o, 1%)
1 dans les autres cas.
Pour A < ﬁ » On pose
8(a) = dnf 0y 8(x» ¥)
a(a) = inf ) eCa lx - v| .

On a clairement d(A) 6(A)

Dans tout ce qui suit, on supposera que A U D(t ’ 1_) est analytique, ceci nous
permettant d'identifier H(A) A& un sous-espace de E . Dans la pratique, on pren-

dra A admissible ou super-admissible,.

2.2, IEME, - Soit B<( avec d =d(B) >0 . 0n a

< (1/a(B)™ < (1/s(B)™

[

Démonstration. — Par hypothése, si xe B, D(x , &) est contenu dans B . Soit

u € H(B) , si 1'on considére le développement taylorien de u dens D(x , d_) on
obtient (
)<
x) 1 1
P < @ o yen(e,am) RO < 5 Il
d'ou le résultat.

2¢3e LEMME, -~ Soit A un ensemble super-admissible, et soit u € H(A) .« Quel
que soit e >0 , il existe § <1 tel que si B< A et si §(B) > 8 , alors

”u”H(B) < IulGauss + €.



Démonstration. - Si la classe résiduelle Z est contenue dans A , on a

SUP o ‘u(x)l = |ul .

Si la classe résiduelle @ » o # S » n'est pas contenuedans A , soit o un re-
présentant de & . Alors

|ul

Comme A est super-admissibie; il existe r < 1 tel que CA nE@ soit contenu

I

limp*l lu!d (p) (avec p <1 )e

- 2

dans D(af s T ) . Choisissons rd s T < ra < 1 s tel que, pour ra <p<1.,o0mn
ait

lu (o) < Jul + ¢
alors si ras ‘x - oz‘ <1, x appartient & A , et |u(x)l < lula(p) < |u| + € .

S8i la classe ¥ n'est pas contenue'ans A , on montre de méme qu'il existe r <1

tel que si r_ < 1/ix| <1 yaloma = el et Iu(x)| < |u| + € o

Prenons § = supb'ir‘C ,_&#5 ra . Comne il a'y a qu'un nombre fini de tels & , on a
bien 8§ <1 , De plusy, si B3 S A et §(B) > 8 , lorsque @ nCA# @ , on voit que
B ngag est contenu dans la couronne

fxef; o, six-al <1}

(resp. [X € ﬁ 3 r < 1/|Xl <'1} 3i. ¥=T) . On a donc bien la majoration annon--

cee,

2¢4o LEMIE. - Soit A un exemple super-admissible. Soit L une n x n ma-

trice & coefficients dans H(A)[D] < Grel gue soit e >0 s il existe un sous—

ensemble super—-admissible B de A tel cue

- ——— T St

(2.4.1) HI‘HH(B) S “I*le,o fes
t

Démonstration. - Soit d'abord L e H(A)[D] -~ L
En vertu de la formule 5,13 de [4], on sait que

ZO 4 %n /mt , c, € H(a) .

4,0 = 2% 1) -
+

’

Mais si B<S A avec 0 < §(B) <1 , on a, d'aprés le lemme 2.2y

Ny i k
[Lllg(p)y < maxy 114l (p) (1/6(8))7 < {1/8(B))™ max, [ICyfig(p) -
On voit alors, en utilisant le lemme 2.3, qte si 1'on choisit 8(B) suffisamment

proche de 1 . 1'inégalité (2.4,1) seva satisfaite,

Enfin si L est une n xn matrice, L = (L1.j) s avec L_.j € H(A)[D] s on a
- EN

! = e ; ! ;’ = |
IIL“H(B) R B ”Lij”H(B) et ”L“wl;0 Max; .5 I'Lij”WI,O .
t t
Le théoréme résulte alors de fagon évidente du cas d'un seul opérateur différen—~
tiel.
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2¢5¢ = Soit A un sous-ensemble de (3 tel que A U D(t ’ 1-) soit analyti-

que (en fait, on prendra A admissible ou super—admissible).
Considérons le polyndme & coefficients dans (H(4))® de degré total
-1 ki'
. — J
Px s Yo 0 Yp 0 eee 0 Y ) = Zk 0 (x) rfi:o ﬂ§=1 T3 0
O{l Ck(X) = (Ckl(x) 9 eee 9 Ckn(x)) € (H(A))n ; O\\l Yi ] O S i s 3 - 1 F) est un
n-uplet Yi = (Yil 9 eee 9 Yin) y et ol la sommation porte sur les k = s x n ma-
trices & coefficients entiers > 0 avec |k| = 2. k., <2,

- i,j 1]

Considérons le développement taylorien de F au voisinage de Y € o™,

)

+ L(X ; YO,OOQ’YS—l ; Zo,ln.’zs_l) + \‘[(x ; ZO’...’ZS—I),

<2

~

F(x 3 YO+ZO,...,YS_1+ZS_1) = P(x 3 ToseeesY
(2.5.1)

s=1

ou L est linéaire en ZO 3 eee o Zs—l » et ¢ est quadratique en ZO Seoey Zs-

1
Nous considdrerons le systdme différentiel non lindaire

(2.5.2) FXx 3 Y 3 Y 5 eue s Y(S‘l)) =0.

A chaque Y € E' , nous associons 1'opérateur différentiel linéaire de (ai)n
dans lui-m&me

LY ¢ 2= (Zl""’zn) > L'r(z) = L(X H Y,Y',--.)Y(S._l) H Z,...,Z<s-1)) .

Si Ye (H(B))® avec B < A , il est clair que Ly envoic (2(B))" dans 1lui-
méne,

On pose pour 2 e (ai)n ’ @(z) = W(X S 2y eee s Z(s-l)) .

Posons ”¢”E = maxlk‘=2 ICk(X) .Ona, pour Z, Z. et Z. dans E" ,

1 2
(2.5.3) lv(@)] < |l 1212
et

(2.5.4) l4(z,) = (2 )| <l 12, = 2,] nax(lz,] 5 |2,]) .

Posonsy pour B < A

Iollagmy = (/62 max ) o, gy »

I1 résulte du lemme 2.2 que l'on a, pour 2 » Z et Z, dans ()"

(2.5.5) 142l () < l¥llg(a) ”Z‘g(B)
et

(2.5.6) ”¢(Zl)‘w(22)HH(B)SH*”H(B)“Zl’zg“H(B) max(HzlﬂH(B)'HZZHH(B)) .

est injectif dans (ﬂ%)n et si A est super—-admissible (resp. admissible), Y
est super—admissible (resp. admissible).

2.6. THEOREME. - Soit Y € E' ume solution de (2.5.2). Si 1'opérateur Ly
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Remargges.

(i) Nous ne ferons la démonstration que dans le cas super-admissible. La démons-
tration dans le cas admissible est en fait plus simple puisqu'alors la norme sur

H(A) coincide avec la norme sur E .

(ii) Le théordéme est encore vrai si F(x H YO ? eee 9 Ys—l) est analytique en

YO L] ..Ys—l L ]

Comme nous n'utiliserons ce théoréme que dans le cas ou F est un polyndme de
degré 2 4 nous avons préféré éviter les détails techniques de la démonstration gé-

nérale.,

Démonstration. — D'aprds le théoréme 1.4, LY est inversible dans (W%’O)n » et

il existe une n x n matrice Q A& coefficients dans EO[D] telle que

(2.641) ey - IHWI’O <1l.
t
Choisissons o > ||q| et w , vérifiant
w1,0
t
Choisissons alors T € EO tel que
-1
(2.6.3) Iy - LﬂuwlsO <o
t
et
(2.6.4) ' IY - nl < inf(w , u/cHLY”wl’O) .
t
Ceci est possible car |[|Ly - Lﬂ“wl’o —>0 quand |Y - 7| —>0 .
t

L'indgalité (2.6.1) implique que QLY est inversible dans (Wi’o)n et donec Q

est injectif dans (Wi'")" . Nous déduisons de (2.6.1) et (2.6.3)
(2.6.5) llaz, = Tllg < flavy - I||W1,O <1,
t
et cette inégalité montre que QL,ﬂ est inversible dans E° , et que

I Hlg =1 -

Comme Q est injectif dans E , L,n est inversible dans En avec I;?=¢th_1(2.
et donc

-1
(2°6‘6) HLn ”E = ”Q”E < HQLwl,o <o .
t
Comme 1'on a vu ”LYU 1,0 2 ”L-ln—i,o >0, i1 résulte de (2.6.3) que
W W
t t

(2.6.7) LS HLﬂHW};,o = HLYHWé,o y
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L'équation (2.5.1) s'écrit
(2.6.8) O=F(z ;3 Yyuee,t® 1) p(x ; ﬂ:...,n(s—l))+Ln(Y—ﬂ)+¢(Y—ﬂ) .

Posons g =F(X 53 M seees n(s“l)) . On déduit de 1'égalité (2.6.8) et des majo-
rations (2.543)y (2.6.2), (2.6.4) et (2.6.7),

2
(2.649) lel < max(||L il 1T = 0l l4llg 1Y = nl%) < oo
Soit K wun sous~ensemble super-admissible de A tel que Q et T n'aient pas

de p8les dans A . On voit que g € (H(K))n .

I1 résulte de 1'indgalité (2.6.1)s du choix de o et du lemme 2.4, que 1l'on peut

choisir B super-admissible contenu dans A tel que
et
(2.6411) |\QL,n = Tlg(gy <1 -
En vertu du lemme 2.3, et d'aprds les inégalités (2.6.2) et (2.6.9), on peut méme
supposer que 6(B) est suffisamment proche de 1 pour que 1l'on ait aussi
(2.6.12) “‘MIH(B) ow< 1
et

(2.6.13) HgHH(B) < wo .

Comme précédemment dans le cas de E , on déduit de (2.6.10) et (2.6.11) que L
est inversible dans (H(B))n et que

il

(2.6.14) HL'T"1||H(B) = llQllg(g) < -

Posons
U={z2eE; |z] cw} et V={ze (H(EB)"; HZHH<B) < w} .
Alors 1l'application
@ D> - L;l(g + 4(2))

est une contraction de U dans lui-m8me (pour la métrique de E ) et est une con-
traction de V dans lui-méme (pour la nétrique de H(B) , observesz que ces deux

métriques sont distinctes). Il faut vérifier que

(a) ® envoie U (resp. V) dans lui-m8me, - Or si IZI <ws On a

lo(2)| s ole + 4(2)] <o nax(w/o » |l4llg W?) < w
en vertu de (2.5.3), (2.6.2), (2.6.6) et (2.6.9).

De m8me, si ”Z“H(B) <w,y on a “m(Z)”H(B) < ® en vertu de (2.5.5)y (2.6.12),
(2.6.13) et (2.6.14).

(v) ¢ est une contraction. - Or si Z1 et 22 sont dans U

lo(z,) - o(z)] = ILal(w(Zl) - 4@ < ollullg wlz, - 2z,
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en vertu de (2.5.4) et (2.6.6), et 1'on a U”W”E w<1 d'apres (2.6.2).

De méme, si Z1 et 22 sont dans V ,

H‘D(zl) - CD(ZZ)“ < GINHH(B) “'“Z]_ - ZZHH(B)
en vertu de (2.5.6) et (2.6.14), et 1'on a

¢”¢”H(B) w< 1 d'aprds (2.6.12).

I1 résulte de cela que ¢ a un unique point fixe dans U et un unique point
fixe dans V ., Comme V est contenu dans U (car pour 7 € H(B) ’ ‘ZISHZ”H(B) ).
ces deux points fixes cofncident. Mais 1'équation (2.6.8) exprime que Y - T est
un point fixe de ¢ et la majoration (2.6.4) dit que Y = T appartient & U . 11
en résulte que Y - T appartient & V , donc & (H(B))n . Comme 1| € (H(B))n s Y
aussi appartient a (H(B))® et est donc super-admissible.

3¢ Propriété de factorisation d'un opérateur différentiel.
PSSR PP B PSP AR

301oSi LEE[D],ordre L$n—1, L = g

0 +ooet ah—l Dn'-1 » nous noterons
3(L) 1'élément de E : 8(L) = (ay reees a )

Soit L € H D] , unitaire, d'ordre n . Supposons que l'on ait une factorisation
de L dans HD] :

(3.1.1) L=M o Ny
—- -1 r
avec NY = Yb + Yl D+ aee + Yr~1 D + D et
i N—=T=1 N—-1
HY = Yr + Yr+1 D+ ¢ee + Yh—l D + D .

Y=(YO ? oo w 9 Yn—l) EEI]. .
L'équation 3.1.1 se traduit par le systéime différentiel non linéaire en Y
(3.1.2) P(Y) = F(X 5 ¥ 4 eus , Y1) o 3(My o« Ny = 1) =0 .

Si les coefficients de L appartiennent & H(A) , ou A est un ensemble super—

admissible (ou admissible)s F est bien de la forme prescrite au §2.5. Posons

= 7 I‘—l
QZ ZO + Z1 D+ eee + Zq D
= Ne=Twe 1

On a

F(Y+Z)=§(MY°NY—-L)+@(MYoQZ+PZoNY)+§(PZoQZ)

ce qui montre que
Ly(2) = a(M, o Q, + P, o« N,) .
Si 1'on sait montrer que 1'équation

(3.1.3) Ly(2) =0
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n'a pas de solution Z dans (Cl‘tl;)n » on en déduira, par le théordme 2.6, que T

est super—admissible (ou admissible). L'équation (3.1.3) stécrit plus simplement :

(3.1.4) My o Q +P, o Ny =0 .

Comme ordre de Ny =r = (ordre de QZ) + 1, il existe g € Ker, Ny tel que
E ¢ Ker s Q + On déduit de (3.1.4) que

(3.1.5) u,(q, g) =

Soit M tel que Ny M= Q; E #0 o Il résulte de (3.1.5) que T € Ker, L .

En résumé si (3.1.4) est satisfait, il existe T € Ker, L et E € Ker

t N tels
que Ny M =0Q, €#0.

t7Y

3.2, THEOREME., - Soit L € E[D] , L unitaire. Soit R € HD] , R unitaire,
tel que

- P
Kert R = Kert L n at ’ O0<p<1le

Si les coefficients de L sont super—-admissibles (resp. admissibles), les coeffi-
cients de R 1le sont aussi.

Démonstration. — On sait déja qu'il y a une factorisation de L dans E[D] ,
L =M oN,,avec N, =R (théordme B de 1'introduction). Il suffit donc de
montrer que (3.1.4) ne peut pas &tre satisfait pour un 2 € ﬂié)n e Si c'était 1le
cas, soient T e Ker, L et § € Ker, N, tels que Ny 1M =Q,§ # 0 . Comme
g € Kert N = Kert R, g€ ﬂp et, pulsque Z € (dl)n ’ QZ E € Gﬁ . Comme
Kert NY c a » en résolvant l’equatlon NY n = QZ € par la méthode de variation
des constantes. on voit que T aussi appartient a Gg (cf. le théoreme 3.1 de
[2]). D'un autre c8té, 1 € Ker, L , mais 1 £ Ker, Ny = Ker, R , par conséquent
n¢é ag « Cette contradiction termine la démonstration.

3.3. THEOREME. — Soit L € E[D] , L unitaire. Soit R € E[D] , R unitaire,
tel que

Kert R = Ker, Ln Wg’o y O0<p<1.

Si ordre de R =1, et si les coefficients de L sont super-admissibles

(resp. admissibles) s les coefficients de R , aussi, sont super—admissibles
(reSp. admissibles)..

Ny=R=D- (§'/8) y ou §e¢ w@’o . Si (3.1.4) est satisfait pour un Z € Gi o,
on sait qu'il existe 1 € Kert L , avec T £ Kert y ? donc T ¢ Wp’o » et tel que

Zy € =N, 1= gD(n/g) #0 , ou encore 2, =D(/E) . Si 7, €% » on a (V/E)el,
et donc n/g € a et, par suite, puisque p <1 , de m8me que E » T € Wg'o .

Démonstration. — On a la factorisation de L dans E[D] , L = MY ° NY avec

Cette contradlctlon termine la démonstration.
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3.4, Nous allons montrer que la méthode utilisée ne permet pas de démontrer la
conjecture A dans le cas p =1.

Si L a des coefficients admissibles et si Kert L n ﬂ% # Kert L , on sait qu'il

existe R avec des coefficients admissibles tels que Kert R=Ker, L n ﬁé (théo-

t
réme 3.2). On a alors Ker, L n Wé:a = Ker, R n W%’a « On ne restreint donc pas la
généralité en supposant que Ker, L < ﬂ% .

THEOREME, - Soit L e (D], L unitaire d'ordre n . Si Ker, L <Ol , et s'il

existe une factorisation de L dans E{D] y L = MY o NY ( MY .EE NY unitaires),
alors l'équation (3.1.4) posséde une solution Z € (ai)n .

Démonstration., = Soit u

1?7 e 0 w,s T < 1n , une base de Kert NY s et soit

v # O appartenant a Kert MY . Les fonctions u, et v appartiennent a a% car
. 1 _ 1

Ker, Ny © Ker, L ©d; et Kery M, = NY(Kert L) © a .

Choisissons Q, =%y + 2 D+ «us + 2 ™l te1 que
Qy(uy) =
Qz(u,)

Ce systeéme détermine entidrement Z

I
O
-
[
N
e
A
H
1
-

1l
<

g ? e 0 Zr—l » et comme le wronskien de NY
ne s'annule pas (i1 est en effet solution de 1'équation W‘/W = - Yr—l )y les solu-

. . N 1
tions ZO 9 cee 9 Zr—l appartiennent a ﬂt .

L'existence de PZ satisfaisant PZ ° NY = - MY ° QZ est alors claire vu que

Kert NY < Kert MY ° QZ .

Annexe

—~r~ s~

Soit A wun anneau euclidien, c'est-a-dire un domaine d'intégrité muni d'une ap-
plication ¢ de A - {O} dans _§+ (on pose 0(0) = = ©» ) satisfaisant les condi~
tions :

(i) si b aivise a : o(b) < ola)

(ii) Pour tous a et b de A, b #0 , il existe
tels que

q » q' [} r I" de A

a=bg+r et olr) <old) , a=qg" b+r et olr') <o) .

On dit que A est simple si les seuls idéaux bilatéres de A sont {0} et A .

Lorsque A est commutatif, A est simple si, et seulement si, A est un corps.

On notera Mh(A) l'espace des n x n matrices & coefficients dans A .

On dit que M et N de Mh(A) sont semblables s'il existe U et V de Mh(A),
inversibles, telles que M = UNV
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THEOREME. - Soit M € Mh(A) . La matrice M est semblable & une matrice diago-
nale

ou oy divise (é droite et a gauche) aj s pour Jj > i . Si de plus on suppose que

est simple, on peut choisir A avec tous les oy sauf un au plus, égaux a 1

ou O » clest=a—dire que 1l'on aura

i1
... O
1
A= &0
~ .
N ‘0

Démonstration.

(i) Si M =0 , le théordme est démontrd.

(ii) Soit M # 0 . Soit 9y = inf m(all) s 1% inf étant pris sur toutes les ma-
trices N = (aij) semblables & M avec a4 # 0 . Choisissons N = (aij) sembla~

ble & M telle que m(all) =9 . Hontrons alors que a4 divise a gauche a4

(soit ali = 85y Wy ) et divise a droite a (soit ajq1 = vy a4 ) pour 1<ign .

i1
En effet, soit 811 = 8y 93 T Ty 0 w(ri) < w(all) « Soit U = (ukj) avec
Uy = 1 Wy ==  » ukj = 0 pour les autres couples (k , j) « La matrice
NU = (b, .) est semblable & M (car U est clairement inversible), et 1'on a
kJ

b11 = 844 ? b1i =T, . Si ry #0 , soit V = (vkj) avec Vi = vi1 =1, v?k:=1
pour k# 1 4, i, Viej = O pour les autres couples (k , j) . On voit que V est

inversible, donc NUV = (ij) est semblable & M , et 1l'on g 011 = ri s donc

¢(cli) < w(all) =@y avec c,, # 0 ce qui contredit la définition de @ -

On a donc r, = 0 . On démontre de m&me que 814 divise a; 3 droite (faire
cette fois les multiplications de matrice A gauche).

(iii) On a démontré en passant qu'il existait une matrice N =(aij) semblable a

M vérifiant w(all) = @ et - 0Oy 1<1g<n . Autrement dit

r a O

y=| 1 Voow m eu _ (a) .
) Mt/

Un raisonnement par récurrence sur n nous permet alors de montrer que M est

semblable a une matrice diagonale A = (ai) avec m(al) =y e

(iv) Soit maintenant A = (ai) une matrice diagonale semblable &4 M (non nulle)

satisfaisant m(al) =g e Nous allons montrer que

Aa2 A< Aal N o, A,

1
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1

1 u12 =N EA , ukj = 0 pour les autres couples

Soit U= () » wy

(i 5 j) « La matrice UA

il

3 t a =
(akj) est semblable & M , et 1'ona a, =o, »

a5 = M, « Comme ofa ;) = oy + en vertu de (ii), il existe p € A tel que
Ay, = oy p o Par conséquent, Ao, < oy A, et donc Aw, A€ o, A .

On montre de m8me que Aa2 A< Aal .

(v) Par récurrence sur n , on voit que M est semblable & une matrice A = (ai)

telle que Aai+ A< Aai n oy A, 1<ign=-1.

1
Cela montre en particulier que oy est un diviseur & gauche et & droite de

o

i+1
(vi) Supposons maintenant que A est simple. Alors l'ensemble & formé des

sommes (finies) d'éléments de Ao A est clairement un idéal bilatére contenu

i+l
dens Aoy na; A . Par conséquent, si oy, #0 , 3 n'est pas {0} , et donc

$=ACAy nao; Ls ce qui montre que oy est inversible. Soit s tel que QS#O

et Tgpp = O .Pour i<s , on a oy #0 (car oy divise o ) et, pour i > s ,
. . s _ _ =1
oy = 0 « Donc oy est inversible pour i <s , Soit U = (uij) avec Uss = o 9
i<sg ugg o= 19 i>28, uij =0,y 1#J . Alors
KNG
.1a
— 3
UA = 0
M *.
\ \/ .O

est semblable & M .
Exemples.
(1) A =2 . le théordme est dft & H. J. S. SMITH,
(ii) Soit KX wun corps. On choisit A =K[X] .
Pour ces deux exemples, on trouvera la démonstration dans [7] (ch. III, §§3 a 6).

En prenant A =‘g[D] » on obtient des résultats sur les systdmes différentiels
lindaires & coefficients constants (ef. [ 3] ch. II, §8, et ch, III, §11 pour les

coefficients non constants)

(iii) Soit F un corps de caractéristique O mnuni d'une dérivetion non triviale
(ctest=a-dire qu'il existe un u F tel que Du # O ). Alors l'anneau C = F[ D]

est euclidien et simple, Ceci démontre le lemme 1.2.

Démonstration. - Il est bien connu que cet anneau est euclidien. Nous allons

montrer qu'il est simple,

Soit 3 wun idéal bilatére de C, 3 # {0} , et soit e 1'élément de degré mi-
nimal dans gJ , ona eC=C =3 ,

Soit ¢ = ay + eee + oAy o ’ a'j €eF, a #0 « Coome eC = C¢ , il existe

2 € C tel que eD = 4¢ » et en comparant les degrés, on voit que ¢ = by + b, D .
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Dtou

n+1_ n —2; ' k n+1
ag Dte.ota D (bo+b1 D)(a.o+...+an D )= =O(bO a, b, al+d, ak—l)D +b) a D

et par conséquent b1 =1, et

-~

ai +bya =0, 0gLkg<n.

Les a vérifiant la méme équation différentielle sont donc tous des multiples

d'une méme fonction, Donc ¢ = a(co + eee + cn_1 Dn-'1 + Dn) s OU les ck sont des

constantes (c'est-a~dire Dck =0 ), a =a

Soit alors b € F tel que Db # 0 . Il existe 2 € C tel que

eb = ge »

mais comme degré de 4 =0, g4 =f ,o0ou febF,
n—-1 n _ T ] n
Donc a(cO + eeatc D+ )b = fa(cO + eestc DT 4D ) .
En comparant les coefficients de D" on trouve ab = fa 4y donec b =7 (puisque

a# 0 )e En comparant les coefficients de "1, on trouve

a(nb! + ¢ b) = bacn

-1
Comme b' # 0 , i1 faut n = 0 . Par conséquent € =a € F 4 et donc & = C,

n-1

Remarque. = (on suppose A commutatif,) Si N = UM , le déterminant d'un mineur
dtordre m de N s'exprime comme combinaison lindaire (& coefficients dans A )
des déterminants des mineurs dtordre m de M, Il en résulte que le P. G. C. D.
des déterminants des mineurs d'ordre m de N divise le P. G, C. D. des détermi-
nants des mineurs d'ordre m de M , et que par conséquent, si ces matrices sont
équivalentes, ces P. G. C. D. coincident. En considérant la matrice diagonale asso-
cide & M 5 on voit donc que ce P, G. C. D. est oy eve ap e L'entier s tel que

o £ 0 as+1 = 0 est bien entendu le rang de la matrice M ,

Ces considérations montrent que les oy sont des invariants de M , et que la
matrice A diagonale, semblable & M , est essentiellement unique (i des facteurs

inversibles prés ...). Pour ces raisons, la théorie précédente s'appelle la théorie
des facteurs invariants.

BIBLIOGRAPHIE

[1] DWORK (B.). - On p-adic differential equations, II., Annals of Math., t. 98,
1973, p. 366-376.

[2] DWORK (B.) and ROBBA (P.). — On ordinary linear p-adic differential equations
(4 parattre).

[3] POOLE (BE. G. Co)e — Introduction to the theory of linear differential equa-
tions. - New York, Dover Publications, 1960.

[4] roBBA (P.). — Croissance des solutions d'une équation différentielle homogene,
Groupe d'Etude d'Analyse ultramétrique, 1re année, 1973/74, n° 1, 15 p.



2-16
[5] roBBA (P.). — Indice d'un opérateur différentiel, Groupe d'Etude d!Analyse ul-
tramétrique, lre année, 1973/74, n° 2, 14 pe.

[6] ROBBA (P.). - Prolongement des solutions d'une équation différentielle p-
adiquey C. R. Acad. Sc. Paris, t. 279, 1974, Série A, p. 153-154.

{7] TURNBULL (H. W.) and AITKEN (A. C.). = An introduction to the theory of cano-
nical matrices. - London,and Glasgow, Blackie and Son, 1950,

(Texte recu le 3 février 1975)

Fhilippe ROBBA
138 rue Nationale
75013 PARIS




