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HOMOMORPHISHMES D'ESPACES DE BANACH DE FONCTIONS CONTINUES

par Jean-Paul BEZIVIN

Oe. Préliminaires et définitions.

Dans cet exposé, on adapte sans difficultés un article de W. G. BADE et P. C.
CURTIS, sur le meme sujet, dans le cas ou le corps de base est C [1].

Nous prendrons comme corps de base un corps K, ultramétrique et complet.

X désignera un espace topologique compact, dont tout point a une base de voisi-
nages formée d'ouvert-fermés de X .

A = C(X) sera l'espace des fonctions continues sur X & valeurs dans K , muni
de la norme de la convergence uniforme,

B désignera une algdbre de Banach sur K , unitaire et commutative.

Tout homomorphisme de A dans B sera supposé envoyer l'unité de A sur 1l'uni-
té de B ,

l. Etude du comportement des homomorphismes de A dans B sur les idenpotents de

A .

Dans tout ce qui suit, y désignera un homomorphisme de A dans B .

LEMME 1, — Soient g et h  deux suites d'éléments de C(X) yérifiant :

(a) lleJl ela s ]y ¥nyou +o>b>a>0,
(v) h g =g » YneXN,
() h,h =0,3si n#m,

alors, IM>0, Vun, [ve)l < Mlel Ingl -

Preuve. = On raisonne par l'absurde. Soit A\ € X , lkl > 1 5 et soit qi,j une
suite double extraite de €, vérifiant, YV i, V j € N,

\ i+ .
ivGag, Dl 2 I gy s
ou Pi,j est 1'élément de la suite h ~ associé a U,5 *

Soit weK, 0< |pl <1, et posons :

£, = )y L

2=1 % i, °
On a alors fi qi,;j=“'j qip.‘] « Soit encore T € K , I‘ni)l.
Soit J; wume suite d'entiers, vérifiant Iyl > [iu(£,){l » et 6, € K telle que

1 : -
5 < log| iPg, jmil <1 » VmeEN

—~—
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®n
Y= %1 Tm Poygm °
On a N
J
133 1 ei
yf, =—g— q; ; -«
1 ,“ 1)31
On en déduit :
J i+3.
1 H i }\
v = Tl |-ﬁ| o,

et comme |u| <1,

s
v = ‘%l 1 3

si 1'on choisit 4, » N s et T de fagon que |%%1 > 1 5 on obtient la contradic-
tion désirée.

COROLLAIRE 1. - Soit p, une suite d'idempotents de A , vérifiant P, Py = 0
si n#m . Alors il existe M >0 tel que |[w(p )| <H,» Vnz1.

~

I1 suffit de faire &, = h =p .

PROPOSITION 1. - Soit 3 1l'ensemble des idempotents de A . Il existe M >0
tel que ||w(p)||lsM, ¥ ped.

Preuve, — On raisonne par l'absurde. Soit ® 1l'ensemble des p € & , tels que

supq<p “v(q)” =+ ® 5 ou on note q < p 1la relation pq =q .

Notre hypothdse est donc 1 € 8 . D'autre part, si pe 8 et q <p » alors g
ou p-q est dans ® . En effet, sinon il existerait M > 0 , tel que :

fo(z)l <M si r<q ou r<p=-q.

-~

Si alors s <p s On a

8 =8q + 8(p=-aq) »
et il vient ||v(s)|| < M , ce qui contredit p € &.

Soit alors r € B, soit q €3, g, <7, et Hv(ql)L >1 + “v(rl)“ » alors

Io(ey = apll = livCa)l 2 1+ |IvGIl s

on appelle T, 1'é1ément de {ql I ql} qui est dans @8 4 et on construit,

{I‘k’ Vk.rea. VkEE.

par récurrence, une suite r_ vérifiant r "

k k+1
vz POl 2+ (el -

On pose alors p = r 3 il est clair que la suite {pn} contredit la

r -
n+1 n
conclusion du corollaire 1.

COROLLAIRE 2. — L'homomorphisme + de A dans B est contimu sur une sous-
algdbre dense de A .
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FPreuve. = Soit C © A 1la sous—algébre de A engendrée par les idempotents sur
K.

Soit f € C , alors f=Z>.igi. ®; €3 , done

v(f) = 2% vey) »
et

Iv(®l] < supy In ] (@)l < M osupy Ing] = mig]]

d'ou l'assertion.

2+ Sous-~-algdbres maximales ou v est continu,

DéFINITION. - On note & 1l'ensemble des ouverts E de X , tels qu'il existe

M(E) > 0 , telle que [[v(g)|| < M(E) ||g]| |n|] si eh =g et si support(g) et
support(h) sont inclus dans E .

LEMME 2, = Soit En une suite quelconque d'ouverts de X disjoints deux a

deux 3 alors En € & pour tout n assez grand.

En effet, si le lemme est faux, on construit immédiatement une suite (gn ’ hn)
qui contredit les conclusions du lemme 1.

LRMME 3, = Soient E1 et E2 appartenant & & . Si G est ouvert et fermé,
GCE2 s alors E1 uGe &,

En effety, G é&tant ouvert et fermé, la fonction caractéristique de G , Xg est
dans A , ainsi que XCq * I1 suffit d'écrire alors '

g = exg + exgg ot supp(g) < E, U G
et on a
Supp(exy) < E, »  Supp(excg) © B, »

ce qui permet d'utiliser les hypothéses,

LEMME 4. - Si E1 et E2 sont dans & , et si G est ouvert tel que

GCEluEz,

alors G € & .

En effet, soit F = CE1 NG . F est fermé, et inclus dans E, . I1 existe donc
U ouvert et fermé, tel que FCUCE-‘2 » alors El uilU € &, et GCF1 vuo .

IEMME 5. - Si E1 et E2 sont dans & , alors FIUFZ est dans & .

On raisonne par 1'absurde. El v 82 ¢ &, alors, Y P fermé,

(chlusz)@(slugz-yés) .
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car sinon, soit U ouvert et fermé, F c U © El U E2 »

(E1 UE,-F)uU= E/VUE, € &,

2 2
Comme E UE, €&, 1 g » h o Supp(g) et Supp(h) = E, VE, vérifiant
eIl = el lIngll (et &, h) =g, ).

= o SR 3 RN N =
Si Fl Supp(hl) » By U h2 F1 # » d'ou 52 f h2 a Support dans EIUEZ Fl
et vérifiant g, h, =g, , et “u(gz)H > 2 ”gé} Iy .

En poursuivant, on obtient une suite (gn ’ hn) vérifiant les hypoth®ses du
lemme 1, et de plus ”v(gn)“ 2 n |ig, || |Ibll » d'oh contradiction.

PROPOSITION 2, — & est stable par union quelconque.

En effet, soit Ej =U E + B,€&, Vajsi Ej ¢ & et si F est ferms,
Ey - F¢ &, car sinon F serait, par compacité, recouvert par un nombre fini de
=n
' i ' -
Ea , dont 1'union serait dans & d'aprds le lemme 5, donc (EO F) Ui:l Eai
aussi, or c'est égal A Eo .

La démonstration se poursuit comme dans le lemme 5.

THEOREME 1. - Il existe un nombre fini de points X, s .ss » X, de X , et une

constante M , telle que 1l'on ait ||v(g)|| < M ||g|| ||hll pourvu que les support de g
et h soient inclus dans C{xl ? eee 9 xn} et que gh =g .

D'apr®s la proposition, il existe un ouvert maximal, E, » dans la famille &,
Si CEO est infini, on peut trouver une suite {ul Secey un ,...] de points dans
CEO » et des ouverts disjoints Ek tels que w, € Ek o D'aprés le lemme, Ek € &

pour k assez grand, donc Ek c EO » cc qui est absurde. Le reste du théordme est
évident,

3« Etude de quelques cas particuliers.

Résumons tout d'abord ce que l'on vient de voir.

On note F = (x1 9 eecs 3 xn) l'ensemble des points de CEO » Ce sera l'ensemble
des singularités de v .

On note
M(F) 1'idéal des fonctions de A nulles sur F ,
3(F) 1'idéal des fonctions de A nulles au voisinage de F ,

R(F) la sous—-algdbre des fonctions constantes sur un voisinage de F , R(F)
est dense dans A .

PROPOSITION 3. — v est continue sur la sous-algébre R(F) .

BEn effet, si f € R(F) s 11 existe des idempotents e1 » eee 2 € 9 tels que
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f - Z:f(xi) e; € 3(F) ., Mais, sur 3(F¥) ,
Iv(ell < M et (théordme 1)
donc
v(£) = v(f - 2 f(xi) ei) + zif(xi) “(ei) ’
ot ()] < M Jigl] -
Comme y est continue sur ®(F) , elle se prolonge, d'une manidre unique, en un

homomorphisme y de A —> B , continu ; on pose A =v - o u sera la partie
régulidre de v , N sa partie singulidre,

PROPOSITION 4, - Soit SpK(B) 1'intersection de tous les idéaux maximaux de co-
dimension 1 de B . Alors

Af) e SpK(B) », Vfea,

Preuve., = Soit M un idéal maximal de codimension 1 , & 1l'homomorphisme de B
dans K associé.

Posons @v(f) = 3(v(f)) Q“(f) = 3(u(£)) » 3 et Qu sont deux homomorphis~
mes de A dans K , surjectifs. Ils sont donc continus, D'autre part, 1ls coInci-
dent sur la sous-algdbre dense R(F) , donc ils sont égaux. Il en résulte
x(f) e M , et 1a conclusion.,

PROPOSITION 5. — On a w(g) M(f) =0, ¥V g, fe MF) , et A est un homomor-
phisme de T(F) dans B .

u étant continue et 3(F) dense dans WMW(F) , il suffit de le montrer pour
ge3(r) , £eF).

Dans ce cas, fg € 3(F) , sur lequel v et |, coIncident, donc
v(fg) = u(fe)
w(g) A(f) = ple)lv(f) - u(e)] = v(feg) - u(feg) =0 .
si £, ge WF),
Meg) = [v(fe)=u(fe)] = [u(£)+n(£) Tule)+n(e) Fu(f) ule) = A£) Ae) .
On suppose, dans cette partie, que |K| = {zeR ;5 3x €K, |x| =2} est aé-

nombrable,

LEMME 6, — Il existe une fonction f , de K dans K , possédant les propriétés
suivantes :

(a) f est une bijection bicontinue de K sur K , et £(0) =0 ,

(v) limx_.o.x_#)f(x)/xk=o. VkeN.

La démonstration n'a que peu d'intérét.
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FTROPOSITION 6, — Tout homomorphisme de A dans une algébre de Banach B , dont
le sggctre SpK(B) est nilpotent, est continu,

On sait que v =N+ . , p étant continu ; il suffit donc de montrer que A

est nulle. Si 1'on montre que A est nulle sur ®(F) , on aura gagné. En effet,
si fe A, ona

f=f - Z: f(xi) ey + 22 f(xi) ey

avec F={x1 9 eee ;xn} » ©

et e

1! e o0 ey des idempotents tels que xiESuppmt(ei)
185 = O si i# 3. Comme A\ est nulle sur R(F) , alors
AE) = A(f - Z[; £(xy) ey) »
et
f - Z? f(xi) e € nF) .

Soit donc ge M(F) . Si f est la fonction du lemme 6, et si fk est la fonc-
tion continue de K dans K , définie par fk(x) = f(x)/xk si x#0, f(0) =0,
alors f(g) et fk(g) e m(r) .

D'autre part, h(g) est nilpotent ; il existe n €N, X(g)n =0 ,
Comme f(g) = & fn(g) » et puisque A est un homomorphisme sur M(F) , i1 vient
Me(e)) = ae)” M (e)) =0 .
En outre, soit £ ! 1la fonction réciproque de f , £~ 1(g) € M(F) , donec :
Me) = a7 (&) D=0 ,

ce qui montre que A est identiquement nulle, donc que v est continue.
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