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HOMOMORPHISMES D’ESPACES DE BANACH DE FONCTIONS CONTINUES

Jean-Paul BEZIV IN

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. P. 
2e année, 1974/75, n° 19, 6 p. 12 mat 1975

o. Préliminaires et definitions.

Dans cet exposé, on adapte sans difficultés un article de W. G. BADE et P. C.

CURTIS, sur le memo sujet, dans le cas ou Ie corps de base est C 

Nous prendrons comme corps de base un corps K , ultramétrique et complet.

X désignera un espace topologique compact, dont tout point a une base de voisi-

nages formee d’ouvert-fermés de X .

A = sera l’espace des fonctions continues sur X à valeurs dans K , muni

de la norme de la convergence uniforme.

B désignera une algèbre de Banach sur K , unitaire e t commutative.

Tout homomorphisme de A dans B sera suppose envoyer 1’unite de A sur l’uni-

te de B .

1, Etude du comportement des homomorphismes de A dans B sur les iden - otents de

A .

Dans t out c e qu i suit , 03BD désignera un homomorphisme de A dans B .

LEMME 1. - Soient g et h deux suites d’éléments de vérifiant :

alors,

Preuve. - On raisonne par l’absurde. Soit À. E K , |03BB| &#x3E; 1 , et soit une

suite double extraite de g vérifiant, Y 1, V j EN,n -

OÙ Pi.j est l’élément de 1a suite hn associé à qi,j .
So it  e K. 0  | |  1 , et posons :

On a alors fi qi,j 
=s j q... Soil encore ~ ~ K , ) &#x3E; 1 .

Soil .3,. une suite d’entiers, vérifiant Tt) &#x3E; ~03BD(fi)~ , et 03B8i ~ K telle que
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posons enfin :

On a

On en déduit :

et conne

si 1’ on choisit  , 03BB , et ~ de façon que on obtient la contradic-

tion 

COROLLAIRE 1. - Soit p une suite d’ idemptents de A , vérifiant p p = 0’" n ....~ 
.. 

- , ~ ~ ~ .. ~ n m

si n ~ m . Alors il existe 14 &#x3E; 0 tel ue !J~(p ))) ~ M , V n &#x3E; 1 .

n suf f it de f aire gn = h = p .

PROPOSITION 1. - Soil 3 l’ensambla des idempotents de A. n existe M &#x3E; 0

tel que ~~~~p~~) ~ p 

Preuve. - On raisonne par l’absurde. Soit B l’ensemble des p tels qua

supqp ~03BD(q)~ 
= + ~ , ou on note q $ p la relation pq = q .

Notre hypothèse est donc 1 e 1i3 . D’ autre part , ai et q  p , alors q

ou p - q est dans 63 . En effet, sinon il existerait 14 &#x3E; 0 , tel que :

Si alors

et il vient M , ce qui contredit p ~ C .

Soit alors r ~ e , soit q ~ cl, r et 1 + alors

on appelle r2 l’élément de {Ql’ r1 - ql) qui est dans 41. et on construit,

une suite rk rk+ 1 ~ 
1I,,{ 1Jc+1)!I ~ k + ll ,,( rk)1I .
On pose il que 1s suite 1&#x26;

conclusion du corollaire 1.

COROLLAIRE 2. - L’homomorphisme w de A dans B est continu sur une sous-

algèbre dense ge A. 
" 
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Preuve. - Soit C c A la sous-algèbre de A engendrée par lost idempotents sur

K .

Soit alors f = 2 X. o. e done

et

d’ou 1’assertion.

2. Sous-algèbres maximales où 03BD est continu.

DÉFINITION. - On note 6 1’ensemble des ouverts E de X . tels qu’il existe

M(E) &#x3E; 0 , telle e ~03BD(g)~  M(E) ~h~ !!! gh = g et si support (g) 2!
support(h) sont inclus dans E .

LEMME 2. - Soit E une suite quelconque d’ouverts de X disjoints deux &#x26;

deux ; alors E 
n 

e S pour tout n assez grand.

En effet, si Ie lemme est faux, on construit immédiatement une suite (gn , hn)
qui contredit les conclusions du lemme 1.

LEMME 3. - Soient E et E2 appartenant à &#x26; ..2! G est ouvert et fermé,

G c: E2 . alors 

En effet, G étant ouvert et fermé, la fonction caractéristique de est

dans A , ainsi que 11 suffit alors

g ’= 

~ + s1 Supp(g) c: El U G

et on a

 E2’ El ’
ce qui permet d’utiliser les hypothèses.

LEMME 4. 2014 Si E1 el: E2 sont dans &#x26; , et si G est ouvert tel que

alors

En effet, soit F = CE1 n G. Fest ’fermé, at inclus dans E2. n existe done
U ouvert at fermé. tel que F ~ U C P 2 . alors Hl U U E &#x26; . et G C F1 ~ U .

LEMME 5. -.2!. El et E2 sont dans &#x26;. alors F1 ~ F 2 est dans &#x26;.

On raisonne par 1 t absurde. El u 82 / &#x26; . alors, V F fermé,
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car sinon, soit U ouvert e’t fermé. El U &#x26;2 .

Comme et E u E2 verifiant

(et gl gl ).

Si F 1 = 13 - F ~ 6 ~ d’ou ~2 ’ Support 
et vérifiant g2 h2 = g2 ’ et 

En poursuivant , on obtient une suite (gn , h ) vérifiant les hypotheses du
lemma 1, et de plus " )! contradiction.

PROPOSITION 2. - &#x26; est stable par union quelconque.

En effet, soit E - U E , Ea ~ E , ~ 03B1 ; si E0 ~ E et ai F est fermé,

E0 - F / &#x26; , car sinon F serait, par compaction recouvert par un nombre fini de

E , dont l’union serait dans E d’après le lemme 5, donc (E- 2014 F) Ui=ni=1 Ea1
aussi, or c’est égal à 

La demonstration se poursuit comme dans le lemme 5.

THEOREME 1. - Il existe un nombre fini de points et une

constante M , telle que l’on ait ~03BD(g)~  M pourvu que les support de g

et h soient inclus dans ... , x ) 
D’ après la proposition, il existe un ouvert maximal, E0 , dans la famille  .

Si CE~ est infini , on peut trouver une suite (u ~... ~ u ~~..) de points dans

CE0 , et des ouverts disjoints E. tels que u-, E E., . D’ aprea Ie lemme , EL. e 6
pour k asaez grand, donc Ek ~ E0 , ce qui est absurde. Le reste du théorème est

évident.

3. Etude de quelques cas particuliers.

Résumons tout d’abord ce que l’on vient de voir.

On note F = (x , ... , x ) 1’ensemble de s points de CEO’ ce sera 1’ensemble
de s singularités de v .

On note

X(F) 1’ideal des fonctions de A nulles sur F ,

1’ideal des fonctions de A nulles au voisinage de F ,

ft(F) la sous-algèbre des fonctions constantes sur un voisinage de P, 

est dense dans A .

PROPOSITION 3. - v est continue sur la sous-algèbre R(F) .

Rn effet, si f E R{F) . i1 existe des idempotents 91 - .... en . tels que
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f - I 3(F) . sur 

donc

Comme 03BD est continue sur R(F) $ elle se prolongs, d’une manibre unique, en un

homomorphisme p de A 2014&#x3E; B t continu ; on pose X = v - )j, ~ ~ sera la artie

régulière de 03BD , À sa partie singulière.

PROPOSITION 4. - Soit l’ intersection de tous les idéaux maximaux de co-

dimension 1 de B. Alors

Preuve. - Soit JJl un idéal maximal de codimension 1 , 03A6 l’homomorphisme de B

dans K assooié.

Posons 03A6 
v 
(f) = 03A6(03BD(f)) , 03A6 (f) = 03A6( (f)) , § 

v 
et 03A6

 
sont deux homomorphis-

mes de A dans K , surjectifs. Ils sont done continua. D’autre part, coïnci-

dent sur la sous-algèbre dense R(F) , donc ils sont égaux. n en résulte

B(f) et la concluaion.

PROPOSITION 5. - On a "",(g) 03BB(f) = 0 ,  g , f ~ M(F) , et X est un homomo:1’-

phisme de dans B .

p. etant continue et dense dans il suffit de le montrer pour

g e 3(p) , f E 

Dans ce cas, sur lequel v et  coïncident, donc

S1

On suppose, dans cette partie, que IKt = (z E!+; 3 x e K , )x ) = z) est dé-

nombrable.

LEMME 6. - U exis-te une fonction f , de K dans K. possédant les .ro 06t6s
suivantes :

(8) f est une bijection bicontinue £Q K sur K .!:! f(O) = 0 .

(b) limx~0,x~0 f(x)/xk = O. Y k elf.

La démonstration n’ a que peu d’ intérê-t.
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PROPOSITION 6 . - Tout homomorphisme de A dans une de Banach B. dont

Ie spectre Spy(B) est nilpotent, est continu.

On sait que v = X + IJ. t ~ étant continu ; il suffit done de montrer que 1k

est nulle. Si l’on montre que X est nulle sur on aura gagné. En effete
si f oil a

avec F = (x , ... ~ 3: ) ~ e ~ ... ~ e dea idempotents tels quo 
et o.. e_ 

== 0 si Comme X eat nulle aur R(F) , alors

et

Soit done g E M(F) . Si f est la fonction du lemma 6, et ai f, est la fonc-

tion continue de K dans K , définie par = f(x)/x si x 1 0, f(O) = 0 ,
alors et = ~(F) .

D’autre part, est nilpotent ; il existe n = 0 .

Comme f(g) = g f n (g) , et puisque X est un homomorphisme sur il vient

En outre, soit f la fonction réciproque de f, done :

ce qui montre que À est identiquement nulles donc que v est continue.
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