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CALCUL FONCTIONNEL HOLOMORPHE
DANS 1ES ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES

par Alain ESCASSUT

Probldme, — Soit K un corps valué non archimédien complet algébriquement clos,
et soit D<K , On note K(D) 1'algdbre des fractions rationnelles sans p8le dans
D , et on note H(D) 1le groupe topologique complété de H(D) pour la topologie de

la convergence uniforme sur D ( H(D) est une K-algdbre de Banach si, et seule-
ment si, D est fermé borné).

Soit A une K-algdbre de Banach ultramétrique unitaire, et ¥ x € A , soit s(x)

l'ensemble des A € K tels que x — A ne soit pas inversible,

De fagon analogue aux propriétés connues du calcul fonctionnel holomorphe dans
une (C-algdbre de Banach [1], on aimerait trouver, pour tout x € A , un homomor-
phisme unifdre continu 6 de H(s(x)) dans A tel que 8(h) = h(x) , V hek(sk)).
En fait, on sait que ceci n'est pas possible, sauf si la norme ||.|| de A est dé-

finie par ||x|| = SUP e (4) lo(x)| » ou X(A) désigne l'ensemble des caractdres de
A .

On va donc chercher une sous-—algdbre o, de H(s(x)) contenant bien entendu
K(s(x)) s et telle que 1'application 6 définie dans K(s(x)) comme ci-dessus, se
prolonge dans Ox « Pour cela, on devra définir quelques notions nouvelles, et no-

tamment la notion de partition naturelle du complémentaire 4d'un fermé de K .

1. Partitions naturelles.

Soit K wun corps valué non archimédien complet, algébriquement clos, et soit
DcecK . On dit que D est infraconnexe si ¥ a € D , 1'application x —> |x - al
a une image dans R dont 1'adhérence est un intervalle.

Soit D<K , de diamdtre R . On appelle enveloppe D de D 1le disque circon-
férencié de diamdtre R qui contient D (si R=+w, D =K ).

Soient a €K ,et r' <r" (r* , r" E.Bf) « On appelle couronne non circonfé—

rencide de centre a , de rayon inférieur r' , de rayon supérieur r" , 1l'ensemble

r(a , ¢ , r") = {fg e K; < lg - al <r"} .

On appelle couronne vide d'un fermé borné D de K une couronne non circonfé-

renciée T'(a 5 r' , r") < (K - D) , et telle que a € D et

r*

sup(lgl ;5 lel eD, lgl <"},
imr(lel ; lelep, lgl >} .
On appelle c¢irconférence d'un disque non circonférencié d(asr)={lel ; lg~al<r}

"

[}
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1'ensemble des & € K tels que Ig - a‘ =T ,

Définitions. — Soit D un fermé de diamdtre r € (0 , + =) , et soit R >r .

Nous dirons qu'une partition ® de K -~ D est naturelle si ses seuls éléments

sont ¢

- le complémentaire dans K du disque circonférencié V de diamdtre R qui
contient D ,

~ des couronnes non circonférenciées I' € V - D , des disques non circonférenciés
TCV-D.

Alors si @ est une telle partition naturelle de K - D , le nombre R est
appelé diamdtre de @ ; le disque V est appelé enveloppe de ® 3 les couronnes T

1
sont appelées couronnes de ® ; les disques T sont appelés supertrous de @

Nous dirons qu'une partition naturelle de K - D est infraconnexe si elle n'admst
pas de couronnes,

Alors si D est un fermé de K , il existe une partition naturelle infraconnexe
unique @0 d'enveloppe D telle que ¥ a € D~ D , le supertrou de PO contenant

a solt le disque non circonférencié de centre a , de diamdtre d(a , D) (distan~
ce du point a a D ).

PO est appelé partition canonique de D , et les supertrous de PO sont appelés
trous de D ,

Remarque, - L'ensemble des partitions naturelles infraconnexes de K - D , qui

admettent D pour enveloppe, est ordonné par la finesse, et admet pour plus petit
é1ément la partition canonique.

On notera @1 < 92 la relation "@1 est une partition plus fine que 92" .

2. Algdbres H(D , ®) .

Soit D © K . Suivant les conventions habituelles, on notera K(D) 1'algdbre des
fractions h(X) € K(X) sans p8le dans D .

Si A est une K-algdbre, on notera Mult A 1l'ensemble des semi-normes multi-
plicatives de A , o8 si A admet une norme de K-algdbre |l.|| » on notera

Mult(A » ||o]]) [4) 1l'ensemble des semi-normes multiplicatives de A continues pour
la norme “.” .

Soit D un fermé borné, et soit # une partition naturelle de K - D . On no-
tera Mult(K(D) , #) 1l'ensemble des &léments de Mult K(D) dont le filtre circu—
laire [ 3] est sécant & T , »u bien a au moins un supertrou de © et & sa circon-
férence. Alors on notera {|./lq 1la norme de K-algdbre de k(D) , définie par
“h""D = sup{p(h) 3 o € Mat(k(D) , P)} , et 1'on a donc

mt(k(p) , #) = Mat(K(D) » |l.Jle) »
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PROPOSITION. — Soit D un fermé borné, et soient Pl et 92 deux partitions

naturelles de D telles que Pl < 92 . Alors on a pour h € K(D)

Il < !Ihl!pl < llhllp2 .

Notation. — On notera H(D , #) 1la K-algdbre de Banach complétée de K(D) pour
la norme ”o”@ .

COROLLAIRE, — Soit D un fermé borné, et soient 01 et PZ deux partitions na-

turelles de D telles que Pl < 92 e Alors il existe un homomorphisme unifdre con—

tinu unique de H(D , ‘Pz) dans H(D , Pl) (resp. dans H(D)) gqui induit 1'identi-
té sur k(D) .

THEOREME de Mittag-Leffler pour une partition infraconnexe [5J). - Soit @ wune
partition naturelle infraconnexe d'un fermé bormé D , et soit V 1'enveloppe de

® . Soit f € H(D , ) . Alors il existe fo e H(V) et, pour tout supertrou '1‘1

de ®, il existe f, € H(K - T,) fel que lim ) £f,(x) =0 , tels que la fa-
mille f, soit sommable dans H(D , ) , de somme f et tels que

I£llp = supll2yllp «

PROPOSITION, — Soit D un fermé borné ; soit ¢ une partition naturelle de

K~D, et solt h e K(D) e Soient F1 9 eee Fn les couronnes vides des @ ggi
contiennent des p8les de h , et soient T1 ? ece 9 Tn les supertrous de f gqui
contiennent des p8les de h . Soit A un fermé borné contenant D tel que

F1 ? eee 3 Fm gsoient des couronnes vides de A et tel que T1 9 cee T“ soient

des trous de A non inclus dans une couronne vide de A . Alors on a

1], = Il -

COROLLAIRE 1. — Soit ® wune partition naturelle de K - D , et soit A un fermé

borné contenant D dont tout trou et toute couronne vide est inclus dans un super—
trou, ou bien dans une couronne de @ ., Alors H(a)

eat isomorphe & une sous—
algdbre de Banach de H(D , £) par un isomorphisme unifdre contimnu qui induit
1'identité sur K(D) .

Soit A une K-algdbre ; pour tout x € A , on note s(x) 1'ensemble des \ € K
tels que x - A ne soit pas inversible.

COROLLAIRE 2, —~ Soit A une K15£§§bre de Banach unitaire, Soit x € A , et soit
® une partition naturelle de s(x) . On suppose qu'il existe un homomorphisme uni-
fdre continu 0, de H(D , ) dans A gqui associe x A 1'application identique
X sur D . Soit A un fermé borné dont tout trou et toute couronne vide est in-

clus dans un supertrou ou bien dans une couronne de ¢ ., Alors eP induit sur
H(A) un homomorphisme unifdre continu, qui fait correspondre & x 1'identité X
gur A ot qul est injectif si A est infini,
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3. Partition x-spectrale et partitions x-normales.

La définition de 1'algdbre O, qui permettra la construction du calcul fonction-
nel holomorphe nécessite 1l'introduction des partitions x-spectrale et x~-normales
du spectre d'un élément x .

Notation. = Soit (A , ||.||) une K-algdbre de Banach, et soit x € A . On notera
x|l 1la limite de la suite XY™ (on sait que ll.]lg est une semi-norme tel~-
1 1

le que
Ixllg, = sup{e(x) 5 o e matla, [l.|)} ).

Définition. — Nous dirons qu'une couronne non cireonférenciée TI'(a , r!' , r")

est fortement incluse dans une couronne non circonférenciée TI'(a , R' , R") si
r* <R' < R" <",

Soit (A , ||+J|]) une K-algdbre de Banach, soit x € A , et soit D = s(x) . Nous
dirons qu'une couronne non circonférenciée T'(a » r* r") est une couronne x-vide

de D si T(ayr o, < (K=-D)nadla, ”1“51) et s1 r' et r" satisfont

r' = sup{o(x - a)lo € Mult(a , ||.]|) 5 o(x - a) <"}
et

rM" = inf(w(x - a)lw € Mult(A » ”0”) H m(x - 8.) > I"} *

LEMME, - Soit (A , ||+||) une K-algdbre de Banach, soit x un élément inversi-
ble de A , et soit D = s(x) . Soit ”.Hl une semi-norme ultramétrique de A
A 1 _ 1
telle que ”1/x”st < ||v/=|| slul/xH . Alors on a [|1/(x = b)||” =||1/x]|" pour tout
beX tel que |b| < 1/[1/x|" .

Rappelons que ”x“s1 > suprs(x)lkl de sorte que ||x - a”s1 est indépendant de
a sl a € E(x) .

On appellera partition x=gpectrale la partition naturelle Sx de K~D quia
pour diamdtre ||x - &”s pour a € s(x) , et dont les supertrous T vérifient
1

diam(T) = 1/||1/(x - a)ll;, pour a €T, et dont les couronnes sont les couronnes
1
x-vides de D .

On appellera partition x-normale une partition naturelle # de K~-D quia
pour diamdtre Hﬂls et qui possdde en outre les propriétés suivantes :
1

- les couronnes vides de ® sont en nombre fini, e chacune est fortement inclu-

se dans une couronne x-vide de D .

- presque tous les supertrous T de @ vérifient 1/||1/(x - a)|l = diam(T) pour
a€eT, et ceux (en nombre fini) qui ne vérifient pas cette relation sont tels que

V)|1/(x = a)|| < atan(D) < 1/|1/(x = a)ll,, -

Soit a € $(x) . On notera f_ 1'unique partition naturelle infraconnexe de
K -~ D de diamdtre |[x — a]| » et dont les supertrous T(o) vérifient
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diam T(a) = 1/}]1/(x = o)|| .

FROPOSITION, - Soit A une K—alg®bre de Banach unitaire, Soit x € A , soit

D = s(x) , et soit X 1'application identique sur D . Soit ¢ une partition x-

normale de K —~ D ; alors il existe un homomorphisme unifdre contimu unique 0p de
H(D , /) dans A tel que 8,(X) =x.

si P et @, sont deux partitions z-normales de K - D telles que 92 < @
alors 6 induit B(P sur H(D , P ) .
=0 —_— = 1
2 1

COROLLAIRE, - Soit A une K-a.l@bre de Banach ultramétrique, et soit x € A ,
Alors il existe un homomorphisme unifdre continu unique 8, de H(s(x) Px) dans

A tel que eo(x) =x .

1 ?
®

PROPOSITION., — Soit (A , ||.||) une K-algdbre de Banach unitaire. Soit x € A ,
et soit A 1la sous-K-algdbre unitaire pleine engendrée par x dans A . On sup-
pose que ||.|| et ||,,”‘3 induisent sur A_ deux normes équivalentes. Alors 1'ap-

- 1
plication de K(s(x)) dans At h—> h(x) est continue et se prolonge en un
homomorphisme unifdre continu es de H(s(x) » Sx) dans A .

4. Algdbre des germes Ox .

On notera Ox la limite inductive des algdbres H(s(x) , ) 1lorsque @ par—
court la famille des partitions x-normales. Alors Ox est une sous—algdbre de
H(s(x)) dont les é1éments seront appelés germes analytiques x~normaux sur $(x) .

THEOREME, - Soit A une K—-algdébre de Banach ultramétrique unitaire. Soit x € A,
et soit X 1'identité sur s(x) . Alors il existe un homomorphisme unifdre contimu
unique 8 de O dens A tel que @ (X) =x , et si la semi-norme ||.||8£ de A
est une norme pour laquelle A est compldte, alors ex se_prolonge en un homomor-
phisme continu de H(s(xz) , Sx) dans A .

Notation. - S1 f € O_, on notera f(x) = ex(f) .

PROPOSITION, ~ Soient A et A' deux K-algdbres de Banach ultramétriques uni-
fdres, et ¢ un homomorphisme unifdre contimu de 4 dans A' ., Soit x € A, et
soit f e O . Alors o(f(x)) = £(o(x)) .

5« Fonctions analytiques dans 4 .

Définitions. - Soit A une K-zlgdbre de Banach ultramétrique unitaire, soit
Qc A, et soit BE <K . Lous dirons qu'une couronne non circonfércnciée
r(a, r* , *") €K — E eost une couronne (}xide de E si

I

r! = sup{p(x - a) ; o € Mit(x(E) , H.Hs‘) s x€0, olx-2a)<r"},

inf{p(x - a) 3 © c Mit(k(E) , }M!ai) e+ x€0, olx=-a)>rt}.

rv
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On notera EQ = UxEQ s(x) PQ 1'ensemble des a € K tels que sup "1/(1,_8)"

ne soit pas borné, et enfin on notera D0 1'ensemble EO u F,1 .
a»

LEMME, - DQ est fermé.

On appellera partition (}-spectrale la partition naturelle de K - Dﬂ de digmd—

tre sup. “x”s‘ » dont les couronnes vides sont les couronnes (vides de p_ et
dont les supertrous T vérifient diam(T) = infxeo( /11/(x - a)l!sx) pour g e T .

De m8me, on appellera partition (-normale une partition naturelle de
de diamdtre sup x| possddant les propriétés suivantes @
X 84

K"'DQ’

- les couronnes sont en nombre fini, et chacune est fortement incluse dans une
couronne de la partition (spectrale.

- les supertrous T vérifient presque tous diam(T) = infxen(l/” 1/(x - a)")

pour a € T , et coux (en nombre fini) qui ne vérifient pas cette relation gont
tels que

nf, (V/]|1/(x = @) < atan(n) < tng, (1/]11/(x = a)], )

On notera 05 la limite, inductive des algdbres H(DQ » ®) lorsque @ parcourt
la famille des partitions Q-normales j; on notera On les éléments analytiques de
q.
= Zn - J N, .
H(Eﬂ) de la forme f =g + j=1 XJ/(x aj) s O g€ O:; ot ou ay € F et

)‘j € K (les points R n'étant pas forcément tous distincts).

Définition. - Nous dirons qu'une application g de ( dans A est analytique
dans Q s'il existe une suite h  de K(En) telle que

limn_a(squeQ |[g(x) - h(x)”) =0 .

TP[éORi‘)ME. - Soit A une K-algdbre de Banach ultramétrique unitaire, soit
QS A,y et solt f € OQ e Alors Y x€n, f € Gx et 1'applicetion de QI dans
A X —> f(x) est analytique dans (O . De plus, pour toute boule B de centre

a incluse dans Q » f(x) est dévelnppable en série de Taylor ? z:=0 an(x - a)®
convergeant dans B .
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