
Groupe de travail
d’analyse ultramétrique

ALAIN ESCASSUT
Calcul fonctionnel holomorphe dans les algèbres de
Banach ultramétriques
Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 2 (1974-1975), exp. no 17, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1974-1975__2__A15_0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1974-1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=GAU_1974-1975__2__A15_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


17-01

CALCUL FONCTIONNEL HOLOMORPHE

DANS LES ALGÈBRES DE BANACH ULTRAMÉTRIQUES

Alain ESCASSUT

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, P. ROBBA)
2e année, 1974/75. n° 17. 7 p. 28 avril 1975

Problème. - Soit K un corps value non archimédien complet algébriquement clos,
et soit On note K(D) l’algèbre des fractions rationnelles sans pôle dans

et on note H(D) le groupe topologique complété de H(D) pour la topologie de

la convergence uniforme sur D ( H(D) est une K-algèbre de Banach si, et seule-

ment si, D est fermé borné).

Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique unitaire# et V x E A , soit s(x)
l’ensemble des 03BB ~ K tels que x - À ne soit pas inversible.

De façon analogue aux propriétés connues du calcul fonctionnel holomorphe dans

une £-algèbre de Banach [1], on aimerait trouver, pour tout x E A , un homomor-
phisme unifère continu (5 de H(s(x) ) dans A tel = ~~~~ ~ V 

En fait, on sait que ceci n’est pas possible, sauf si la norme 1I.1f de A est dé-

finie par = 

sup - / B où X(A) désigne l’ensemble des caractères de

A.

On va donc chercher une sous-algèbre 0 de H(s(x)) contenant bien entendu

et telle que l’application e définie dans K(s(x)) comme ci-dessus, se

prolonge dans 0 . Pour cela, on devra définir quelques notions nouvelles, et no-
tamment la notion de partition naturelle du complémentaire d’un fermé de K .

1. Partitions naturelles.

Soit K un corps value non archimédien complet , algébriquement clos, et soit
On dit que D est infraconnexe si ~ a E D , 1 ’application x -&#x3E; lx - al

a une image dans R dont l’adhérence eat un intervalle.

Soit D =- K , de diamètre R . On appelle enveloppe D de D le disque cireon-

férencié de diamètre R qui contient D (si R = + ).

Soient et r’  r" (r’ , R+) . On appelle couronne non circonfé-
renciée de centre a, de rayon inférieur r’ , de rayon supérieur r" , l’ensemble

On appelle couronne vide d’un fermé borné D de K une couronne non circonfé-

renciée r(a , r’ , rit) c: (K - D) . et telle que a ~ D et

On appelle circonférence d’un disque non circonférencié d(a,r)={|g| ; tc2014atr)
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l’ensemble tels al = r ,

Définitions. - Soit D un fermé de diamètre (0 , + 0153) J et soit R ~ r .
Nous dirons qu’une partition f1 est naturelle si ses seuls éléments

sont :

- le complémentaire dans K du disque circonférencié V de diamètre R qui
contient D ,

- des couronnes non circonférenciées V - D , des disques non circonférenciés

Alors si ~ est une telle partition naturelle de K - D , le nombre R est

appelé diamètre de P ; le disque V est appelé enveloppe de P ; les couronnes r

sont appelées couronnes les disques T sont appelés supertrous de P.

Nous dirons qu’une partition naturelle de K - D est infraconnexe s1 elle 

pas de couronnes.

Alors si D est un fermé de K , il existe une partition naturelle infraconnexe

unique P- d’enveloppe D telle que V D - D , le supertrou contenant

a soit le disque non circonférencié de centre a, de diamètre d(a , D) (distan-
ce du point a à p ~ .

Qo est appelé partition canonique de D, et les supertrous sont appelés
trous de D.

Remarque. 2014 L’ ensemble des partitions naturelles infraconnexes de K - D , qui

admettent D pour enveloppe, est ordonné par la finesse, et admet pour plus petit
élément la partition canonique.

On notera @1  Q 2 la relation est une partition plus fine que f&#x3E;2".

2. Algèbres H(D , P) ~

Suivant les conventions habituelles, on notera K(D) l’algèbre des

fractions sans pôle dans D .

Si A est une on notera l’ensemble des semi-normes multi-

plicatives de A , et si A admet une norme de K-algèbre ~.~ , on notera

)J*)!) [4] l’ensemble des semi-normes multiplicatives de A continues pour

la norme ~~ . ~~ .
Soit D un fermé borné, et soit P une partition naturelle de K 2014 D . On no-

tera P) l’ensemble des éléments de Mult K(D) dont le filtre 

est ?u bien à au moins un supertrou de P et à sa circon-

férence. Alors on notera la de K-algèbre de K(D) . définie par

~h~P = P)} , et a donc

~) ~= 
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PROPOSITION. - Soit D un fermé borné. et soient P1 et "2 deux partitions

naturelles de D telles  "2 . Alors on a pour h e K(D)

Notation. - On notera H(D. f3) la K-algèbre de Banach complétée de K(D) pour

la norme 

COROLLAIRE. - Soit D un fermé borné, et soient P1 et p 2 deux partitions na-

turelles de D telles  P2 . Alors il existe un homomorphisme unifère con-
tinu unique de H(D , f&#x3E;2) dans R(D, f&#x3E;1) (reap. dans H(D) ) qui induit l’identi-

té sur K(D) .

THÉORÈME de Mittag-Leffler pour une partition infraconnexe [5]. - Soit Q une

partition naturelle infraconnexe d’un fermé borné D , et soit V l’enveloppe de

Soit f ~ H(D , 6’) . Alors il existe fa E H(V) pour tout su;pertrou Ti
il existe :fi e H(K - tel que lim|x| 

+~ fi(x) 
= 0 , tels que la fa-

mille fi soit sommable dans H(D , P) , de somme f et tels que

PROPOSITION. - Soit D un fermé borné; soit f&#x3E; une partition naturelle de
K - D . et soit h E K(D) . Soient r1 .... , rrn iea couronnes vides des P a3e
contiennent des pôles de h , et soient les supertrous de f1 qui
contiennent des pôles de h . Soit l1 un fermé borné contenant D tel que

r 1 ’ ... t r m des couronnes vides de 0394 et tel que T1 , ... 

des trous de A non inclus dans une couronne vide de h. Alors on a

COROLLAIRE 1. - Soit ~ une partition naturelle de K - D , et soit A un fermé

bo:rné contenant D dont tout trou et toute couronne vide est inclus dans un super-

trou, ou bien dans une couronne de P , Alors H(6) est isomorphe à une sous-

algèbre de Banach de H(D , P) par un isomorphisme unifère oontinu qui induit
l’identité sur K(D) .

Soit A une K-algèbre ; pour tout x ~ A . on note s(x) l’ensemble des 03BB ~ K

tels que x - À. ne soit pas inversible.

COROLLAIRE 2. - Soit A une de Banach unitaire. Soit x e A , et soit

. une partition naturelle de s(x) . On suppose qu’il existe un homomorphisme uni2014

fère continu 9f&#x3E; de P) dans A qui associe x à l’application identique

X sur D . Soit A un fermé borné dont tout trou et toute couronne vide est in-

clus dans un supertrou ou bien dans une couronne de ’ . Alors ef&#x3E; induit 0153tr

un homomorphisme unifère continu, qui fait correapondre à x ltident1:té X

sur A et qui est injectif si A est infini,
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3. Partition x-spectrale et partitions x-normales.

La définition de l’algèbre 0 qui permettra la conatruction du calcul fonction-

nel holomorphe nécessite l’ introduction dea partitions x-spectrale et x-normales

hi spectre d’un élément x .

Notation. - Soit (A , ~.~) une K-algèbre de Banach, et soit x ~ A  On notera

~x~si la limite de la suite ~xn~ 1/n sait que ~.~si eat une semi-norme tel2014

le que

Définition. - Nous dirons qu’une couronne non circonférenciée r(a. r")
est fortement incluse dans une couronne non circonférenciée r(a , ai

r’  R’  R"  r" .

Soit (A , )!’))) une K-algèbre de Banach. soit x E A . et soit D =1 e(x) . Nous
dirons qu’une couronne non circonférenciée r(a. r’ r") est une couronne x--vide

de D si r(a , r") C (K - D) n d(a, Il xII ) et ai rt et r" satisfont

et

LEMME. 2014 Soit (A, tl.lI) une K-algèbre de Banach, soit Je un élément inversi-

blé le A. et soit D == s(x) . Soit Il.111 une semi-norme ultramétrique de A

telle qqe ~1/x~ sI. 
 ~1/x~A  Ill/xii. Alors on a 111/ (x - :: pour tout

b E K tel que Ibl t  

Rappelons que HxJl si ~ 
sorte que tJx... atl Sl est indépendant de

a si a E a (x) ..

On appellera partition x-spectrale la partition naturelle $% de K - D qui a

pour diamètre IIx - pour a E s(x) . et dont les supertrous T vérifient

diam(T) ’= 1/111/(x - a)lIsi pour a et dont les couronnes sont les couronnes

x-vides de D.

On appellera partition x-normale une partition naturelle P de K - D qui &#x26;

pour diantre t1xtl et qui possède en outre les propriétés suivantes :
si

- les couronnes vides de P sont en nombre fini, et chacune est fortement inclu-

se dans une couronne x-vide de D .

- presque tous les supertrous T de P vérifient a)1! = dia.m(T) pour

a et ceux (en nombre fini) qui ne vérifient pas cet-te relation sont tels que

1/1I1/(x - a)1I diam(T)  1/111/(x - 
Soit a E $(x) . On notera Px l’unique partition naturelle infraconnexe de

1{ - D de diamètre Jlx - et dont les supertrous :r(a) vérifient
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PROPOSITION, - Soit A une K-algèbre de Banach unitaire. soit

D = s(x) J et soit X l’ application identique sur D . Soit P une partition x-

normale de K - D ; alors il existe un homomorphisme unifère continu unique 9p de
H(D 1 P) dana A tel que 03B8P(X) = x .

et P 2 sont deux :partit ions x-normales telles 

alors 03B8P2 induit 03B8P1 sur H(D t @1) -
COROLLAIRE. - Soit A une de Banach ultramétrique, et soit x ~= A .

Alors il existe un homomorphisme unifère continu unique 03B80 de H(s(x) , Px) dana

A tel que 90(X) = x .

PROPOSITION. - Soit (A ~ j).()) une de Banach unitaire. 

et soit A la sous-K-algèbre unitaire pleine engendrée par x dans A . On sup-

pose que et Il induisent sur Ax deux normes équivalentes. Alors l’ap-
plication de K(s(x) ) dans h -&#x3E; est continue et se prolonge en un

homomorphisme unifère continu B$ de H(s(x) ? ~ ) dans A.

4. Algèbre de s germes 0 ~

On notera (9 la limite inductive des algèbres R~s~~~ ~ P) lorsque par-

court la famille des partitions Alors 0 est une sous-algèbre de

H(s(x) ) dont les éléments seront appelés germes analytiques sur S(x) .

Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique unitaire. Soit x ~ A ,
et soit X l’ identité sur s (x) . Alors il existe un homomorphisme unifère oontinu

unique 8 de 0 dans A tel que 0 (X) = x , et si la semi-norme ff .11 s de A
est une norme pour laquelle alors 9x se en un homomor-

phisme continu de H(s(x) , Sx) dans A .

Notation. - Si f ~ Ox , on notera f(x) = 9 (f) .

PROPOSITION. - Soient A et At deux K-algèbres de Banach ultramétriques uni-
et 03C6 un homomorphisme unifère continu de A dans Soit et

soit f e O~ . Alors = f(~(X») .

5. Fonctions analytiques dans A .

Définitions. - Soit A une de Banach ultramétrique unitaire, soit
et dirons qu’une couronne non circonférenciée

r(a , r8) c K - E est une couronne 03A9-vide de E ai
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On notera E03A9 = Ux~03A9 a(x) , F03A9 l’ensemble des tels que sup.J} 
ne soit pas borné, et enfin on notera D l’ensemble F03A9 .

LEMME. - D est 

On appellera partition 03A9-spectrale la partition naturelle D de 

tre ))x)j , dont les couronnes vides sont les couronnes 03A9-vides de D03A9 et

dont les supertrous T vérifient l/(x 2014 a))j ) T

De même ~ on appellera partition une partition naturelle de 

de diamètre 
i 

possédant les propriétés suivantes s 

- les couronnes sont en nombre fini, et chacune est fortement incluse dans une
couronne de la partition ~spectrale ~ 

’

- les supertrous T vérifient presque tous 

pour T ~ et ceux (en nombre fini) qui ne vérifient pas cette relation sont
tels que

i~~(l/))l/(x - a) 11 ) s  inf~~( i/]1 1/ ( x - a) [1 ~ ) .
On notera fit la limite, inductive des algèbres H(D , P) lorsque parcourt

la famille des partitions 0-normales ; on notera 0 les éléments analytiques de
de la forme f = g- + Z, X./(x - aj)qj , où g e O*03A9 et où aj ~ F03A9 et

X. ~ K (les points a ~ ~ .. ~ a n’ étant pas forcément tous distincts).

Définition. - Nous dirons qu’une application g de n dans A est analytique
dans Q existe une suite h~ de telle que 

°

limn~~(supx~03A9 ~g(x) - h(x)~) = 0 .
Soit A une de Banach ultramétrique unitaire, soit

A , et soit f e 0  Alors V f ~ C et l’application de n dana
A s x 2014&#x3E; f(x) est analytique De plus, pour toute boule B de centre

a incluse dans Q , f(x) est développable en série de Taylor : 03A3~n=0 an (x " a)n
conversant dans B .

BIBLIOGRAPHIE

[1] BOURBAKI (Nicolas). - Théorie spectrale, ch. I. : "Algèbres normées ...". -
Paris, Hermann, 1967 (Actualités scientifiques et industrielles, 1332.
Bourbaki, 32). 

[2] ESCASSUT (Alain). - Eléments analytiques et filtres percée sur un infraconnexe,
Annali Mat. pura ed applic., Bologna (à paraître).

[3] CARANDEL (Gérard). - Les semi-normes multiplicatives sur les algèbres d’élé-
ments analytiques au sens de Krasner, Indagationes Mathematicae, 1975 (à pa-
raître).

[4] GUENNEBAUD (Bernard). - Sur une notion de spectre pour les algèbres normées
ultramétriques, Thèse Sc. math. Univ. Poitiers, 1973.



17-07

[5] ROBBA (Philippe). - Fonctions analytiques sur les corps valués ultramétriques
complets, Astérisque, 1973, n° 10, p. 109-218.

(Texte reçu le 9 juin 1975)

Alain ESCASSUT
Laboratoire de Mathématiques
associé au CNRS
Université de Bordeaux20141
351 cours de la Libération
33405 TALENCE


