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ANATOGUES p—ADIQUES DE CERTAINES FONCTIONS ARITHHéTIQUES

par Pierrette CASSOU-NOGUES

I1 s'agit ici d!'étudier les analogues p—adiques de certaines fonctions arithmé-
tiques. Rappelons tout d'abord les études qui ont déja été faites sur ce sujet.

Tout d'abord, en 1964, KUBOTA et LEOPOLDT [7] ont défini une fonction zéta p-
adique de Riemann et des fonctions zéta de Dedekind d'un corps de nombres abélien.
La fonction zéta de Riemann est définie pour Re(s) > 1 par 2:;:1 n® s elle pos-~
séde une équation fonctionnelle qui relie les valeurs aux entiers négatifs aux

valeurs sux entiers positifs, et on a g(l -k) = - (bk/k) ’ bk étant le k-idme
nombre de Bernoulli. KUBOTA et LEOPOLDT ont montré tout d'abord que

bk = limw —11: Zﬁ=1 nk limite p—adique,
et que
T
kK —> = llmM -;1; ZIP;=1 Bg(n) (qr(l-ﬁ-)-)k ’
ou

n
X > lim xp ’
0

se prolongeait en une fonction méromorphe sur 2Z_» et qu'elle cofncidait, pour
k=0 md (p~1) , avec (1 - x)(1 - pk=1) ,

La fonction zéta d'un corps de nombres est définie par
2(s) = L N(a)™® , Re(s) > 1,

ou la sommation porte sur les idéaux entiers de K , et N(.) désigne la norme de
1'idéal. Pour un corps de nombres abélien, on a

z(s) = nxa L(s » %)

L(s » x) = Z:=1 x(: pour Re(s) > 1 ,

¥ désignant l'ensemble des caract®res primitifs de K . On étudie les fonctions
L(. » x) de la m@me manidre que la fonction zéta de Riemann,

En 1969, IWASAWA [6] a retrouvé les fonctions L p-adiques de KUBOTA et LEOPOLDT
en mettant en évidence une relation entre ces fonctions et la p-composante du
groupe des classes d'idéaux de la %—extension fondamentale au~dessus de K .

En 1970, Y. AMICE et J. FRESNEL [ 1], en montrant que l'on pouvait obtenir les
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fonctions L p-adiques & partir des séries de Taylor Z? 1 X(n) oS B » ont obte-—~

n=
pu une formule p—adique des résidus. En fait, leur méthode est liée & celle de

KUBOTA et IEOPOLDT ([2], [3]).

D'autre part, en 1970, J.~P. SERRE [ 11] a construit des fonctions zéta p-adiques

pour des corps de nombres totalement réels. Pour cela, il suit la méthode de
KLINGEN [7] et SIEGEL [13] qui utilise le fait que gK(1 - k) est le terme constant

d'une forme modulaire sur SL2(§) dont les autres termes se calculent par des for-
mules simples,

En 1974, COATES et SINNCTT [ 5] obtiennent la fonction zéta p=adique d'une exten-
sive abélienne d'un corps quadratique réel en utilisant la méthode d'IWASAWA et une

formule explicite de cette fonction zéta donnée par SIEGEL [12].

En 1973, B. MAZUR et SWINNERTON-DYER [ 10] ont &étudié les fonctions L p-adiques
des courbes elliptiques en définissant une mesure p-adique.

Ju., MANIN [9], [14] a repris cette méthode qui lui permet de définir des fonctions
L p—adiques pour des séries L de Hecke associées & une forme parabolique de

poids entier sur SL2(§) et des séries L p—-adiques assocides a des caractdres de
Hecke,

Ici nous allons nous intéresser & des séries qui ne sont pas des séries de Diri-
chlet et qui n'ont pas d'équation fonctionnelle. On considérera des séries du type
Egez’ a(n) f(n)™® convergentes dans un demi-plan, et prolongeables en des fonc—
tions méromorphes qui prennent sur les entiers négatifs des valeurs qui appartien-—
nent 4 une extension algébrique finie de Q » que nous noterons [§:=1 a(n)f(n)k]C.
Suivant la méthode de KUBOTA et LEOPOLDT, nous chercherons un analogue p—adique‘g
la fonction k F—> [Z;=1 a(n) f(n)k]C » et nous étudierons son prolongement a

Z .
P

I. Analogue p—adique

Nous allons tout d'abord rappeler une formule qui nous permettra ensuite de trou-
ver des analogues p—adiques A certaines séries,

1. EPrmule fondamentale,

a valeurs dans une exten—
‘gb . Considérons les séries de Taylor

Y f(n) ™ et fz:=1 £1(n) ™

n=1

Soit f wune fonction uniformément dérivable sur 2
sion algébrique finie de

convergentes dans m& = {x € E? s Ixl <1} . £ et £

étant des fonctions con—

tinues sur Z , on sait [1] que les séries considérées sont prolongeables en des

fonctions analytiques I(f)(.) et I(f')(.) sur op—(1+m%) = {xﬁgp s li=x|>1} »

qui sont définies par des séries de Laurent en 1 - T . Or, si 1l'on fait le produit
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formel de la série de Laurent en 1 — T , qui définit I(f)(.) dams op - (ugcpp) ,
par la série de Taylor en 1 - T , qui définit log dans 1 +
ajoute la série de Laurent qui définit I(f')(.) dans

s et 8i 1'on

0 - (1+m) , on obtient

une série de Taylor en 1 - T qui converge dans 1 +mp ([2], [3]?. On notera
cette série

Z:=1 £1(n) ™ 4 log T ir:=1 f(n) ™ .

On peut dtautre part considérer sur 1 + ‘n‘i‘ la fonction
’ r

T —> J(£)(T) = 1mM-p11-_ 2, t) .

On a alors, pour tout T appartenant & 1 +‘.U‘b ’
(1) J(£)(T) = - (2;1 £1(n) ™ + log T L _ £(n) T°)

On a une formule analogue & la formule (1) pour des fonctions de plusieurs varia-

bles. BEcrivons-la pour deux variables : Soit f une fonction uniformément dériva-—

ble sur _glp x Z‘-p a valeurs dans une extension algébrique finie de « Comme dans

la cas d'une variable, on peut définir une série de Raylor en (1 - Tl) y (1 - T2)
convergente dans (1 +%)2 » notée

2 » o
3_f of m n
m=1 “n=1 X3y (m,n)'I'nl1 Tg + log T, Zm=1 Zn=1 = (m,n)'l‘1 T,

(o]

(- -]
af n 5 n
log T, an=1 zn==1 ax(m.n)’l‘nl1 T,+log ’1‘1 log T, 2;1 =1 f(m,n)T1 Tg .

On peut aussi considérer, dans (1 +{U&))2 ’
r r
1

2
1 P P m
(T,s7,) —> 3(£)(T,,T,) = 1mr1w’r2m—;;—§ S Zpeg T(men) T T’; ’
P P
et on a 1'égalité de ces deux fonctions.
On peut faire la remarque suivante.
Considérons la fonction x ——> x'/k . Alors
k k b
s 251 - i
Tar—>)) =1, 2 =g
k
_ k=1 _n n mn
——lim,r_‘l[zzzln T+logTz:=1kT].

Si 1'on note

X K
[y nk-lj%, - 11‘“’1\41&;1 nh 2" + log T z:=1 E == — (1)

et

[f_l nk-ljc =¢(1-x) ,

—~—

on voit que

n=1

Y ke N*, [flnk_1%=[f nk'ljgp.

Considérant des séries de la forme Z:=1 a(n) £(n)™® , convergentes dans un demi-

plan de C et prolongeables en des fonctions méromorphes qui prennent sur les
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entiers négatifs des valeurs qui appartiennent & une extension algébrique finie de
Q [Z:_l a(n) f(n)k]C » on va, quand c'est possible, chercher une primitive con-
venable Ek de X »—> a(x) f(x)k telle que, en posant

k k

[Z:=1 a(n) £(n) ]EP = 11%_.1[2;1 a(n) £(n)* T™+log T Z:=1 F,(n)T"] =J(F) (1)
on ait, pour tout k ,

[5_, a(n) £()¥], =[5 a(@) £(=)], .
-~ ~P
I1 n'y a pour le moment que deux types de séries que nous sachions bien étudter
dans C et pour lesquelles nous connaissions des analogues p—adiques. Nous verroms
apres leur étude les probleémes qui se posent dans d'autres cas.

2. Btude de ZQGN, (f(n) + a)™ , o f est une forme lindaire & r variables et

a un nombre réel.

Ces séries sont convergentes pour Re(s) >r , et on va montrer qu'telles se pro-
longent, en des fonctions méromorphes, & tout le plan complexe., Parmi ces fonctions,
on a la fonction zéta d'HUrwitz qui prolonge & C 1la série z§=1(1/(n +a)®) con-
vergente pour Re(s) > 1 , les fonctions qui prolongent Z:=1(1/(an +1b)8) , 00 a

et b sont des réels quelconques, a l'aide desquellesy quand a et b sont ra-

tionnels, on peut exprimer les fonctions L(. , X) de Dirichlet et les fonctions
5 -8
qui prolongent les seéries du type Z(m,n)eN’ [(m + al)z +n + 32] « Toutes ces

fonctions s'étudient de la m8me manidre en utilisant leur transformée de Mellin.
par exemple, considérons Z:=1 Z:=1 [(m + al)z +n + 32]‘3 , Ou a, et a, sont

des réels compris entre O et 1 . Posons z=x+1y » s =0 + it . Notons ®

le demi-plan supérieur {y >0} et ¥ le demi-plan {c > UO} . La série est

convergente dans (¥ u R+*) x K2 .

Pour x>0, y>0, o > 2 s nous avons
8—1 e—(alz+a2)u

r(s) > 1 [(m + al)z +1n + azj—s = [

m:l n= du .
O (™ - 1)(* - 1)

On en déduit
-(a z+a.)w
8~1 1 2
r(s) = % [m+a)z+n+a,]® = 1 ¥ e aw
m=1 “n=1 1 2 &, w wZ
e -1 v (e - 1)(e - 1)
ou Yg désigne le chemin, dans le plan des w , le long de l'axe réel de + o &

6§ » 08 0<§<min(2n, 2n/lz|) avec argw =0 , ensuite le long du cercle de
rayon 8§ avec O <

< arg w £ 2, enfin le long de 1'axe réel de 6§ a

+ ® avec
arg w = 2n . Ceci permet de définir un prolongement & C de la série, en une fonc-
tion s > K(z , 8 a 32) méromorphe, et le théordme des résidus montre que

tout d'abord K(z ...al » a.) admet deux p8les pour 8 =2 et s =1 de résidus

respectifs 1/z et (C%'+ al)z +-% + a2)/z » et d'autre part, si k >0 ,

1 +2 x4+ 2 P
=Tk + 1)k + 2) z:=o ( P ) Bp(al) Bk+2—p(a2) z s

K(zl -k ’81 ’ a2)
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ou Bk(x) désigne le k—-idme polyn8me de Bermoulli (avec b, = 1/2 ). Supposons

1
maintenant que 2z , a, » a, soient des entiers algébriques. On cherche alors a

définir un analogue p-adique a

K —— K(z1 -k , a) 82) = [Z:=1 z: L ((m + a, )z +n+ a jk]c

D'aprés ce qui précdde, on cherche une fonction F,  telle que

aF.
axgy(X:y)—[(X+a)Z+(y+a)]k

et telle que, si

[z(m,n)§§2 [(m + al)z +n + azjklgp = J(Fk) N

on ait, pour tout k ,

2 ) + jk =[2 m .
. (m-n)EN2 [l R ]C : m,neN [( * al)z ot a2jkqu

On a

[(x + al)z + (y + 32)]k+2
P (x,¥) = E T OETD) ,
car .
+2 Kte k+2

5(r. )ortn 11 1 5 T2 [(m+a )z+n+a ]k ZF ( )gp(al)nk+2_p(a2)zp

k T T r, T, m=1 =1 (k + 1)(k + 2) ‘(k y 1)(k + 2) .

P P

3. Etude de §:=1 Pn) P(n)~° od P est un polyn8ume.

Traitons le cas particulier Z:=1 n(n2 + e‘)'"8 avec, par souci de simplification,

0 <a<1.La série converge pour Re(s)>1 . Dans ce domaine, on a

n 1

S o S F L0 e

n=1 (n2 + a)s n=1 n23-1(1 +'g§)s n=1 =0" k n2k+28-1
n

On en déduit

n _ - 8\ k
n=1'z;§—:—;;§ - z:;o( ) )8 gl2s + 2 - 1)
Pour k non nul, la fonction s > (7 s) (28 + & - 1)

est holomorphe, et on
montre que la série 2:_ -

B)a ;(?s + Zk - 1) définit une fonction holomorphe
sur C . Donc g(ZB - 1) + ZS - )a ¢(2s + & ~ 1) définit un prolongement mé-

romorphe de n/(n + a) qyant un seul p8le en 1 . Pour 8 ==K , on a

K+ _ K Ky kx
[Z:=1n(n va)ll =c(-&-1) +2 (e gl - X + & - 1)
K 2K—2k+2
[3ey n(a® + )Y = (D 2y .
Supposons maintenant que a soit entier algébrique. On cherche alors une primi-

tive Fk de X p—> x(x2 + a)k telle que si l1l'on pose

[Z:__l n(nz'{-a)k]—gp = - 11%_.1L2;1 n(n?+a)T" + log T 2;1 A (a)T"] = - 3(R) »
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alors, pour tout k , on ait

CZ:=1 n(n® + a)k]c = [Z;;l n(n? + a)k]c .

—_—

La primitive qui convient est la fonction x r—> (x% +a)*1/2(x + 1)

Parmi les séries convergentes dans un demi-plan et prolongeables en fonctions mé-
romorphes & tout le plan complexe, il y a les séries de Dirichlet associées & une
forme moduleire., Si les formes modulaires sont de poids entier, ces séries prennent
sur les entiers négatifs des valeurs nulles. Far contre, les séries de Dirichlet
assocides a des formes modulaires de poids demi-entier prennent sur les entiers né-
gatifs impairs des valeurs qui, a priori, ne sont pas nulles, mais on ne sait pas
les étudier, D'autre part, on sait définir des expressions du type

T
(o Ty )™ @7 4 ) = o0 ) G

mais par contre je ne sais pas prolonger & tout le plan complexe la série

>y (mn)r"1 (n© + n")7° ,

m=1 n=1

Nous allons étudier maintenant le prolongement analytiquee.

II. Prolongement analytique

On a le théordme suivant, dont la démonstration se trouve dans [4].

Si K est une extension algébrique finie de » A son anneau de valuation,

p son idéal de valuation, et fp son indice d'inertie, on note 8

1t'application
A -=> A
fpn
X > 1im xF limite p-adique
o
ce qui équivaut a
n
0 (x)P " =9 (x) et 6 (x) =x mod p
P P P P
On suppose toujours que lpl =1/p .

THEOREME 1. — Soit f une fonction uniformément dérivable sur Z & valeurs
dans une extension algébrique K de 'QP « Soit A et p 1l'anneau et 1'idéal de

valuation de X . Pour tout i et tout k , entiers naturels, on définit

: £(x) RGO e
T(x —> ep(f(x))[wj") = an—:—r- Zﬁ=1 ep(f(n))[ep ( L .

Alors 11 existe une fonction continue, et une seule, qui prolonge sur 2Z 1la
fonction

kK —> J(x —> et(f(x))[epfgxl ]k) .
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De Elus. _§_i_ 1 est une uniformisante de K , posons

B = supi h'ri/:i.l_-p .

Alors la fonction est analytique dans le disque

D=(seg ; ls| < p~(1/(p=1))-logpBy

On a également le m&me théor®me avec un nombre quelconque de variables. On en

déduit, entre autres, les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1. - Soit a un réel compris entre 0 et 1 , entier algébrique sur

Q « Soient p» un premier de g(a) au—-dessus de p , _e_f_ g(a% le cogglété n—
adique de _Q(a) « Soient 7 une uniformisante, 9_11 B = sup, Iﬂk/klp e Alors il

existe une fonction méromorphe, et une seule, qui prolonge sur

-(1/(p=-1) )-long}

{s egp : |s| <p
la fonction

Tr

i . i
k p—> -}-i- J(x r——> ep(x+a)[;;§'(';%)k) = lim "%.‘; Zi=1 Op(n"'&)[ez ;:_:1 .
p

f
Cette fonction coincide, pour k entier positif, k =1 mod(p L. 1) (f _d_é_—
signant 1'indice d'inertie de Q(a), sur ) » avec la
qui prolonge & C z:=1 e?(n +a)/(n + a.)s .
¥

fonction 8 p—> Cl(l - 8)

COROLLAIRE 2. — Soient (z , a, » 32) des entiers algébriques sur Q tels que

a, et a, soient réels, O < 8, < 1, 0K a, <1, et 2z soit ou réel rositif
ou complexe tel que Im(z) >0 E_i. al =0 ou Im(z) >0 _e__1_:_ Re(z) > (—az--l)/a.1

si al#O.

Soit P un premier de g(z » a.1 ’ 32) au~dessus de p _e_t_ _Q(z ’ al ’ az)p _}g_
complété p—adique de _Q(z v ay a2) .

Alors il existe une fonction méromorphe, et une seule, dans un disque D conte~
nant l'origine qui prolonge la fonction

(x+a,)z+y+a
1 0 1 2 k
k —> =1y I (xyy) —> ep[ (x+a1)z+y+a2](epL (x+a1)z+y+a.2_] ]
r r
. ) 1 2 o (m+al)z+n+82 X
=1mr1—-w.r2-m T T, m=1 “n=1 ep[ (ma1)z+n+32](e_l_km+a1)2+n+a2] y
P p < k(k-1) )

f
Cette fonction colncide pour k =1 mod(p P = 1) avec la fonction

1.—-—>K1(z 9 2 = 8 31 * 82) qui‘prolon_g_gé c

© 60[(m+a)z+n+a]
P 1 2
m=1 “n=

Li(m + al)z +n+a.2]s

On a un théor®me analogue pour un nombre quelconque de variables.
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a un réel, entier algébrique sur Q » p un premier de
Q(a) au=-dessus de p » g_(a)p le complété n-adique de Q(a) .

COROLLAIRE 3. - Soient

Alors il existe une fonction méromorphe, et une seule, sur un disque D
tient l'origine, qui prolonge la fonction

ﬂi con=-

2 r 2
. 1 i, 2 X +a ]k . 1 i, 2 n +a k
2k p Gp(xz-b-a) =% oup’ n=1 "p ) (n2+a) .

f
Cette fonction coincide, pour k=1 mod(p P~ 1) ? AVEC 8 W=D ¢(1 - 5)

gui
prolonge d C 1la série 2:::1 S(V)P,(n2 + a) n./(n2 + a)s .

On peut faire la remarque importante suivante : Dans chaque cas étudié la primi-

p—-adique de la série, est telle que la fonction p-

adique obtenue a les m8mes p8les avec le mBme résidu que la fonction complexe cor-
respondante (corrigée par e ).

tive, qui donne 1l'analogue
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