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PROLONGEMENT DES SOLUTIONS
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE p-ADIQUE

par Philippe ROBBA

On démontre que si 1'équation différentielle Lu = f , linéaire, & coefficients
polynomiaux, a une solution u , élément analytique dans une classe résiduelle, et
si f admet un prolongement analytique dans presque toutes les classes résiduelles,

alors u a un prolongement analytique dans presque toutes les classes résiduelles.

1. NOTATIONS. — K désigne un corps valué non archimédien, complet et algébri-
quement clos. On note & 1'anneau de valuation de K , et k 1le corps résiduel de
K.

Si Pek[X], on pose |P| = sup_ g P(x) ; si R =7P/Q e kK(X) , on pose
Ir| = [|p|/lal .
C'est la norme de Gauss. On notera E 1le complété de X(X) pour cette norme.

Soit A un sous-ensemble de K formé d'une réunion de classes résiduelles (on

considérera (0 comme la classe résiduelle du point o ). Un élément analytique

sur A est la limite, pour la norme de Gauss, d'une suite de fractions rationnel-
les sans pbles dans A . Si A contient toutes les classes résiduelles, sauf un
nombre fini, on dira que A est admigsible., Un é1lément analytique sur un ensemble

admissible sera dit admissible,

2. THEOREME, - Soit L un opérateur différentiel linéaire & coefficients dans
K[X] . Soit u € E tel que ILu soit admissible. Alors u est admissible.

En particulier, si u est un élément analytique sur une classe résiduelle, et si
Iu est admissible, u se prolonge analytiquement dans presque toutes les classes

résiduelles,

(La démonstration originale a été simplifiée suivant une suggestion de DWORK,)

Démonstration. = Soit L = §:=1 a; pt y 8 € K[X] . Posons

n(L) = maxi(deg a; = i) .

(i) Supposons que m(L) < O . D'aprds le théoréme de Mittag=Leffler [1], =i

v € E , on a la décomposition unique

v=v_+ z;ek v,

ou v_ est un élément analytique sur a4, et v, est un élément analytique dans

le complémentaire de la classe « , nul & 1'infini, la série convergeant dans E .

L'hypothése faite sur Lu signifie que 1'on a (L.u)cy = 0 pour presque tous les
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D'autre part, la condition m(L) < O implique que, pour tout o , In (resp. Lu_)
est un élément analytique sur le complémentaire de la classe o , nul a 1'infini

(resp. un élément analytique sur d ).
L'unicité de la décomposition de Mittag-Leffler montre donc que
(Lu)u° =Iu_
et
= € .
(Lu)()! LuOl sy V o k

Donc, pour presque tous les o« , Lud =0 ., Comme les ua non nuls sont linéai-
rement indépendants (unicité de la décomposition), c'est qu'il y en a au plus n

d'entre eux non nuls, ave¢c n = degré de L . Ceci montre que u est admissible.

(ii) Supposons que m(L) > O . Posons L, = D" L . Alors m(Ll) =0 . De plus,

Lous= D™(Lu) est admissible. On déduit alors de (i) que u est admissible.

3. REMARQUE., - La démonstration donne une estimation du nombre de classes régi=-
duelles ob u ne se prolonge pas ¢ u se prolonge dans toutes les classes régi-
duelles o ILu se prolonge sauf dans au plus n + M d'entre elles, avec n=deg L
et M = max(m(L) , 0) .

4. PROBLEMES.

4.1: La démonstration utilise de fagon essentielle le fait que les coefficients
de L sont des polyndmes. Le résultat du théordme est-il encore valable si 1l'on

suppose seulement que les coefficients de L sont admissibles ?

On posséde une réponse partielle & cette question [2]e 8i L a ses coefficients
admissibles, et a un O=noyau au point générique t (cette condition est explici-
tée dans [3], elle est un peu plus restrictive que 1'hypothdse pour L d'étre in-
jectif dans E ), alors, si f est admissible, 1'équation Iu = f ‘posséde une, et
une seule, solution u dans E , et u est admissible.

4.,2: Les conclusions du théordme subsistent-elles encore si 1l'on ne suppose plus

sz s . n
que L est linéaire, mais que ILu est un polyndme en X , U, U' 5, ces 5 U ) ?

Une réponse positive & cette question permettrait de résoudre la conjecture 5.12

de [4].
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