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TRANSCENDANCE DANS LE DOMAINE p-ADIQUE

Daniel BERTRAND

Groupe de Travail d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, A. ESCASSUT, P. ROBBA)
1973/74, n° 10, 7 p. 11 mars 1974

Nous nous proposons de donner une version simplifiée de la démonstration de K.
MAHLER [2] sur l’équivalent p-adique du théorème de Gel’fond-Schneider (si ri et

fl sont deux nombres algébriques, 03B1 ~ 0 , 1 ; 03B2 ~ Q, alors 03B103B2 est transcen-

dant).

I. Préliminaires

1. Nombres algébriques sur Q dans C .

Soit C le complété de la clôture algébrique 0 du corps des nombres p-

adiques Qp, pour la valeur absolue, non archimédienne canonique prolongeant celle
de Nous la notons 1 l , et la normalisons par : 1 p 1 ==2014 .

Soient x un élément de C algébrique K un corps de nombres de

degré n sur ~ contenant x ~ E l’ensemble des plongements de K dans Q,
corps des nombres complexes. Si D est le dénominateur de x , i. e. le plus petit
entier positif tel que Dx soit un entier algébrique, nous poserons :

où log désigne le logarithme népérien, et 1 la valeur absolue usuelle sur

C , s(x) s’appelle la taille du nombre algébrique x . Elle est positive, ou

nulle si x est racine de l’unité.

PROPOSITION 1. - Pour tout x élément non nul d’un corps de nombres K , on a

Démonstrat ion ( cf . SERRE [3]). - Soit D le dénominateur de x. y = Dx e st un

entier algébrique vérifiant 1 . Sa norme y est un

élément de Z , divisible par y dans l’ anneau des entiers de K . Donc"

Mais d’après la formule du produit sur ~ , et le fait que y e Z , a une
valuation q2014adique ~ 0 pour tout nombre premier q , on a, y ’étant non nul

Or
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soit

d’où la proposition*

Remarque ~ - On peut améliorer cette inégalité de la façon suivante. Soit ~L
l’ensemble des valeurs absolues normalisées de K . La valeur absolue ) ) P de P
induit sur K une valeur absolue non normalisée correspondant à l’un des idéaux

premiers p. au-dessus de p dans l’anneau des entiers de K , On a

où n. désigne le degré local [K : Q. ] .
1. Pi 2014P

L’élément Dx étant entier on a, pour toute valeur absolue de tL ,
~Dx~q  1 . La formule du produit sur K, qui s’écrit:

entraine alors

soit

Autrement dit, on a le résultat suivant. 

PROPOSITION 1 bis . - Soient x un élément de C non nul, K un corps de
2014201420142014 201420142014201420142014201420142014 -~p 20142014201420142014 2014201420142014&#x26;201420142014

nombres de degré n le contenant. Si ’Y désigne petit degré local au-

dessus de p ~ on a

Cas particulier. - Soit K une extension galoisienne de ,~ contenant x . Le

groupe de Galois échangeant les places pj au-dessus de p y tous les

degrés locaux 
p . 

: Q.1 sont égaux, et l’on a n = L’inégalité s’écrit

alors : Pj -P 

où g désigne le nombre d’idéaux au-dessus de p dans sa décomposition dans

l’anneau des entiers de K .

2 . Un "lemme de Schwarz".

Nous construirons une fonction analytique ayant beaucoup de zéros, et nous aurons

besoin de majorer la valeur qu’elle prend en un point de son domaine de convergence"

On a pour cela la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Soit f une fonction analytique convergeant dans le disque



10-03

D(0 , R+~ de C , et ayant les racines dans le disque R’  R .

Alors :

où |f|03C1 désigne la fonction sup1 1 03C1
)f(z)j 1 .

Démonstration. - Nous utiliserons la méthode du polygôme de Newton (cf. LAZARD

[lJ). Si r(z) = I an nous posons, ~  ~

où v désigne la valuation de C , et nous considérons, la fonction

de Newton : 
’

dont le graphe est le polygone de Newton de f. Si n(f , yà’ ) (resp. N(f ~ yà’ ))
désigne le plus petit (resp. le plus grand) entier i tel que 

on a, pour tout ~ e [n(f , p,’) , N(f , t~’)] :

Choisissons E Conv(f) de façon que

C’est possible puisque le groupe de valuation de .2.p , .g, est dense dans R , où

l’on a choisi R’  R .

Soit ~ = N(f , ~,’ ~ . Le nombre h de racines de f dans p~0 f est infé.-

rieur ou égal â

f étant analytique dans D(0 , R)

D’où

Si R n’est pas une valeur exceptionnelle de f , on conclut par continuité :

Sinon, on choisit une suite (R)  R , R non exceptionnelle, et on procède de

la même façon. h étant inférieur ou égal à 03BE , on a déduit la proposition.

3. La f onct ion 

on considère les séries :
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2 n
...+2014r+ ...

- logz=(l-z)+ ...+ (1 - z)n n + ...

exp converge dans le disque D(0 , j~p** ~~P~ ~J") == D , log dans le disque

D(l ~ 1*") et dans le disque 1+D , on a:

exp définit un isomorphisme du groupe additif D sur le sous-groupe multipli-
catif 1 + D du groupe des unités p-adiques de C . C’est un caractère que l’on

peut "étendre" de façon multiforme à C , en posant, pour Z ~ D , mais p z e D
,1"

On peut parler encore de valeurs algébriques prises par ce "prolongement", ce qui
permet de généraliser les énoncés qui suivent.

Nous définissons, pour 03B1 E 1 + D , la fonction :

c’est-à-dire, puisque 1 log al Î = |log(1 - ( 1 - a))1 Î = |1 - cy Î , Il - cy Î étant

inférieur à p 
-1 / p-l : : P P P P

r r

Posons l = log 03B1. Nous aurons à considérer les fonctions analytiques sur

D(0 , p-l/(P-1) x 

Pour ~ ~ 0 , ces fonctions sont algébriquement indépendantes. Dans la suite,
nous supposerons toujours la condition log 0 remplie. Cela revient à supposer

que, V s,  n’est as racine de 1. ~unité.

Remarquons dès à présent les égalités :

i i

qui seront utiles lors de l’application du lemme de Schwarz.

Ii. Le théorème de Mahler

1. Enoncés.

Soient a deux éléments de C algébriques sur .Q , tels ue

03B1 ~ 0 , 03B1 non racine de l’unité, S i la - 11 et 1f3(0153 - 1) 1 ont
- -..... P p--

inférieurs à p-1/tP-1) , le nombre p-adique 03B103B2 est transcendant sur .g .

De façon équivalente, on peut énoncer le théorème suivant.

Soient 03BE et ~ deux éléments de C algébriques sur Q , tels
....~...,._. ~.p _ ,.....
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que p soient inférieurs à p-1/(P-1) . Alors :
(log est un nombre rationnel ou transcendant.

(Il suffit de considérer ~ d’utiliser le premier énoncé avec

f3 = (log ç)/(log q) , et = ~, en remarquant que exp log 03BE = S , car 03BE ~ 1 + D .)

Remarque $ - On peut donner divers énoncés géométriques de ce théorème (cf.
WALDSCHMIDT [4]). Par exemple :

Soit G un groupe linéaire sur Q, cp: o(C ) = G un sous-groupe à

D(0 , un paramètre défini sur le disque D = D(a , p - P-1) de On suppose que cp

ne paramétrise pas localement une courbe algébrique, autrement dit, que 
n’est pas une fraction rationnelle de t. Cela revient à dire que la matrice

tp’ (0) n’est pas nilpotente. Si X est une de ses valeurs propres non nulles , le

théorème de Mahler permet de montrer, au moyen de la fonction t 2014~ exp(Bt) , que
si y et y 2 sont deux nombres de D algébriques tels que les points

cp( y 1 ) et sont sur alors y et y 2 sont Q-linéairement dépendants
(prendre ~ = f3 = 

2. Constructions auxiliaires.

Nous allons maintenant démontrer le théorème au moyen de la "méthode de Schneider".

Supposons que 03B103B2 soit algébrique, et soit K le corps de nombres engendré sur

Q par et 0K son anneau d’entiers.

Quitte à multiplier 2 = log a par une puissance de P J on peut supposer que

la série converge sur le disque D(0 , R+) , avec R &#x3E; i * De même,

quitte à multiplier fl par une puissance de p, on peut le supposer entier dans

Q , et alors, l’ensemble

est, pour tout m ~ entièrement contenu dans le disque unité, ~ étant supposé non

rationnel, le cardinal de cet ensemble est m2.

Soit N le carré d’un entier (que l’ on fera tendre vers +00). Montrons le

lemme ci-après.

Il existe un polynôme non nul PN ~ OK[X1, X2] , de degré N ’
par rapport à Xl ’ de degré par rapport à X2x X -

tel que
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(Ci , i == 1 , ... , 7 désignent, dans tout ce qui suit, diverses constantes ne

dépendant que de 03B1 , 03B2 , 03B103B2 et R . Elles sont positives ou supérieures à 1

suivant les .

Démonstration. - I s’agit de résoudre dans OK un système linéaire de 

équations à R R inconnues 
P03BB1,03BB2, 

dont les coefficients sont les

Ce sont des éléments de K d’après l’équation fonctionnelle vérifiée par exp .

Leur dénominateur commun est majoré par x On en

déduit, par un calcul similaire, que leur taille est majorée par s, avec

Or, d’après DIRICHLET, SIEGEL, et autres, il existe une solution non triviale

dans CL de ce système, dès que R 1 R 2 &#x3E; N2 , et cette solution vérifie :
o, 1 ~

soit

== N3/2 , R2 = 2N1/2 donne le résultat du lemme N2/(R1 R - N2) étant alors égal à 1 ).

j&#x26; = log of étant non nul, z et sont algébriquement indépendants.
Comme 0 , la fonction FN n’est donc pas identiquement nulle, et n’a, dans

le disque unité, qu’un nombre fini de racines (que l’on peut d’ailleurs majorer ex-

plicitement en fonction de N ). Par conséquent, il existe un entier M :&#x3E; N tel

que

et

Le nombre x = est un élément non nul de K. Nous allons majorer 

et s(x), et obtenir une contradiction au moyen de la proposition 1.

3. Fin de la démonstration.

Soit donc y = i~ + j,. ~ p y et x X

R1+2MR2 R+2MR

[sup(den al den (a) , 
1 

= Dl. 2 étant un dénominateur de x , on a
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soit

soit

Par ailleurs, y se trouvant dans le disque unité, on a 1 x 1 p ~ Mais il

y a au moins ~ = M racines de F,i dans ce disque. FN convergeant dans le

disque D(0 , R’*’) , on a alors, d’après la proposition 2 :

Or ==Z 
03BB1=0,...R1-1,03BB2=0,...,R2-1 p03BB1,03BB2 

z 
1 

Leg p 03BB1,03BB2 
, étant des entiers algébriques, ont une valuation p-adique positive.

D’ autre part, 
, a a

Donc

Ainsi

Les résultats (*) et (**) , joints au fait que x non nul vérifie dans K la

proposition 1, sont contradictoires pour N (donc M ) suffisamment grand.
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