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TRANSCENDANCE DANS LE DOMAINE p—-ADIQUE

par Daniel BERTRAND

Nous nous proposons de donner une version simplifiée de la démonstration de K.
MAHLER [2] sur 1l'équivalent p-adique du théordme de Gel'fond-Schneider (si o et
B sont deux nombres algébriques, o #0C , 1 ; B é Q » alors o:a est transcen-
dant).

I. Préliminaires

l. Nombres algébriques sur Q dans Cp .

Soit 'g‘p le complété de la cl8ture algébrique Qp du corps des nombres p-

adiques Q'p s pour la valeur absolue, non archimédienne canonique prolongeant celle
1
b

Soient x un élément de gp algébrique sur Q , K un corps de nombres de

de Qp « Nous la notons ' |p » et la normalisons par : |p|p =

degré n sur Q contenant x , ¥ 1l'ensemble des plongements de K dans C ,
corps des nombres complexes. Si D est le dénominateur de x , i. e. le plus petit

entier positif tel que Dx soit un entier algébrique, nous poserons :

s(x) = SupceZ (log D, log onlm) ’

oi log désigne le logarithme népérien, et | Im la valeur absolue usuelle sur
c. s(x) s'appelle la taille du nombre algébrique x . Elle est positive, ou

nulle si =x est racine de 1'unité.

PROPOSITION 1. = Pour tout x élément non nul d'un corps de nombres K , on a

- 2[x : Q] s(x) < 1og |x|p .

Démonstration (cf. SERRE [3]). - Soit D 1le dénominateur de x ., y = Dx est un
tier algébrique vérifiant < Dl_. <1 .
entier algébriqu an lylp |x|p y car | ‘p <1 Sa norme NK/

<

élément de Z , divisible par y dans l'anneau des entiers de K . Donc

y est un

> N .
Iyl > | k/g Iy
Mais d'aprés la formule du produit sur Q » et le fait que NK/Q y€2Z, aune

valuation g=adique > O pour tout nombre premier q , on a, y étant non nul

1
INK/Q_ Ylp ?W .

Or -

Mg ¥l = Theglovl,, < Lowp I0.0(x) |_xsa]
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soit

log INK/E ylmg 2K : Q] s(x) ,
d'ol la proposition.

Remarques = On peut améliorer cette inégalité de la fagon suivante. Soit
1'ensemble des valeurs absolues normalisées de K . La valeur absolue l lp de Qp
induit sur K une valeur absolue non normalisée correspondant & 1'un des idéaux

premiers p; au-dessus de p dans 1'anneau des entiers de X . On a

el = i
X P = llx“pl ’

S,

oh n, désigne le degré local [K : o
i en gré loca [Pi 3]

L'élément Dx étant entier sur Q , on a, pour toute valeur absolue de Nk ’

"Dxuq <1 . La formule du produit sur K , qui s'éerit :

lDX“q x

q places finies| nv places finies“DdLv =1

entraine alors

1< foal, x 1% Coup ey Dlo()] F493

s

1
soit
n
log |Dxlp > 2 m s(x) .

Autrement dit, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 1 bis. = Soient x un élément de gp non nul, K un corps de

nombres de degré n le contenant. Si vy désigne le plus petit degré local au-

dessus de p , on a

- 2-3—3(1() < log |x]p .

Cas particulier. - Soit K une extension galoisienne de Q contenant x . lLe

groupe de Galois Gal(K[g) échangeant les places pj au-~degsus de p , tous les

degrés locaux [Kp :-gp] sont égaux, et l'ona n = gn; . L'inégalité s'écrit
J

alors :
- 2gs(x) < loghclp ,

ou g désigne le nombre d'idéaux au~-dessus de p dans sa décomposition dans
1'anneau des entiers de K .

2. Un "M emme de Schwarz".

Nous construirons une fonction analytique ayant beaucoup de zéros, et nous aurons
besoin de majorer la valeur qu'elle prend en un point de son domaine de convergence.

On a pour cela la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Soit f une fonction analytique convergeant dans le disque
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p(0 , &") de gp , et ayant les racines dans le disque D(0O , R') , R' <R .

Alors :
1
ou lflp désigne la fonction sup'zl splf(zﬂp .
P

Démonstration. —= Nous utiliserons la méthode du polyg8me de Newton (cf. LAZARD

[1]). 81 £(2) = anN a z° » nous posons, V u€ R,
V(e ) p) = int,y(v(a) + m)

ou v désigne la valuation de _gp » et nous considérons, pour € € N , la fonction

de Newton :
Nw(f , &) = suppﬁg(v(f v w) = pE) »
dont le graphe est le polygone de Newton de f o Si n(f , p') (respe. N(f , pu'))
désigne le plus petit (resp. le plus grand) entier i tel que v(f,u') = v(gi)+ip,'
on a, pour tout €€ [n(f , p') , N(f , wt)] s
NW(f,§)=V(f,p.')—u.'§2V(f:u)-u§, VWER.
Choisissons alors u < p' € Conv(f) de fagon que
T
R' < 1/p* < 1/t* <R .
v(f , u) = infv(z)=u, v(£(z)) .
C'est possible puisque le groupe de valuation de 'gp sy Qs est dese dans R , ol
1'on a choisi R' < R .

Soit € =N(f , u') . Le nombre h de racines d¢e f dans D(0 , R') est infé-
3 B

rieur ou égal & € .

De v(f , pu') =pt g 2v(f, p) -pg , on tire :

p-V(f»u') ‘(M) < p—v(f,u) « (p*)5

f étant analytique dans D(0 , R) ,

~v(f,ut)
< el _, <)
R'~ | B

p“U'

]
D'ou

]
lelo, = ") < Il _ x (M5
~k
p
Si R n'est pas une valeur exceptionnelle de f , on conclut par continuité :

£l x @5 < Izl x BE .

Sinon, on choisit une suite (Rn) <R, Rn non exceptionnelle, et on procéde de

la m8me fagon. h étant inférieur ou égal & € , on a déduit la proposition,

3. La fonction az .

On concidére les séries @
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Z2 o
epo=1+Z+—2—,~+...+i—r+...
- n
—10gz=(1-2)+000+‘(-1—-n_22—+000

exp converge dans le disque D(0 , [p log dans le disque

D(1 4 17) et dans le disque 1 +D , on a @
exp(log z) =27 .

exp définit un isomorphisme du groupe additif D sur le sous-groups multipli-

catif 1 + D du groupe des unités p-adiques de Qp e C'est un caractdre que 1'on

peut "étendre" de fagon multiforme & C , en posant,pomr z ¢ D , mais pk z €D

k
exp z = (exp pk z)l/p .

On peut parler encore de valeurs algébriques prises par ce "prolongement", ce qui

permet de généraliser les énoncés qui suivent.

Nous définissons, pour o€ 1 + D , la fonction ¢

1/ (p-1) ,

o = exp(z log o) , pour |z log alp <p
c'est-a-dire, puisque |log a| = |log(1 - (1 =)l =lt -2l , [|1~0al_ &tent
Y 2o 2 -1 p-l p p p p
inférieur a p :

-1/(p-1)
V4 . - < .
2l . 111 -~ )] ) <p
Posons £ = log o . Nous aurons & considérer les fonctions analytiques sur
p(o , p~t/(e=1) lzl;l) :
z =7 et z -3 exp(4z) .

Pour ¢ # O , ces fonctions sont algébriquement indépendantes. Dans la suite,
nous supposerons toujours la condition log o # O remplie., Cela revient & supposer

que, ¥ 8, o n'est pas racine ps-iéme de l'unité.

Remarquons d&s & présent les égalités @

k
sup‘zlpsplz | - pk et sup| lexp zzl 1

2| < P
qui seront utiles lors de 1l'application du lemme de Schwarz.

II. Le théoréme de Mahler

1. Enoncés,

THEOREME, - Soient « et P deux éléments de C  algébriques sur Q , tels que

o #0 , a non racine de 1'unité, et B ¢'Q e 81 ja - 1lp et ‘B(a - 1)|p sont
inférieurs & P~1/(p—1) y le nombre p-adique o® est transcendant sur Q.

De fagon équivalente, on peut énoncer le théordme suivant.

THEOREME, — Soient & et 1 deux éléments de Ep algébriques sur Q , tels
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\ p-l/(p-l)

que |§ - 1lp et In - 1|p soient inférieurs & « Alors @

(1log g)/(log n) est un nombre rationnel ou transcendant.

. . log &/log 1 . o
(11 suffit de considérer 17 , et d'utiliser le premier énoncé avec

B = (1og g)/(log n) s a =1, en remarquant que exp log E =€ o car E€ 1+ D .)

Remarque. ~ On peut donner divers énoncés géométriquesde ce théordme (cf.
WALDSCHMIDT [4]). Par exemple ¢

Soit G un groupe linéaire sur § 9 © ¢ D == G(g ) = GQZ;'Q'C un sous—groupe &
un paramdtre défini sur le disque D = D(0 , ﬁ—(p-ﬂ)pde Qp . Sﬁ suppose que @
ne paramétrise pas localement une courbe algébrique, autrement dit, que m(t)
n'est pas une fraction rationnelle de t . Cela revient & dire que la matrice
¢'(0) n'est pas nilpotente. Si A est une de ses valeurs propres non nulles, le
théoréme de Mahler permet de montrer, au moyen de la fonction t —= exp(At) , que
si Yq et Yo sont deux nombres de D algébriques sur Q , tels que les points
w(yl) et @(YZ) sont sur y alors Yy et Yo sont Q-linéairement dépendants
(Prendre o = exp(kyl) y B = yl/yz .

2. Constructions auxiliaires.
B e o e T e s e

Nous allons maintenant démontrer le théoréme au moyen de la "méthode de Schneider®

Supposons que aB soit algébrique, et soit K 1le corps de nombres engendré sur

Q par oy B et aﬁ ’ OK son anneau d'entiers.

Quitte & multiplier £ = log @ par une puissance de p , on peut supposer que
la série exp(zz) = converge sur le disque (o , R+) s ave¢c R > 1 . De méme,
quitte & multiplier B par une puissance de p , on peut le supposer entier dans
QP , et alors, l'ensemble

Am]l={z=1+ 38 ,0h i et J sont des entiers, 0 <i , j <m}

est, pour tout m , entidrement contenu dans le disque unité, B étant supposé non

rationnel, le cardinal de cet ensemble est m2 o

Soit N 1le carré d'un entier (que 1l'on fera tendre vers + o ). Montrons le

lemme ci-aprés.

< y2

IEMME, - Il existe un polynime non nul Pg € OK[X1 ’ ij , de degré R

VE 1

par rapport a X2

par rapport & X1 , de degré R, < N

1
RS

X
5 2

PN(Xl ! X2) = Z)\]-:O’ODO’R "'1, h2=0’...A’R2-1 p)\

1 1’

tel que

max, . s(ph A ) < C1 N3/2 log N
1’%2 1’72

et que la fonction analytique sur D(0 , RY) : FN(z) = PN(z , &%) vérifie
B(z) =0, VaedNl.
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(Ci , 1=1, «eo » 7 désignent, dans tout ce qui suit, diverses constantes ne
dépendant que de o, B » aa et R . Elles sont positives ou supérieures & 1

suivant les cas.)

Démonstration. = Il s'agit de résoudre dans OK un systéme linéaire de #A[N]=N2

équations a R, R, inconnues Py » dont les coefficients sont les

172 1,k2
A A
{z " em(az) 2, zea¥), (A ,n)el(0, R =1)x(0, R =1,

Ce sont des éléments de K d'aprés 1l'équation fonctionnelle vérifiée par exp .
Leur dénominateur commun est majoré par den(B)R1 x den(a) 2 x den(aB)NRQ. On en

déduit, par un calcul similaire, que leur taille est majorée par s , avec

e <R, log N(s(B) + R, N(s(e) + S(GB)) .

1
< 02(R1 log N + R, N) .

Or, d'aprés DIRICHLET, SIEGEL, et autres, il existe une solution non triviale

dans C% de ce systéme, dés que R R, > N2 » et cette solution vérifie :

1

2
28\N2/R, R, =N
max, o [Sugsezlc(pxl.Kz)lw] < 03(04 R, Ry x &™) B RN

1772

goit

N2

5 2
R, R, - N
le choix R, = N3/2 » Ry= 2N1/2 donne le résultat du lemme (1'exposant

1\12/(R1 R2 - N) étant alors égal & 1 ).

s(pk )< (10g R R, + 2s) .

1’}\'2 1

4 = log ¢ étant non nul, z et exp(ﬂz) sont algébriquement indépendants.
Comme PN # 0 , la fonction FN n'est donc pas identiquement nulle, et n'a, dans
le disque unité, qu'un nombre fini de racines (que 1'on peut d'ailleurs majorer ex—
plicitement en fonction de N ). Par conséquent, il existe un entier M > N tel

que
Fy(z) =0, ¥ ze M)
et
iyeaM+ 1] aM]), Fly)#£0.

Le nombre x = FN(y) est un élément non nul de K . Nous allons majorer lep
et s(x) , et obtenir une contradiction au moyen de la proposition 1.

3., Fin de 1§~démonstration.

Soit donc y = io + jo B y et
N M
X = E;\1=o,...,31-1,x2=o,...,R2-1 le,xz(lo +398) "expalip+ 35 8) " .

2MR R, +2MR

R.+
[sup(den o, den(p) , den(odP)] 1 22Dp! 2 &ant un dénominateur de x , on &

1
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s(x) < s(DR1+2MR2 x) + log DRI-'.2MR2 ,
soit
s(x) < log Ry R, + sup)\l’;\2 s(pkl,x2) + R, log M s(g) + R, M(s(o) + s(c®))
soit
(%) s(x) < Ce M3/2 log M (car NgM).

Par ailleurs, y se trouvant dans le disque unité, on a lep < lFNll . Mais il
y a au moins # A[N] = M2 racines de Fh dans ce disquee. FN convergeant dans le
disque (o , R+) , on a alors, d'aprds la proposition 2

1\M2
el < @Y IRglg .
A
or Fy(z) =2, 5 Ri-1,0s=0pesesBy1 Phyghg
Les pkl')\2 , étant des entiers algébriques, ont une valuation p~-adique positive.

A
Yexp 42) 2 .

D'autre part,

A A A
1 2 1
sup|z|p$R|z (exp zz) ‘p =R o
Donc /
R 2 w3/ 2
1 ~M~4+M
Eyly <R} et lxl <w :
Ainsi
(%**) loglx| < ¢ e,

P 7
Les résultats (*) et (**), joints au fait que x non nul vérifie dans K la

proposition 1, sont contradictoires pour N (donc M ) suffisamment grand.
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