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MESURES p-ADIQUES A DENSITE 2

par Daniel BARSKY

On montre que les mesures & densité ne forment pas une sous-algébre de convolu-

tion de 1'algébre de convolution des mesures p-adiques sur C(gp ’ Ep) R

Notationse = N, Z, R ont leur signification habituelle. Soient Z‘p 1'anneau
des entiers p-adiques, 'Qp son corps des fractions, g'p le complété de la cld-
ture algébrique de _gp munl de la norme ultramétrique prolongeant celle de Qp
normalisée par |p| = . Soient C(Z » C. ) C 1l'espace des fonctions conti-
nues sur 7 & valeurs dans 'Q'P muni de la norme de la convergence uniforme sur
|

Z_ notée .l sy C' 1le dual de C muni de la norme habituelle notée s si

o~

“l-lrn = Supfec_{ol(l(ulf)'”f!)
(0\‘1 1'on note (p,lf) ltaction de  sur f ).

On notera £4(x) 1la partie entidre de (log(x))/1log(p) od x € R . Bien entendu,
P est un nombre premier. On note o, € C 1la fonction caractéristique de la boule

B(n , £(n) + 1) de centre ne N et de rayon p -4(n)-1

, et Yg.n € C 1la fonc-
?

tion caractéristique de la boule ®(x , h) de centre x € -‘~Z-p et de rayon p-h .

On note enfin & 1l'espace des fonctions analytiques bornées sur la boule unité

ouverte B8 de ‘Q‘P muni de la norme de la convergence uniforme sur ® notée ||.|| .

1. Lien entre mesures et fonctions analytiques sur @ .

N

Nous poserons les définitions suivantes ¢
Définition 1 [2]. = Une mesure est un élément de €' .

Définition 2 [2]. = Une mesure p est & densité sur Z_ si, pour tout x € 'Z'p ,
il existe du(x) € _Q_p tel que limh—»m(“"lq’x,h) = dp(x) o dIJ»(X) est la densité de

4 au point x .

Définition 3 [2]c = Si p et v sont 2 mesures, leur produit tensoriel est la
. . 2 PP
forme linéaire sur C("Z‘p ’ Qp) x CLZ-p ’ _g,p) =~ C@P ) Q_p) y définie par

(b ® vif.g) = (Wlf)(vle)
et prolongée par continuité sur C(gg ’ _g_p) .

Définition 4 [2]. - Soient p et v deux mesures, leur produit de convolution
p* v est aéfini par (p * v|f) = (W@ v|F) , 00 Fx,y) =tz +y) .
Soit @ (x) Xe® et x€ 3 ) la fonction de ‘B"% dans ¢ , définie par

o(x) = 1+ X(]) + oo s x"(;‘,) baeyob (5 oEE=1) e xont),
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on posera Qn(x) = (z) .

PROPOSITION 1. - Soit F(X) = n>0 a X® un é1ément de & , Il existe un isomor-
phisme d'espaces de Banach T entre G et C!' tel que, si n(F) = Hp o alors

(pF|Qn) = a  pour n>0, gf_ (pFlex) = F(X) pour tout X € @ ,

On sait que, si P(X) = n>0 a x® , alors SUP, Ia | = |IF| 5 et qu'il existe
une unique mesure b telle que (pFIQn) an pour tout n >0 [6]). On a aussi

n
(wpleg) = (uglZ 0 @ ¥ = I oGupla) = 2,5 8 X°
d'ou la proposition,
A est en fait une algdbre de Banach pour le produit ordinaire des fonctions, de

m8me le produit de convolution fait de C' une algébre de Banach.

PROPOSITION 2. - L'application m , définie & la proposition 1, est un isomor-
phisme d'algdbre de Banach entre d et C' ,

I1 reste & montrer que n(F.G) = pp %* bBg donc que, pour tout X € 8 ,
(bp * nglog) = (F.0)(x) = F(x) o(x)
or

(“F * uGIGX) = (“T‘® “G|§X) » OU 5X(X y ¥) = GX(X +y) = GX(X) GX(Y) ’

donc (“F * “G‘GX) (uFlex)(uGlex) = F(X) ¢(X) ; d'ou la proposition.

PROPOSITION 3, = On a la formule suivante ¢

(u * “Iwn,h) = Exulwk’h)(vle’h)

la sommation étant étendue aux indices k et j tels que 0<k, J< ph et
Ik + j - nl $ p-h .
Soient F et G les images de p et v par 7l , ona
-1 k
P(X) = Zﬁ_o (uly ) (140)° + (1-(1+x)p JP,(X) , oh B €& et ||F|| < [l

h_ :
a(x) = Zg.)ﬂol(\,lq;j,h)(1+x)J + (1—(1+X)p )6 (X) 5 o 6 ed et @] <Ml -

(pour la démonstratign, cfe [3] ou [5].) On a alors
() (®) = B 05 Gl ol DA+ 0P+ (1= (1 x)®" )R, (X)

la deuxidme sommation porte sur j et k tels que 0<k , j< ph et

e+ j-nlsp™, Roed,et |R|<

part que

» On remarque, en effet, d'une

h
(1+X)P o 1+~ -(1 +x)Ph)(1 + )%,

et d'autre part on a le lemme suivant ¢

h_y
=n(F) € ' . Soit Fh(X) = Zp (1+x)j

LEMME., - Soit P e d , soit 3=0

Hp
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Pour que l'on ait bj n= (p.FH;j h) pour 0L j & ph -1, il faut et il suffit
14 ?

qu'il existe une application &y de B dans ' Qp telle que

7() = 7, (0| < 1(1 = (1 + DP)g, ()] .

S'il en est ainsi g €8, ot |g| < |7 .

Pour la démonstration, voir [3].

On conclut alors, avec le lemme, que

(b * \’Nn,h) = z(ulvk’h)(vlq:j’h)

h -
la sommation portant sur k et J telsque 0<k, J<p et |k+j-n| <7p h .

La proposition 3 est démontrée.

2. Construction d'une mesure a densité.

Soient M+={x€_§p; x=pn, n >0} , M’={xe_§p; x=-pn, n >0} ,
M=M uM . Soit f 1'application de Z, dems G, définie par

f(x) =0 o1 x¢M, f£(x)=1 si xeM , flx)==1 8si xel .

Nous allons montrer le résultat suivant :

THEOREME 1., - Il existe une mesure & densité sur 'Z'p s W g telle gque, pour tout

X € Z‘p 0
lim, (pltyx’h) = dp(x) = f(x) .

Considérons la quantité suivante ¢ D(x 44 5 h) = Zi f(pi) + Zj (- pj) les
sommations portant sur les indices i et je N tel que 1<i, J<4,
ot e B(x s h) et - pj, e 8(x , h) . Montrons que lim, D(x , 4 5 h) existe
pour tout xe€ Z «Si O ¢ 8(x , h) , il n'y a qu'un nombre fini d'indices k
tels que pk ou p"k € 8(x , h) , done D(x , £ , h) est stationnaire pour £

. . R n
asgez grand., En particulier, si x = + pn ou =p , alors

1imz_*wD(x y £ ,h)=+1 ou -1 (n<h),

si |x+p] < p-h pour tout n € N , alors

limz_*mD(x,f,,h)=O.

si 0e ®(x , h) , tous les points p et - p° se trouvent dans ®B(x , h)

pour n >h et, par conséquent,

car D(x ,4 ,h) =0 pour £ >1 . Posons (p,lq;x,h) =lim, x , £, h), il
est clair que ceci définit une mesure sur C . Montrons que cette mesure est &
densité sur ,gp . I1 faut donc montrer que, pour tout =x € _gp s 11 existe du(x)

tel que

v (uly p) = 1im im0z, 4, 0) =4 (x) .
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Si x ¢ M y X #0 , il existe hO tel que, pour h > hO s 8ucun point de M
n'appartienne &4 6(x , h) , donc, pour h >hy D(x , £ 4 h) =0 et donc, dans
ce cas, limhﬂ+w(u|wx p) =0« 81 xelM, il existe h, tel que pour h > h ,
9
x soit le seul point de M dans ®(x , h) , donc, pour h > hy e D(x,4,h) = 1
ou -~ 1, et donc
. . + -
llgha+m(“|¢x,h) =1 ou ~1 suivant que x €M ou M .,
Si x =0, alors (p|¢x h) =0 pour tout h , et donc
?

limhﬂ+w(”|wx,h) =0

On a donc bien montré que | est & densité sur 'gp et que du =f,

THEOREME 2. - Soit p la mesure définie au théordme 1. p %y n'est pas & den-

gité en 0 .

En effet,

la sommation portant sur k et j vérifiant 0 <k, j < ph et |k + 3 < p_h H

donc

(b % ulyg,p) = Zos1<<p1‘1(“I“’k.h)(““'“'ph__k )+ (""WO,h)z .

si x#p° (n<h), alors

(wly, o) = (ul )=0 si k=p ,
bl p/ = W th_k’h sl P

alors (uly ) ==-(ulyy =1, dme (u« plwo,h)
p b P -p
de limite p-adique lorsque h tend vers + « , donc p % p n'est pas & densité

- 2h . Or 2h n'a pas

en 0 .

COROLLAIRE, - Les mesures A densité ne forment pas une sous-algdbre de convolu-

tion de Cv' ,
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