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LA DECOMPOSITION D'UN EIEMENT ANALYTIQUE
EN FACTEURS SINGULIERS

par Elhenan MOTZKIN

1. Introduction.

Soit K un corps valué non archimédien complet et algébriquement clos. Une
limite uniforme de fractions rationnelles sans p8les dans une partie A de K est
dite é1ément analytique sur A . Un disque maximal de Ca est dit trou de A .

Etent donné un trou T , une fraction rationnelle R se factorise naturellement en
un produit PQ , ol tous les zéros et les pbles de P sont dans T , et tous les

zéros et les pdles de Q sont dans CT . P sera dit le facteur singulier de R

relatif au trou T . De plus, R est le produit de tous ses facteurs singuliers.,
On aimerait pouvoir généraliser aux éléments analytiques tout cela.

Dans cet article, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
é1lément analytique ait un facteur singulier relatif & un trou donné non réduit & un
point (théordme 1). Nous montrons dans quelles conditions les éléments analytiques

sont assurés d'avoir des facteurs singuliers relatifs & tous les trous (théordme 2).

Nous démontrons 1'unicité du facteur singulier quand il existe (théordme 3). Nous
discutons ensuite le cas spécial présenté par les trous réduits 3 un point (les
trous-points : §6).

Dans la section suivante (§7), aprés avoir déerit une classe importante d!'élé-
ments analytiques qui sont produits de leurs facteurs singuliers (1emme 1), nous
donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément analytique se

factorise en produit de ses facteurs singuliers (théor%me 4).

Enfin dans la section §8, nous donnons une applicatidn de ces résultats au pro-

longement analytique des solutions de 1'équation différentielle u' — vu =0,

Cette application, dans un cadre moins général, a été donnée par B. DWORK, et ce
sont ses résultats qui ont inspiré la présente étude.

2. Notations.

K est un corps valué complet non-archimédien algébriquement clos.
On pose :
Ma,r)={xek; |x~al<r}, Da,r)={xek; |x-al g1},

Acf=Kuh}eﬁdﬁidmmmmmshpwrmm a € K , 1'adhérence dans

}Q_ de 1'image de A , dans 1l'application X —> |x - al s €8st un intervalle. On
note cet intervalle IA'A .
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Notons A 1le plus petit disque contenant A . Le disque T c (A n i est dit un
troude A si T est maximal, CA est appelé le trou de A de centre o« ; on le
note T_ . On note G(A) 1la famille des trous de A .

Un élément analytique sur A est la limite uniforme sur A d'une suite de frac-

tions rationnelles sans p8les dans A . On note H(A) 1tespace des éléments analy-
tiques sur A . Pour f € H(A) , on pose ||qu = supxeAlf(xH « Si pour tout Bc A
1'application naturelle H(A) —> H(B) est injective, A est dit ensemble analy-

tigue. Si B < A est un ouvert, et A est un ensemble analytique, f € H(A) est

dit le prolongement analytique de le € H(B) dans 4 .

Soient A un infra-connexe fermé, T =D(a , r ) un troude A, f un élément

analytique sur A . On dit que f a un facteur singulier g dans T si

(a) I1 existe me Z tel que (x = a)® g€ H( T) , ne s'annule pas dans (T , et

tend vers 1 & l1l'infini,

(b) f/g se prolonge analyti uement dans T , et le prolongement h ne s'annule
q
pas dens T .

Si T= Tm (1e trou de centre o ), cette définition se modifie comme suit ¢
(a') g e E(L) et ne s'anmule pas dans A .

(b') f/g se prolonge analytiquement en h dans Tm et il existe m € Z +tel
que (x-2a)""h tende vers 1 a l'infini,

Le facteur singulier de f relatif & T sera noté fT .

Exemple O. = Soit f une fraction rationnelle R = c((ﬂi(x—ai))/(nj(x-b j))) .

Alors le facteur singulier de f relatif au trou T est
g = (na.ie'l‘(x - ai))/(nbjET(x - bj)) .

Cet exemple montre la nécessité du facteur (x - a)® dans la définition du fac—

teur singulier.

3. Rappels.

(a) La fonction et le polygone de valuation.

lp(z)] .

Pour a€X , R =%e K(X) , et reR , on pose |Rla(r) = |P|a(r)/|Q|a(r) .

Pour a€K, Pek[X],et r € R, on pose |P|a(r) = SUP|, .|y

Pour A infra-connexe, a€ A, feH(A) ,et r € IAla s On pose

2] (z) = 1im [R | () ,

oi {R } est une suite de fractions rationnelles sans pbles dans A convergeant
uniformément vers f sur A . On montre que la limite existe et ne dépend pas de

la suite considérée. Si |f - g|a(r) < lfla(r) , alors lfia(r) = Ig}a(r) .

si feH(d(a, r)) , K algébriquement clos implique que “f”D(a,r) = |f|a(r) .
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C'est le principe du maximum.

loglfla est dit le polygone de valuation de f : il est linéaire par morceaux.

Si R e K(x) , la pente & gauche (resp. & droite) de log|R|a au point r mon-
tre la différence entre le nombre de zéros et de pdles de R dans D(a , r )
(resp. D(a , 7)) . Le changement de pente de loglRla au point r indique donc
la différence entre le nombre de zéros et de pdles de R sur la circonférence

|x =2l =7 .

Si R e K(x) s A est un infra-connexe,et T un trou de A , alors m(R , T) dé-
signe la différence entre le nombre de pdles et de zéros de R dans T . Si

T=D(a,r), R €K(x) et |R - R'la(r) < IRIa(r) , alors m(R , T) = m(R' , T)

(b) Le théordme de Mittag-Leffler [2].

Soient A infra-connexe, f € H(A) et f tend vers O & 1'infini. Pour chaque
T e %(A) , il existe un unique £, € H(CT) , tel que fn tende vers O & 1'infini
et £ = zfeG(A) fT s, la série convergeant uniformément sur A . On a de plus

lI£ll, = suPpeg()llEnllcy -

fT est dite partie singuliére de f relative au trou T .

Spient feH(A) et T=D(a, r) un troude A . On pose s(f,T) = |f|a(r) .
Si T=17_={x€K; |x - a| >r} , on pose s(f , Tw) = |f|a(r) .

Or il résulte facilement de la démonstration de P. Robba du théordme de Mittag-

Leffler ([2], leme 4.5) que 1l'estimation |[|f |lcq < ||fll, peut &tre eméliorée. En
fait on a ¢

(*#) HfT”CT <s(f, 1) .

4, Existence du facteur singulier.

THEOREME 1. - Soit A wun infra-connexe fermé dans K, T untroude A, f

un élément analytique sur A . Alors f posséde un facteur singulier relatif & T
si et seulement si, s(f , T) >0 .

Démonstration. -

(a) La condition est nécessaire. — On suppose donc que f a le facteur singulier
g relatif 3 T et que f/g=h se prolonge dans T = D(a , r ) . Notons que
r>0, T &tant ouvert, Alors,pour tout p 2T , |(x - a)" gla(p) =1, car
(x - a)® g n'a ni zéros, ni pdles dans (T ; log|(x - a)® gla n'a donc pas de
changements de pente dans (T , et comme c'est O & la limite, c'est O partout
dans (7 .

Ainsi |g|a(p) = p-m y p>27T . De mime, Ihla(p) =0, p<Tr, ot o estune
constante non nulle, D'ou

£l (=) = Inl (v).]el (x) =0 z™ # 0 .
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or s(f,T) = Ifla(r) .

(b) La condition est suffisante. - On suppose donc que s(f , T) >0 . Nous allons
d'abord construire le facteur singulier g . Considérons d'abord deux fractions ra-
tiomnelles R et R' . Saiet P=R  , Q=RP , P' = (rR')T et qQ =R'/P'.

Supposons maintenant que |R - R'Ia(r) < lRla(r) =s(R, T)=s(R", T) . Alors
les fonctions de valuation lRla(p) et |R' |a(p) coincident au voisinage de r .
Donc m(R ) T) = m(R' ) T) ] AlOI‘S

(= a)™®D ] () =1 et [x-a®FD e ()21, p3r,
pour les raisons données pour 1'égalité analogue dans la partie (a) de la démonstra-
tion. Donc '
[Pl () = ot () = £(B0)
Ainsi
lal (=) = |@'] (x) = AR o(r , 1)
On a alors
() - L) - B (- 2 T
P! Q'a s(R, T) ‘

Or tous les pdles de Q'/Q sont dans (T , tous les pbles de P/P' sont danms
T, et ((x-a)™B?) p)/((x - )BT p1) _ p/pt tend vers 1 & 1'infini. T1
stensuit que (P/P') - 1 est la partie singulidre de (R - R')/P' Q relative
T . Nous avons donc (par le principe du Maximum et par 1'inégalité (¥) de §3b)

(2) \f—- g = I = 1l (x) < (R = R*| (£))/(s(r , T)) .

Ainsi

m/

“(x—a)m(R.T) p(x) - (x—a)m(R,T) P'(X)HCT < (IR - R! la(r))/(S(R,T)) .
(1) et (2) impliquent

Q A S
I—Q—- 1la(r) = lQ P? + P lla(r)

(3)

|r-r*|_(r)

s max(|% - F10) o 1 - 11,01 < ity

et par suite, par le principe du maximum,
(4) I - dlp < EVr - w] () .

Maintenant, considérons une suite de fractions rationnelles (Rn) sans pbles
dans A , convergeant uniformément sur A vers f . Comme par hypothdse s(f,T7)>0,

pour tous k , n assez grands on a
IR, - £ll, se < s(e, 1) =gl (x) 4 |IR =%, ¢

En particulier, on a |Rn - fla(r) <e s |Rk - fla(r) < e et done

- Rkla(r) Se



Alors

R | () = [R | (x) = |2l (=) = s(£ , 7) = s(R, , ) = s(Ry » 7) .
Donc
(5) (R, , 1) = m(R_, T) pour tous k , n assez grands.

On notera cette valeur commune m(f , T) .

R _ T _ _ T _
Soient P = (Rn) y Q= Rn/Pn y P = (Rk) ot Q = Rk/Pk . On a alors, par
(3)
m(£,T) p m(f,T) e
(6) I(x - a) (X) - (x - a) P (X)HCT SSFELT
La suite {(x - )m(f,'l‘) P } est donc une suite de Cauchy convergeant uniformé-
ment dans (T vers un élement analytique que nous noterons (x - a)m(f'T) g. 8

est alors le facteur singulier recherché, car, pour tout n ,

l(x- 2D (1)) =1, vxelr,

ce qui implique que
I(x - ™5 g(x)] =1, vxelr.

"Donc g(x) # 0 damns (T . D'autre part, pour tout =n , (x = a
tend vers 1 & l'infini, donc (x - a)m £,7) g(x) tend vers 1 a 1l'infini.

)m(f’T) P_(x)

I1 nous reste & démontrer que h = f/g se prolonge dans T . On a, par (4),
m(f T) m( f,T
19, - iy < R - R (@) <5,

On observe, d'autre part, que, pour tout p>r,. ”Rk“AnD(a,p) = ||£ ”AnD(a,p)
(car |R, = ||, se<slt, D) <, ), e e, - P? Pllann(a,p) € /3(F 2 T
(par (2)), que ul/Pn“AnD(a,p) max{r" m( £:7)3 , et que

(HfHAm(a’p))/(S(f y 1)) > 1

On a alors

R ~ P, ~-P
%%/l s p(ayp) $ max{u—ri’_n—“Ari)(a,p) ’ ”Rk_l’i]:—l’—:”AﬂD(a,p)}
< |t “AnD(a.,p) m nax(=™ n(f,T) m(f.’l‘)} .
Donc la suite {Qn} est une suite de Cauchy convergeant uniformément dans
(AuT) nD(a , p) vers un élément analytique h . Comme Q =R /P converge
vers f/g dans AN D(a , p) , cela montre que h est le prolongement analytique
de f/g dans T . Finalement, comme, pour tout n , Qn ne s'annule pas dans T ,

il en est de m&me pour h .
Ceci achdve la démonstration lorsque T #T_ . La démonstration pour le cas
T = Tc° est analogue.

La condition pour l'existence d'un facteur gingulier dépend donc & la fois de f
ot d¢ T . Existe—t-il une condition portant uniquement sur T assurant que tout

é1lément analytique f sur A a un facteur singulier relatif & T ?
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THEOREME 2. - Soit A un ensemble analytique fermé dans K , et soit T wun trou

de A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Quel que soit f € H(A) , ££0, f aun facteur singulier relatif & T .

(b) AuUT est un ensemble analytique.

Démonstration.

(b) implique (a). - Soient donc f # 0, f e H(A) . Il suffit de montrer que
s(f , T) >0 , car alors on pourra appliquer le théordme 1, Or si s(f , T) =0,
d'aprés §3 (#), 1a partie singulidre de f relative au trou T est nulle, et donc

f se prolonge analytiquement dans T . Mais nous avons par le principe du maximum :
lllp = s(£ , T) =0

f est donc identiquement nulle dans T . Comme A u T est analytique par hypo-
thése, cela veut dire que f est identiquement nulle dans A U T . Mais ceci con-
tredit 1'hypothdse que f # 0 dans A .

(a) implique (b). = Il suffit de montrer que si A UT n'est pas analytique,
alors il existe un f € H(A) , f# 0 , vérifiant s(f , T) =0 .0r AUT
n'étant pas snalytique, il existe un £ e H(AuUT) , £#0 , f identiquement nul-
le au voisinage d'un point a € AUT . Si a€ A, alors, comme A est analytique,
f est identiquement nulle dans A et par conséquent s(f , T) =0 et donc f
est identiquement nulle dans T (parle principe du maximum), ce qui contredit 1l'hy-
pothése f #0 . Donc a € T ; mais comme T est analytique, f est identiquement
nulle dans T , done s(f , T) = 0 . Il reste & montrer que f n'est pas 1'élément

0 de H(A) . Mais ceci est évident, car f =0 dens T et f =0 dans A im-

]

pliquent que f =0 dans A uT , contrairement & l'hypothése.

5. Unicité du facteur singulier.

THEOREME 3. - Soient AcK , T=D(a, r) un troude A, fe H(A) , et sup-
posons que f ait un facteur singulier relatif & T . Alors le facteur singulier

est unique 3 une constante multiplicative prés.

Démonstration. — Supposons qu'il y ait deux facteurs singuliers g et h rela-

tifs & T ., Soient k 1l'entier associé 3 g et m 1l'entier associé & h , c'est-
d-dire que (xz - a)k ge HCT) et tend vers 1 & 1'infini et que (xz~a)™ ner(CT)
et tend vers 1 & 1l'infini, et (x - a)k g et (x - a)" b ne s'annulent pas dans
CT . Supposons k > m . Alors (x - a)k-m g/h est un élément analytique sur (T ,
car |(z - a)® h|a(p) =1>Cte >0 pour tout p>r . Coome f/g se prolonge
deans T en un élément analytique qui ne s'annule pas dans T , on peut construire
B analytique, Bc A, tel que T soit un trou de B et que Li(x)l >0>0,

<r,

~

VxeBuT, coome suit : on sait que, pour x € T , Lg(x)l = |f/g!a(p) ' P
car f/g € H(T) et ne s'annule pas dans T , et que |f/g|a(p) = Cte non nulle si
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p<r; si |A|a (c'est-a-dire 1l'image de A par x =-> lx - a| ) n'est pas ré-
duit & un point, alors il existe p > r tel que Ifla soit définie sur [r , p]]
et on peut donc prendre B = A n D(a , p) ; si |A|a est réduit a un point, A&
savoir r , alors il existe nécessairement b et ¢ dans la circonférence de
Da , r) et Py >0, Py >0, Py <r, Ps

sur [p1 s T| et 'f]c goit définie sur [p2 y T] » et on peut prendre

<r tels que Iflb soit définie

B=(b, r)udlc, r))nai.

Alors g/f est un é1lément analytique sur BU T . Donc g/h = (£/h)(g/f) est un

) k-m

é1ément analytique dans BUT , et (x - a g/h aussi (car on peut toujours

prendre B U T borné). (x - a) g/h est aussi un élément analytique & la fois
sur (T et sur TuB ., Comme (CT) n(TuB)=B#£g, (x- a)k“m g/h est un
é1ément analytique sur X (c'est-a-dire sur K U {=} ). (x = a)k-m g/h est donc
une constante et, en particulier, n'a pas de zéros (m8me pas en a ). On a donc

k=m et g=Cteh .

6. Les trous-points.
Un trou=-point est un trou réduit & un point.

Remarque 1. Si T = {a} est un trou-point de A et a se trouve & l'intérieur
de 1l'adhérence de A , alors f a toujours un facteur singulier relatif & T . En
effet, si s(f , T) >0 , alors le facteur singulier existe (car la démonstration

du théoréme 1 reste valable), et si s(f , T) =0 , alors on a vu que
el o < 1€l () =s(e, 1) =0,

ctest-d~dire f, =0 et f ge prolonge dans T , cependant £ =0 dans T ,

T
clest-a-dire f(a) =0 .

Remarque 2. Si T = {a} est un trou-point de A et s(f , T) = Ifla(o) =0,
alors pour que f ait un facteur singulier relatif & T il faut que pour p
petit lfla(p) soit de la forme |f|a(p) = cpk (c'est-a-dire que - « n'est pas
un point d'accumulation des abscisses des points de changement de pente du polygone

de valuation loglfla ).
Exemple 1 de ce qui peut arriver si cette condition n'est pas satisfaite :
soit A =D(0, 17) U D(an , rn) v {0} , ou ianl =r et {r} estune

n
suite décroissant vers O . Soit f(x) = TL x-f « Alors le facteur singulier re-
latif & T = {0} est x }

. . k
Remarque 3. Avec les notations de la remarque 2 : Par contre, si If‘a(p) = cp
pour p petit, cela n'implique pas qu'il existe un facteur singulier relatif
a T.
Exemple 2, Soit A 1le m8me que dans l'exemple 1. Soit

x - Db X =D

n . n
£) = x T g = 1m0 Tl 750
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avec lbnl = Ibn - ah' =T .

BEn effet, le facteur singulier relatif a T est x , mais ﬂt(x - bn)/(x - an) ’

qui est bien défini sur A , n'est pas un élément analytique sur A u {0} .

Remarque 4. Néanmoins, il peut exister un facteur singulier relatif & un trou-

point, m8me si ce point n'appartient pas & 1l'intérieur de 1l'adhérence de A .

Exemple 3, Soit A 1le m@me que dans les exemples 1 et 2 ; et soit f(x) =

7. Décomposition en produit de facteurs singuliers.

3i f a un facteur singulier fT relatif a chaque trou T , peut-on reconsti-
tuer f comme produit de ses facteurs singuliers ? La réponse est oui si A est

un infra-connexe fermé (dans X ) et si f est pseudo-inversible,

LEMME 1. - Soit A un infra-comnexe fermé, et soit f € H(A) tel que

s = infopiy) s(f,T)>0.

Alors il existe un polyndme F , dont les zéros sont les zéros de f dans A,

tel que f=TF N EG(A) T » le produit convergeant uniformément sur A . (si

© € A , les éventuels zéros de f situés & 1'infini sont laissés de cbté par F .)

Démonstration. = Commengons par montrer que le produit r&EG(A) fT converge uni-

formément sur A .

Soit R une fraction rationnelle sans pdles dans A telle que “R’f”A <e<s8s .

Alors d'aprés ce qu'on a vu ((5) dans la démonstration du théoréme 1), on a
m(f , T) =n(R, T) .

Mais comme dans presque tous les trous (c'est-i-dire dans tous sauf un nombre
fini) R n'a ni zéros ni pdles, on a n(f ,T) =0 et RT = 1 pour presque tous
les trous T de G(A) .

D'autre part, en faisant tendre k vers 1l'infini dans la majoration (6) de §4,

on voit que 1l'on a pour tous les T

(= - )20 (2T R¢)“CT T T
7

Comme m(f , T) =m(R , T) =0 et R =1 pour presque tous les trous T de

<—.

%(4) , on a pour presque tous les trous T € &(A)

Ie* - 1HA le” - tllgp < £

Ceci montre que le produit M f converge uniformément sur A .

Posons donc g = FEGS(A) fT . Ce qui nous reste & démontrer, est que f/g est un

polyn8me dont les zéros sont les zéros de f .

) S _ T s
Fixons un S € &(4) , S # T, et notons G = et () 148 f* . Alors G~ con-
verge uniformément sur AuU S , car si T # S, alors, comme plus haut,

T

" = s < lE° = tlgp £
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On va noter A 1le disque L si A est borné, et un disque quelconque contenant
tous les trous de A si A n'est pas borné. Soit p le diamdtre de A et soit
Ty le diamdtre de T . Alors on a

ianG(SUA)ﬂA|GS(X)| 2”,1—#8 inf(I?(f’T) , pm(f’T)) .

Comme m(f , T) = O pour presque tout T , presque tous les termes du produit
valent 1 « Le produit est donc strictement positif, ce qui montre que 1/GS est

un élément analytique dans (A uUS) NnA . On a donc, dans A N A ,

t/g = (£/£5)(1/c°) .

Mais f/fS € H((a u 8) n A)  tout comme 1/GS s donc f/g se prolonge dans S .
{Ceci est équivalent & dire que la partie singuliére (f/g)S de f/g relative au
trou S est nulle.)

On voit de méme que f/g se prolonge analytiquement dans (A ) Tm) n D pour
tout disque D borné, Il en résulte que f/g est une fonction ent%ére. On sait
o . 7 . -mfx
par ailleurs que, si m désigne ZEEG(A) m(f ’ T) s alors x 'E%ET tend vers 1
quand x tend vers + » . Le théordme de Liouville nous dit alors que f/g est un

polyn8me F de degré m .

Comme f/g ne s'annule pas dans les trous de A , tous les zéros de F sont
situés dans A et sont des zéros de f . Réciproquement, un zéro de f dans A

est forcément un zéro de F , car g ne s'annule pas dans A .

THEOREME 4. - Soit A un infra-connexe fermé et soit f € H(4) . Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(a) f a un facteur singulier fT relatif & chaque trou T de A et

7
£=7F r&eﬁ(a) £

F étant un polyndme et le produit convergeant uniformément sur A .

(b) f a un nombre fini de zéros By 9 eee s 8y dans A (chacun compté avec

son ordre de multiplicité), et f =‘ni(x - ai)g » 00 g et 1/g sont des éléments

analytiques sur A . (Si o€ A et si f a un zéro d'ordre k & 1l'infini, la

formule devient f = 1/(x - a)k ﬂi(x - ai)g yavee af A o)

Démonstration.,

(a) implique (v).

fas 1. o ¢ A .- Alors A fermé implique A borné. g = HTEG(A) £ est un
é1ément analytique sur A , puisque le produit converge uniformément sur A .
Dtautre part, g est borné inférieurement en module sur A par une constante
> 0 , puisque, pour presque tous les T € &(a) , IfT(x)I
d'—m(g,T) s 00 0€T, Comme o ¢ A , lfT(x)l >c¢c >0,

Cd

1 sur A , et dans les

autres cas |fT(x)| = |x -

puisque A est fermé et borné.

Cas 2. @€ A, - Soit k 1l'ordre de multiplicité de f & 1'infini et soit
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a € A . Comme précédemment, nieG(A) £7  est un élément analytique sur A qui a un
zéro d'ordre k & 1l'infini. Donc si g = (x - a)k HTEG(A) T s alors g est un
é1ément analytique sur A non-nul & 1l'infini, et g est borné inférieurement par
une constante > 0 dans le complémentaire d'un disque borné convenable D . Dans
Dn A on avu dans le lemme que g est borné inférieurement en module par une

constante > 0 , il en est donc de méme sur A .

N

Dans les deux cas, on a que 1/g est un élément analytique sur A , Il reste a
montrer que les zéros de F appartiennent & A et sont les zéros de f dans A .
Bn offet, = F T o0y T ot 2T, car (£5)5=1
si T#8 et (fT)(FE =f" .Dome P =1, vTet(a), cest-a-dire que tous les

zéros de F sont dans A . Réciproquement, chaque zéro de f dans A est forcé-

1 implique f£° = FT.(ﬂieg(A) £

ment un zéro de F .
(b) implique (a).

On suppose donc que g = f/ni(x - ai) est un élément analytique sur A , et que

1/g 1'est également. Alors on a, pour tout T € &(a) ,

1 1
e+ 1) = ey s 2 TE " 0

ce qui d'aprés le lemme 1 entraine la décomposition multiplicative de g , et donec
de f .

8. Application.

PROPOSITION 1. = Soit A un infra—-connexe., Soit u un élément analytique sur A

tel que u'/u = v soit également un élément analytique sur A , Soient T wun trou

de A, T# Tm .31 v se prolonge dans T , alors u se prolonge également dans
T .

Démonstration.

(a) si s(u, T) =0, alors on sait que u se prolonge par O dans T (voir

théoreme 2, (b ==> a), et §6, remarque 1).

(b) Supposons s(u ’ T) >0 , Alors u a un facteur singulier g relatif & T
(théordme 1), et h = u/g se prolonge dans T . Alors g'/g + h'/h=u'/u=v .

Mais h'/h est un élément analytique dans A U T sans p8les dans T , et g'/g
est un élément analytique dans (T tendant vers O & 1'infini (comme on le voit
en considérant le développement en série de Laurent de g dans (T et en remar-
quant que ce développement n'a qu'un nombre fini de termes non-nuls avec exposant
positif). I1 en résulte que la partie singulidre A de v relative au trou T

est précisément Vg = g'/e .

Mais dire que v se prolonge dans T , c'est dire que Vp = O . Donc g' =0,

Donc g =1.Donc u=h, Mais h se prolonge dans T .
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