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DUAL D'UN ESPACE H(D) ET TRANSFORMATION DE FOURIER

par Yvette AMICE

On sait que si E est un espace de Banach sur un corps ultramétrique K , pos-
sédant une base normale indexée dans l'ensemble I , i. e. si E est isomorphe a
un espace cK(I) de familles de scalaires tendant vers O , le dual E* de E
(espace des formes linéaires continues, muni de sa norme naturelle) est isomorphe &
1'espace bK(I) des familles bornées de scalaires. Ainsi, si E = K{X} est 1l'es-
pace des séries restreintes & une variable (fonctions analytiques sur le disque
unité fermé), le dual E¥ de E apparatt comme espace de fonctions analytiques
borndes sur le disque unité ouvert., Le but de cet exposé est de fournir des présen-
tations explicites de duals d'espaces de fonctions ou d'éléments analytiques comme
egspaces de fonctions analytiques bornées. On mentre de plus, au n° 3, comment la
transformation de Fourier p-adique fournit une interprétation en termes de résidus

de la dualité ainsi mise en évidence.

On notera les analogies de cette présentation avec la théorie de la transforma-

tion de Fantapié, telle qu'elle est utilisée en analyse complexe,
Notations.

K est un corps valué complet, non archimédien, algébriquement clos, contenant
-gp , valeur absolue et valuation sont normalisées (& partir du §3) par lp‘ =1/p
et v(p) =1.

Si E est un espace de Banach sur X , E* est l'espace des formes linéaires

continues sur E , muni de la norme ||u|| = sup“xu<1|(u|x)| .

Si D est une partie de la droite projective '21(K> , D' est son complémentai-
re, R(D) est l'anneau des fractions rationnelles sans pble dans D muni de la
topologie de la convergence uniforme sur D , H(D) est le complété de R(D) , les

é1éments de H(D) sont les éléments analytiques sur D , pour f € H(D) s On note

£l = supepl£(x)] &

Si T est un disque ouvert, B(T) est l'espace des fonctions analytiques bor-

nées sur T , muni de la norme de la convergence uniforme sur T , notée ”'HT .

S8i D contient le point & 1'infini, et si X(D) est un espace de fonctions sur

D, XO(D) est le sous-espace des f € x(p) qui tendent vers zéro & l'infini.

1s Formes linéaires et fonctions analytiques.

Py

1.1, Exemple, - Soit D le disque unité fermé, D= {xe€ K ; |x| <1},
alors H(D) est l'espace des fonctions strictement analytiques sur D , i. e. des

’ . 3 n AY
sommes sur D , de séries restreintes Z;)O &, X", ou a, ~=s 0 , muni de la noxme
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suplanl . Soit o€ D' nK , notons ¢b(x) = 1/(q¢ - X) , alors ®, € H(D) .

Soit p € H(D)* , notons [ la fonction définie sur D' par i) = (“l¢a) si

neD nkK et fe) = 1lim i(e) =0 , alors on a le résultat suivant.

LEMME 1.l1. = L'application p = de H(D)* dans 1'espace des fonctions défi=-

nies sur D' est un isomorphisme (isométrique) de H(D)* sur BO(D') .

Preuve, - Soit € H(D)* s n>0, posons by = (p|Xn) e« On sait que, puisque
la famille (Xn)n20 est une base normale de H(D) , l'application -*'(“n)nko
est un isomorphisme de H(D)* sur l'espace bK(g) des suites bornées. D'autre
part, pour o € D' , ¢&(X) = 2£>0 XF/GP*l , done E(a) = §£>O un/dn+1 . Or 11 est
rd . ~ \ -~ \ +1 ~ .
évident que (“n) - s OU p(Y) = 2?20 un/Yn est un isomorphisme de bK(E)

sur BO(D') , et le lemme en résulte,

Remarque, - Nous réserverons le terme "isomorphisme", s'agissant d'espaces de

Banach, aux isomorphismes d'espaces vectoriels topologiques qui sont aussi isomé-

trigues.

1.2. Second exemple, - Soit T = {x € K 3 lx - 1] < 1} , et soit T' son

complémentaire., Pour o« € T , notons ¢a(x) = 1/(¢ - X) , alors ®, € HO(T’) . Si

- HO(T')* , posons (o) ='(p|wa) , alors on a le lemme suivant.

IEMME 1.2, - L'application u — i est un isomorphisme de Hb(T')* sur B(T) .

La preuve est analogue a la précédente, en utilisant la famille (1/(1 - X)n)n>1 ’

qui est une base normale de Hy(T') .«

1.3, Cas d'un infraconnexe fermé borné quelconque. - Soient D un infracon-

nexe fermé bormé de K , ® son enveloppe (plus petit disque fermé contenant D ),
(D) 1la famille des trous de D (disques ouverts maximaux de © = D ). Rappelons
une forme du théoréme de Mittag-Leffler (cf. [6], [4] ou [7]) :

(ML) Soit E = H(®) ® & H.(T')) , alors 1l'application naturelle
= &(p) "0

(g, » (5) =20+ 21y

de E dans H(D) est un isomorphisme surjectif,

Si Ei est une famille de K-~espaces de Banach, Ei désigne l'espace des fa—-
milles (xi) » X; € By, telles que Xy —~3 0 , muni de la norme sup”xin .

Notatione - Soit (Fi)rEI
nb(Fi)iEI 1'espace des familles (yi) » ¥y €T, , telles que S“P”yi” <+ o,

une famille de K-espaces de Banach, nous noterons

muni de la norme sup“yi“ . C'est un espace de Banach.

On vérifie aisément que @E}Ei)* est, de fagon évidente, canoniquement isomorphe
a*
a m () .

Dtautre part, nous noterons BO(D') 1l'espace des fonctions f bornées sur le
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complémentaire D! de l'infraconnexe fermé borné D , et satisfaisant fIQ,GBOGQ')

et, pour T € &(D) , fIT € B(T) . Comme D' est réunion disjointe de ®' et des
' ' . 3 3 . '

T ,. BO(D ) s'identifie de fagon naturelle a BO(Q ) C)(Hb(B(T))TGG(D)) .

PROPOSITION 1.3, = Soit D wun infraconnexe fermé borné, « € D' n K ; notons
0,(X) = 1/ = X) . S0it e H(D)* 5 on pose fla) = (ulo) si weD nk et
f(w) =0 . L'spplication . == est un isomorphisme de H(D)* sur By (D') .

Preuve. -~ Supposons d'abord que les rayons de ® et des trous de D appartien~
nent a |Kl = {|x| 3 X € K} . Alors la proposition est, compte tenu des lemmes 1.1
et 1.2, une simple reformulation "duale™ du théordme de Mittag-leffler, Sinon, il
suffit de prouver des lemmes analogues & 1.1 et 1.2, pour des disques dont les
rayons n'appartiennent pas nécessairement &4 K : c'est, & partir de 1.1 et 1.2, un

simple exercice d'extension-restriction de corps scalaires,

1.4+ Retour au second exemple, fonctions continues sur Ep e = Soit C(gp , K)
1tespace des fonctions continues sur Z a valeurs dans K , muni de la norme de
la convergence uniforme sur %_, et soit C (ﬂ y K) = E 1'image de C(Z , K)
dans KN par la restriction ngturelle (plongement naturel de N dans ‘gp ) ¢ E
est l'espace des suites de scalaires f(n) » D-adiquement continues par rapport a
1'indice n , muni de la norme suplf(n)l « I1 est clair que E est image isomor-
phe de C(gp ’ K) o

On sait que le disque T = {x € K ; |z - ll < 1} est isomorphe au dual p-
adique de Ep , i. €. au groupe des homomorphismes continus de g% dans K* s par
exemple, par l'isomorphisme qui & o € T associe le caractére gy défini par

t
Xa(t) =a 5 ¢t e‘gp .
Ainsi le dual E¥ de E est, de fagon naturelle, identifié a un espace de fonc-

tions sur T 3 &4 v € E¥ on associe la fonction v définie sur T par

) = (vlx) -

On montre facilement [1] que 1'image de E¥ par 1'application v ==y est B(T)

(on le retrouvera comme corollaire trivial de 1.4.1).

Rappelons d'autre part qu'il existe un isomorphisme naturel de HO(T') sur E :
si Fe HO(T') s, soient TO(F) sa série de Taylor & llorigine, et c(F) 1la suite
des coefficients de TO(F) . Autrement dit, c(F) est définie, pour F € HO(T') ’
par

F(X) = c(F)(n)X , pour |X| <1 .

a

IEME 1.4.0 [3]. - L'application ¢ de H,(T') dans KX , définie ci-dessus,
est un isomorphisme de HO(T') sur B = Cp(N » K)

Preuve, -« On sait que la famille (e )k>1 ’ ( ) = 1/(1 - X)k , €st une base
normale de H (T ) « Il nous suffit de prouver que (c(e ))k>1 est une base normale
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de E . Or,
e (X) = /(1 = 0% =2 (" (= 1)" ool DKy pour x| <1,

d'ou c(e )(n) = (k+n—1) . Or, on sait que la famllle des polyn8mes (uk)k>1 ’
uk(t) = (t"’k‘l) est une base normale de C(Z , K) , d'ou le lemme.

L'isomorphisme c¢ de H (T') sur E induit un isomorphisme c* (transposé) de
E* sur H (T')* , défini, pour v € E* et F € H; (1) , par

(c*(v)|7) = (vle(®)) .

En composant c* avec 1l'isomorphisme y — 3 , défini en 1.2, on obtient un iso-
morphisme &* de E* sur B(T) : il est naturel de le comparer 4 1'isomorphisme

v = v , défini au début de ce paragraphe.

PROPOSITION le4.ls — Quels que soient v € B et «€T,0na

#* (W) = @H ™ .

La preuve est immédiate ; par définitionm, () (a) = (c*(\))lcpa) = (\,lc(cpa)) , et
c(p )(n) = 1) done cle,) = oty _, - Dol
o

(vlc(fpa)) = o Hvlx )= Y .

o
Comme nous 1l'avions annoncé, il en résulte que v =2 v est un isomorphisme.

COROLLAIRE 1.4.2. — Pour « € T , posons q,a(x) = 1/(1 - oX) , ¥, EHO(T’) , et,

pour v € B* ’ ('é*(v)l\lla) = v(a) ; en d'autres termes, le diagramme

B ammmime— H (T )*
\..
> /'\F

\\B(T){'

est commutatif,

Rappelons [1] enfin une conséquence du fait que ¢ soit wn isomorphisme

DEFINITION 1.4.3. - La structure d’algebre de K—N- , définie par la convolution

sur N ,
(f % g)(n) = Zoggl £(i) gln - 1) ,

induit sur Cp(}g_ , K) une structure d'algdbre de Banach & norme multiplicative, ¢

est un isomorphisme d'algdbres de Banach.

on vérifie en effet que c(FG) = c(P) % c(G) 5 les autres assertions en résultent.
On notera encore f % g , pour f et g dans C(—%p , K) , 1'unique prolongement
continu a z, du produit f % g daéfini sur N . D'autre part, E¥* = c(z , K)*
est aussi muni d'une structure naturelle dtalgebre ¢ si pu et ve ol ’ p. % v
est 1'élément de E* défint, pour f € E , par ((p. * \:)if) = ((p.@ v)|Af) » OU
Af(x , ) = £(x +¥) »
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On remarque que v — v est un isomorphisme d'algdbres de Banach : il suffit, en

effet, de vérifier que | * v = pv , or, d'aprés la définition,

(b % v)Ix) = Gulx)(vlx,) »
donc @ *v et pv coincident sur T ,

Nous allons maintenant montrer comment, des structures d'algdbre sur deux espa-
ces de Banach dont l'un est le dual de l'autre, permettent de construire une autre
algdbre qui décrit ces structures, et nous verrons au §3 une interprétation "analy-

tique" de cette construction, dans le cas de HO(T') et B(T) .

2o Sommes tordues E @ * .

Soient E un espace de Banach sur X , et E¥ son dual. On suppose, dans ce pa-
ragraphe, que E et E¥ sont de surcrott des algébres de Banach. Par exemple,
soit B =H(D) (ef. 1.1), E,=Hy(1") (of. 1.2), Ey=0(z ,K), B , E,
et E§ ont des structures naturelles d'algdbres de Banach, et le choix d'un iso-
morphisme de E? sur BO(D') , de E; sur B(T) , ou celui d'une convolution sur
E3 , Munissent les couples @%., E?) de la structure que nous allons étudier. De
m8me, si D est un infraconnexe fermé borné, H(D) et H(D)* fournissent un

autre exemple, compte tenu de 1.3.

2.1. Définitions. — Soit x € E , nous noterons M 1'opérateur linéaire con-

tinu sur E défini par la multiplication par x : M (y) =xy « Ona [M] < ||| ;

E est intdgre si, et seulement si, Mx est injectif pour tout x # 0 ; si la
norme de¢ E est multiplicative, nMiH = ||z||

Soit M; le transposé de Mo, c'est-a-dire 1'opérateur linéaire continu sur E°
défini par

pour tous € EY et Yy€E, (M:(u)IY) = (uIXY) .

de E dans £(E¥) est

PROPOSITION 2.1.1e - L'homomorphisme x —- M*;

(1) injectif si, dans E, (xy =0, ¥y €E) = (x =0) , en particulier, si

E est unitaire ou intdgre .

(ii) si la norme de E est multiplicative, c'est une isométrie de E sur une

sous-algdbre de (E¥) et, pour tous p € ¥ et x€E, ”M;(u)” = |lull lI=l| -

De méme, si € ol » 1l'opérateur M“ est faiblement continu, et admet un trans-—
pOSé M* .
b

On voit ainsi par exemple, que si E = C(gp , K) et E*

= B(T) , on a une facon
naturelle de faire opérer les fonctions sur les mesures (éléments de B* ) et de
faire opérer les mesures sur les fonctions. Soit par exemple aa e g* y & G_gp ’

la "mesure de Dirac en a ", définie par (5a|f) = £(a) , alors M‘ga(f)(t) = £(t+a) .

L'opérateur associé a 6, est 1'opérateur de translation par a .
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PROPOSITION 2.,1.2. = Soient E et E* deux algdbres de Banach comme ci-dessus,

on munit la somme directe A =E® E de l'unique structure d'algdbre prolongeant

celles de E gi_ E* et telle que, pour tout x € E gi v € E* , On ait
=N[*x+M*\)o
\V] X

Alors A est une algdbre de Banach,

Nous ne étendrons pas sur les sorites concernant cette construction, mais passons

aux exemples.

2.2, Exemple, - Soit T le disque T = {x € K ; ]x'- 1] <1} , et B, (1) ,
mmi de sa structure d'algdbre naturelle (induite par KT ). Nous avons vu en 1.2
que l'application définie par p(a) = (p|¢ ) pour € E¥ (m (x) = /(o - X))

3

est un isomorphisme de E sur B(T) . Nous considérerons E* comme munie de la

structure d'algdbre transportée de celle de B(T) par cet isomorphisme,
Rappelons que la famille (e )k>1 R (X) = 1/(1 - X)k s est une base normale de

k
Soit & 1'algdbre des séries de Laurent Zk<_1 8 T telles que 8, -0

E: toute Fe€ E admet une unique representatlon F= Zk>1 b 1 S * ou b — 0,

mmie de la norme suplakl . Notons G (série de Taylor & 1'infini) 1'application
de E demns & , définie par

B (F) =%, o, Ty si F=§(?1a

I1 est clair que &_ est un isomorphisme de E sur & .,

De méme, tout élément de B(T) admet un unique développement 2£>O bk(l - X)k ’
ou b est une suite bornée, Notons st 1talgdbre des séries de Laurent
2£>0 b T telles que bk soit bornée, munie de la norme suplbkl , et Gl
(serle de Taylor au point 1 ) 1'application de E* dans & qui a pe B* asso-

~ k
cie la série & (u) = % " by T telle que p(X) = ZQ?O bk(l -X)" . Alors G

1
est un 1somorphlsme de l'algébre E* sur &,

Notons enfin ¢ 1'algdbre des séries de Laurent 2 neg &, ™  telles que & est

bornée, 1im a = 0 , munie de la norme suplanl + on vérifie, comme dans le
cas des séries de Laurent convergentes, que c'est une algdbre de Banach & norme
multiplicative, Rappelons que le produit dans @ est ainsi défini : si
n n . .
A= 2£€§ &, T et B= 2552 bn T" sont des éléments de d , le produit AB est
n
§£§§ cn T avec

O=Z

n meZ 8n bm--n *

L'espace de Banach sous-jacent & ( est l'espace & C)5ﬁ N

PROPOSITION 2,2, - Soit A = HO(T') ® HO(T')* la somme directe tordue définie en
2.1.1, et soit & 1'application de A dans @ définie, si F € HO(T') et
w € HO(T')* » par &(F + u) = Gm(F) + Gl(u) o Soit, de plus, Res 1'application de

a g . . _ n . _
ans K qui & A 2£€Z a T associe Res(4) a_,

, alors
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(1) % est un isomorphisme d'algdbres de Banach,

(ii) pour tous Fe HO(T') et pe HO(T')* , (ulF) = Res(B(F) B(u)) .

Preuve, - Nous savons déja que T est un isomorphisme surjectif d'espaces de
Banach, dont la restriction &3 E , et E¥ respectivement, est un morphisme 4'algé-

bres.

D'autre part, la relation (ii) se vérifie immédiatement : d'aprés le calcul fait
en 1, Gl(u) = §%>O(u|en*1)Tn «eSi F= 2£21 b e (wlF) = 2£>1 bk(plek) , et la
relation (ii) est une simple application de la formule définissant le produit dans
& o Ceci montre que la forme bilinéaire continue sur a, (A ’ B) 4 Res(AB) met
£ et & en dualité, Il suffit donc de prouver que la structure d'algdbre de
est la structure de somme directe tordue de & et & . Ceci équivaut & vérifier
que, si Ae & et Be & , la série produit AB est égale & My B+ MY A, ob
les opérateurs transposés sont définis & 1'aide de la forme bilinéaire Res . Cette
derniére vérification, purement formelle, est tout-a-fait triviale, et consiste,

essentiellement, & vérifier 1'associativité de la multiplication dans a .,

Remarque., = On observera que la démonstration ci-dessus signifie que 1'algébre
tordue E @ E¥ = A , définie en 2.1.2, jouit de la propriété universelle suivante :
soit B une algdbre de Banach associative, munie d'une forme linéaire continue r,
soient @ et oF des homomorphismes continus des algdbres E et E® dans B,
satisfaisant

r(w(x) o (x*)) = (x|x*) , quels que soient x € E et x* € EX ,

et soit (i , i*) 1tinjection canonique de (B ’ E*) dans A , alors il existe un

unique morphisme d'algdbres Q de A dans B rendant le diagramme ci-dessous

commutatif,
. .+
+ (1,17)
E,E 2 >
( '! ) —> 4
(wyu*) ; /,9/’/// l Res
i s r v
B > K

La construction précédente permet donc d'interpréter la dualité entre HO(T’) et
B(T) & 1'aide d'une application résidu "formelle". Cependant elle ne donne aucune
interprétation "fonctionnelle" : 1l'algébre d est constituée de séries "nulle part
convergentes", et ne s'interpréte pas raisonnablement comme algdbre de fonctions.
Dtailleurs, si GL désigne l'algdbre, définie comme & , mais ou les coefficients
sont astreints 4 appartenir au sous-corps L de K , on montre que si L est a

valuation discrate, GL est un corps.

La transformation de Fourier p-adique va nous permettre de représenter ( comme

quotient d'une algdébre de fonctions.

3. Relations avec la transformation de Fourier.

Rappelons que le disque T = {x € K 3 Ix - 1| < 1} est un sous-groupe de K* ’
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isomorphe au groupe des homomorphismes continus de ‘gp dans K# .

Nous noterons I le sous~groupe de torsion de T : pour n >0 , soit Fn le
groupe des racines pn—iémes de 1, T = Qn>0 Fn o« Pour t € T , nous noterons X4

s 2 N\ ) x j x
H = ‘t = Z. t - .
le caractére de Z dans K* associé a % X| (X) = 320( 1) (j)

Soit cK(F) 1l'espace des familles de scalaires indexées dans [ , tendant vers

0 , muni de la norme sup , rappelons que la transformation de Fourier p-—adique

est 1'application de cK(r) dans c(gp , k) , définie par

a = (a(y))yer € ¢ (r) -» 5(a) = Zyer aly) Xy *

I1 est clair que § est une application linéaire continue de norme < 1 , rap-
pelons ([5], [4]), le théordme ci-dessous.

THEOREME 3.0. — La transformation de Fourier p-adique est non injective, surjec-

tive, de norme 1 , et induit sur le quotient C(gp ’ K)/Ker % une isométrie avec

c(T)

On peut interpréter différemment cette transformation : & a € cK(r) , associons

la série entidre

2%20 5(3)(n)Xn .

Puisque %$(a) est continue sur Z 4 cette série est la série de Taylor a l'ori-

gine d'un élément analytique ¢(a) appartenant & HO(T') (lemme 1.4.0), d'aillewrs,
(1) 8(a)(x) = ZY a(y)/(1 = +X) ,

ou cette somme converge uniformément sur T' , i. e. converge dans HO(T') « Soit,
de plus, r>0 et A ={xe€K; VyeT, lyx = 1] > r} , la série (1) conver-
ge uniformément sur Bl s et y définit un élément analytique nul & 1'infini (pour

r =1, on retrouve a = T ),

Désormais r désigne un réel strictement positif, r < p-l/(P-l) : alors A
est un infraconnexe dont la famille des trous est la famille des disques ouverts

’ = {x €K ; |yx - 1| <r}, (12 majoration de r assure que ces dis-

T T
YT YT
ques soient disjoints). Soit HO(Ar) 1'espace des éléments analytiques sur b,
nuls & 1'infini : d'aprés le théoréme de Mittag-Leffler, toute F € HO(Ar) admet

une unique représentation
F=2 F v F e H (T F| = .
Rappelons aussi que chaque FY € HO(T¢ r) admet une unique représentatien
?

(2) R oK) = 5, By S0 -0,
k

uniformément convergente sur T; r? i. e. telle que D, r «>0, et que la
?

9

~k
norme de F 1 i y = .
e pour la convergence uniforme sur TY' est ”F&” maxk(lbk’ylr )

r
De plus, HEY” -0 (sur T, i. e. suivant le filtre des complémentaires de par-

ties finies de T ).
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Soient a € cK(I‘) , et 9(a) aéfinie par (1) : 9(a) € Ho(Ar) et

®(a), = aly)/(1 = 4X) »

Notons H (A ) 1le sous-espace de H (A ) constitué des =2F , ol EY est
telle que, dans sa representatlon (2), bk =0 pour k % 1 « On voit que 9 est
une surjection de cK(F) sur H (A ) , et que ||§| = 1/r (et méme,

()] = /el » ¥ ).

D'autre part, pour les valeurs de r considérées, A > T* ¢ notons R 1'homo-
morphisme naturel de H (A ) dans H (T') défini par la restriction & T' : si
GelH (A ) s R(G) = G| , « Notons encore ¢ 1'isomorphisme de H (T') sur
C(Zp ’ K) induit par celul défini en 1.4.0, les remarques ci-dessus peuvent se ré—

gumer par : §=¢ o R o 8 &
/‘/ﬁ" T T

TN S R c B

‘ — 1) 2

¢ (1) > Hy(8,) — Hy(T") +c(gp , K) .
Le théoréme 3.0 admet la formulation équivalente suivante ¢

by

La restriction de R a 1(A ) est non injective et surjective, R induit sur

le guotlent H (A )/ker R un 1somorph1sme dtalgdébres bilinéaire, bicontinu, noté
R, et tel que ”F(G) = ﬂle , quel que soit Ce (H (A ))/(ker R) .

PROPOSITION 3.1. — Soit C_ =4, nT , et soit B(Cr) 1'algdbre des fonctions
bornées sur Cr , munie de la norme de la convergence uniforme sur C 3 goit B

le sous-espace de B(Cr) , engendré par HO(Ar) et B(T) , alors

(1) B=Hy(a,) ®B(T) 3

(ii) B est une sous-algébre de B(Cr) sur laquelle la norme est multiplicative.

Preuve., - Remarquons d'abord que, si au lieu de considérer l'algébre B , on
avait considéré l'espace B' , engendré par HO(Ar) et H(T) , la proposition
aurait été une variante du théordme de Mittag-Leffler.

Bien entendu, dans 1'énoncé, on a identifié HO(Ar) et B(T) avec leurs images
canoniques dans B(Cr) , par restriction a Cr , ce qui est licite car cette res—

triction est injective,

D'autre part, la propriété (i) signifie qu'il s'agit d'une somme directe d'espa-

ces de Banach, i, e, que, si H=G+ M, ou GE€E HO(Ar) et Me B(T) ,

5| = sup_ o |H(x)| = max(sup , l6(x)] , sup_ o |M(x)|) .

IEMME 3.2. - Soient p< 1, et Dp:Crn{xEK; |x = 1] < p} » et soient
G € HO(Ar) sy M€ B(T) yet H=G+ Me B, alors les normes de G, M, H res-

pectivement, pour la convergence uniforme sur Ar s, T et Cr , sont limites, -

lorsgue p -1, des normes

ot

”an=sup|x—1{$p,xeA la(x)] 3 HMHp=suplx_1|<le(x)| e HHHp=suprD IM(x)|
: r < 0



5-10

Preuve, = Notons Ep le disque {x €K ; Ix - 1| <p} ioma T=U Ep et
Cr =U Cr n Ep : les assertions concernant les normes de M et H en résultent

trivialement, et on voit de plus que, pour la méme raison,
1ol = sopgeg |01

I1 reste donc seulement & prouver que, si G € HO(Ar) ’

sup__, |6(x)| = sup . lo(x)] .
r r

Or, d'aprds (ML), G=2G , oh G =30, et |c| = naxl|G || , ob lef| est 1e
sup de G sur 4, ,et [|G | celuide G 6 sur T, « Soit S la famille (finie)
des vy tels que ||G || = max||G || , alors, pour ¢ assez petit, 1'ensemble des
x €, tels que lz&eS GY(x)| > (1 =¢) maz||G || » |Zl¢s ¢ (x)] < (1 =¢) max”G I
est non vide et contenu dans le disque lx -1 maxYe Iy - ll <1 .BEn partlcu-

lier, cet ensemble est contenu dans C. » et pour un tel x , la(x)]| = maxHGy” ’

d'oh le lemme,
LEMME 3.3, - Soient Ge Hy(A ) et Me B(T) , alors
o+ Mlg_ = max(lcl], » Ply) -
(on note HF"D = supxeDlF(x)l .)

Preuve, = Soient p <1, et G = z:QY » posons G1 =2G ob la somme est &ten-
, =@=0 ,alors G+M=(M+ c;2)+c;1 , OU
M+G,e H(E ) , et les trous de Dp sont les TY tels que vy € Ep « En appli-
quant (ML), on en ddduit

due aux vy tels que vy € Ep y et G

”G + M“Dp = max(”M'+ GZHEp ’ HGl”EpnAr) .

Lorsque p =1, |G ~> 0 , donc pour p assez voisin de 1 ,

ol
llo + MIIDp = max(‘.\MIIEp ’ ||G|lEpnAr) ’

on en déduit le lemme par passage & la limite quand p -3 1 , et en appliquant 3.2.
L'assertion (1) de la proposition en résulte.

En ce qui concerne (ii), remarquans que, pour tout p <1, H(D ) est une algd-
bre & norme multiplicative : si H et H'e€ B, HH' € H(Dp) , et

”HH'“D = "H”D ”H’”D ’
p P p

on a donc ||HH' = “H“C HH'HC . Reste & montrer que HH' € B ,
r r

lle
r

Sachant que HO(Ar) et B(T) sont des algdbres, il suffit de montrer que si

¢eHy(a,) et MeB(T), GMEB . Soit p<1; G=ZGy=G1+G2 comme ci-
dessus, ou G2 € H(Dp) o Comme H(Dp) est une algdbre & norme multiplicative,

MG € H(Dp) s 0t NG =MG, + MG, oh |MG,| =0 quand p' —>1 . Soit p' >p,

Gi + Gé la décomposition de G relative & Dp y alors MG = MGi + MGé » OU
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e - | < max gy or (o IDIM]

on voit ainsi que MG est limite, dans B(Cr) d'éléments MG, qui appartiennent

3 B, or B est un sous-espace fermé de B(Cr) (comme somme de deux sous=—espaces

fermés), d'ou la proposition.

PROPOSITION 3.4. = Soient E = HO(T') » et A=E G)E* 1'algtbre somme directe

tordue étudide en 2,2, soit & 1'application linéaire continue de B dans A ,
définie par
(G + M) =R(G) + M, o ceHla), MeB(T), et RE) =cly ,

alors & est un homomorphisme d'algdbres, et induit sur B/ker(§) un isomorphisme

bicontinu et surjectif d'algdbres.

Compte tenu des rappels faits au début de ce paragraphe, la seule assertion nou-
velle est : & est un morphisme d'algdbres. Tout revient donc & montrer que ker @
est un idéal de B ., Comme ker(R) est un idéal de HO(Ar) s la proposition résul-

tera donc du lemme suivent.

LEMME 3.5. - le noyau de R est, dans B , un B(T)-module.

Soit p<1, pE€ |K*| » nous noterons aDp ={x €D 3 'x - 1| = p} « Compte
tenu des propriétés de continuité des fonctions "modules" des éléments analytiques
(cf. par exemple, [7]), on a, pour G € HO(Ar) , "G“aDp -e=maX|x_1l=1(|G(x)l) ,
lorsque p =3 1 . En particulier, G € ker(R) équivaut a limpal“G“aDp =0 ..
Soient M e B(T) , G e HO(Ar) » MG =M +G 1'lunique décomposition de MG tel-
le que M € B(T) , et G
1%, L2 .
croissante si G, #0 . 0r,si M #0, G #0,car NG ¢ B(T) : 11 existe donc
un intervalle )1 - ¢ , 1( ou ces deux fonctions ne sont pas égales, alors, par

. € HO(Ar) (proposition 3.1, (1)). On voit aisément que

est une fonction non décroissante de p , et ||G est strictement dé-

1'inégalité ultranétrique, |[IHG||y, = max("Ml]]aDp ’ ”G1”aDp) « Donc si G € ker(R),
d'une part HMIHBDp ->0 , ce qui implique M, = 0 , d'autre part -0,

donc G, = MG € ker(R) .

1 ”GIHBDp

CO Q- F‘ D..

Cette proposition fournit donc une interprétation de 1l'algdbre A comme quotient
d'une algdbre de fonctions. On peut en tirer différents corollaires sur les opéra-
teurs de "multiplication d'une fonction par une mesure" etc, (en se souvenant que
A est aussi isomorphe & la somme tordue de C(gp » K) et de son dual). Nous ne

citerons que l'interprétation de la dualité en termes de résidus.

Remarquons d'abord que, sur l'algdbre B = HO(Ar) ® B(T) , est définie une appli-
cation "résidu" naturelle : soit H=G +M€ B, o G € Ho(Ar) et Me B(T) ,
notons Res(H) 1le résidu & 1'infini de G , Res(H) = limlx‘dw(XG(X)) .
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Soient maintenant F € HO(T') et Me B(T)‘, et soit G un prolongement de F
d 8. s1s0, GE B Y(F) , alors Res(GM) ne dépend pas du choix de G dens
R~1(F) . En effet, si G' - G € ker(R) , M(G' - G) € ker(3) , et, en particulier,
Res(M(G* = G)) = 0 o

D'autre part, d'aprds la construction méme de 1'algdbre A = no(mv) ® B(T) et 1la
proposition 2,2, si M est 1'image par l'isomorphisme canonique de Ho('r')"’ sur
B(T) , de 1'61ément | de By(T')* , Res(FM) = (u|F) , ob cotte fois Res aési-
gne le résidu formel défini sur A par isomorphisme avec l'algdbre & , Nous avons
ainsi montré le corollaire ci-dessous.

COROLLAIRE 3,5. - Soient Fe H (T') , pe no('r')* » et Me B(T) , associée &
p par M(a) = (plqaa) ’ cpa(x) = 1/a - X + Quelle que soit la fonction G apparte-
nant & HO(Ar) et prolongeant F ,

(u|¥) = Res(aM) .
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