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INDICE D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL

par Philippe ROBBA

0o Présentation.

Dans cet exposé, on conserve les notations de 1'exposé précédent [2] que 1l'on ne

rappellera pas.

Au paragraphe 1, on indique comment la propriété de factorisation de 1l'opérateur
différentiel L , associée aux solutions bornées du noyau de L ([2], théordme
5.8)), se généralise lorsqu'on considdre les fonctions du noyau de L ayant une

croissance donnée au bord (théoréme 1.4).

Nous montrons qu'une équation différentielle linéaire non homogdne, dont le deu-
xiéme membre est analytique dans le disque générique, a toujours une solution ana-
lytique dans le disque générique, et nous indiquons une majoration pour la crois-

sance de ces solutions (théordme 4.2),

Dans certains cas, nous obtenons des résultats semblables dans d'autres disques.
Ceci arrive, en gros, soit quand toutes les solutions non triviales de Iu =0
sont analytiques dans ces disques, soit quand aucune de ces solutions n'est analy-
tique dans ces disques. Mais la propriété de surjectivité de I doit &tre rempla-
cée par une propriété de finitude de la dimension du conoyau de L (théordmes2,3
et 3.1). Un résultat plus général est une conséquence de la conjecture 5.12 de [2]
(théordme 5.2).

La propriété pour L d'avoir seulement la solution triviale pour 1l'équation ho-
mogdne, dans le disque générique, s'avdre stable pour de petites déformations, et
1tindice correspondant de cet opérateur demeure aussi constant pour ces déforma-

tions (théordme 6.1).

Enfin au paragraphe 7, nous étudions 1l'équation Iu = v , non plus dans l'espace
des fonctions analytiques dans un disque, mais dans l'espace des éléments analyti-
ques sur un ensemble analytique. Ce que nous gagnons sur le support, nous le per—
dons sur la croissance au bord des fonctions puisque les éléments analytiques sont
bornés. Ainsi qu'il résulte de la proposition 2.6, on ne peut établir une propriété
d'indice que pour les opérateurs L tels que Iu =0 n'admet que O comme solu-
tion analytique dans le disque générique. On obtient une estimation de 1'indice, et
on démontre une propriété de prolongement analytique pour les solutions de 1'équa-

tion différentielle.

Nous supposerons dans cet exposé que le corps de reste K de K est de caracté-
ristique p # O . Certains résultats (en particulier la proposition 2.6 et ses con-

séquences) ne sont vrais que dans ce cas. Signalons cependant que le cas, ol cette
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caractéristique est nulle, peut &tre traité de facon similaire. En fait, dans ce
dernier cas, la théorie est plus compldte (par exemple 1l'analogue du théordme 5.2
s'obtient sans faire appel & la conjecture 5.12 de [2]) et plus simple (par exemple
la croissance des solutions est toujours égale & celle du deuxidme membre). Le lec—
teur intéressé trouvera tous les détails dans [ 3], ou 1'on trouvera également les
démonstrations compldtes de résultats exposés ici. Les résultats du paragraphe 7

sont exposés dans [4].

1. Le théoréme de factorisation.

lele Soit m = (nn) une suite de nombres réels positifs avec

m m
1 n+2
(1.1.1) T, =1, mw £ et —13-'-"—5-—-
i, 0 n n+l T M1
Soit Wa l'espace de Banach des germes de fonctions analytiques au point a ,

pour tout n € N .

™ n
u = Zn=0 n(x - a) » Tels que

(10102) Supni'bnl ﬂn<+ X
muni de la norme u ——= ”u”TT = sup_ ﬂnlbnl .
1.2, Exemple : Soient 0<p<1, a20, et soit %= (o (n+ 1)) .
o
L'espace associé sz’ que l'on notera Wz’a (ou encore WZ si p=1) est

l'espace des fonctions analytiques dans D(a ’ p—) avec une croissance logarithmi-
que d'ordre o« (cf. [2] lemme 1.6).

1.3+ Observons que la suite Py =T /n.  étant croissante, et majorée par 1,

n+l’ 'n
converge vers une limite p < 1 . On peut montrer que les fonctions de Wz sont
analytiques dans le disque D(a , p~) . Si alors on prend « € D(a , ), W oet

a
n ’
W& étant des sous-espaces du méme espace ag = ag » cela a un sens de les comparer,

IEMME, = Soit m satisfaisant (1.1.1). Soit r tel que nh+1/nn >r >0 pour

tout n (resp. lim m >r Si et tigfo - <
o § De o n+1/nn >r) .81 a et o satisfont |a - ol <r , alors
Wa et W& sont équivalents avec la méme norme (resp. avec une norme équivalente).

Nous avons donné ce lemme surtout pour aider & comprendre la nature des espaces

T . , . . s
Wa . Ce lemme sert dans certaines démonstrations que nous ne ferons pas ici.

le4e Si Le® , L définit un élément de E(Wg ’ W:) s on peut donc munir L

de la norme d'opérateur “L“TT .« On a HEf@m D%ht|| = supmlcml/nn .

il

Le théoréme 5.8 de [2] se généralise de la facon suivante.

THEOREME, - Soit L €® . Soit R le générateur unitaire de 1'iddal OL (ferme—

fure pour la topologie définie par I ”n ). On a

_ i
Kert R = Kert Ln Wt

(Démonstration identique & celle du théordme 5.8 de [2]).
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1.5« Ce théoréme ne permet pas hélas de généraliser les résultats de [2], pa=

ragraphe 6,

2. Indice de l'opérateur L , Cas dun disque, noyau trivial pour L ,

2.1, On dira que L a un O-noyau au point générique t si
Ker, L n at = {0} .
2.2+ Soient U et V deux espaces vectoriels sur Q , soit A € L(U ’ V) .
On dit que A a un indice si

dim Ker A <+ o et dimcoKer A< + o

L'indice de A sera noté
x(4) = dim Ker A - dim coKer A .
x(A) est la caractéristique d'Euler-Poincaré du complexe

O 2 U =« V =330 =30 +a0
2.3+ Dans ce paragraphe nous voulons établir le théoréme suivant.

THﬁOREME. - S0it L un opérateur différentiel & coefficients dans K[x] et avec

un O-noyau au point +t .

(i) Pour tout ae D0, 17), L, en tant qu'élément de E(ﬂa , aa) , est in-
jectif, et a un indice xa(L) .

(ii) Il existe p <1 , dépendant de a , tel que, pour p € p' < 1

~.

(resp. llmnqw nn+1/nn >4 p) ’

1 !
L , en tant qu'élément de E(ag , ﬂg ) (resp. (Wg , Wg)) , est injectif, et a le
. N . ]
méme indice Xa(L) + De plus, si ue ds et ILue ag (resp. WZ) , alors

p' I . . ¢ . p'ya
u € aa (resp. Wa) . En particulier, ces résultats sont vrais dans Wa .

14

(iii) Pour toutes les classes résiduelles, sauf un nombre fini, Xa(L) =0

c'est—é—dire L est surjectif dans aa o Ceci a lieu, en particulier, dans le dis-

que générique.

2.4. Propriétés de l'indice.

244410 Si V est métrique complet (Fréchet), si A€ £(V , V) (c'est-a-dire est

continu), et si A a un indice, alors Im A est fermé.
(Ceci résulte du théordme de Banach.)

2+4.2, Si deux des trois opérateurs A, B, AB de L(V , V) ent des indices,

le troisidme a aussi un indice, et

x(4B) = x(a) + x(B) .

24443, Soit V un Fréchet. Ae £(V , V) est injectif, et a un indice si, et
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seulement si, il possdde un inverse & gauche A' continu avec un indice.

2.4.4. Soient V un Banach, A€ £(V, V) , injectif avec un indice, et A' un
inverse & gauche, Si Be £(V , V), |B-4|< I/HA'” , alors B a un indice, et
«(B) = x(A) ; de plus, B a un inverse & gauche, B' , avec 1Bt < ||| -

2.4.5. Soient V un Fréchet, et U un sous-espace dense. Soit A € (v, V)

tel que A(U) € U, et supposons que A a un indice en tant qu'élément de e(v,V)
et de L(U , U) . Alors

xp(8) € xy(8) .

[On a évidemment KerU(A) = Kerv(A) . De plus, soit k = dim coKerV(A) y 11 exis~-
te k formes lindaires continues sur V , linéairement indépendantes, qui annulent
ImV(A) . Mais comme U est dense dans V , ces formes sont linéairement indépen=—

dantes sur U , et annulent ImU(A) . Donc, dim coKerU A > dim coKerv A L]

2.4.6. Propriété de régularité. - Soient V , U et A comme en 2¢4.5. Soit, de

plus, XU(A) = XV(A) . Mors, si ueV et AueU,ona u€ U.

[I1 résulte en effet de la démonstration de 2.4.5 que l'on a alors KerU A=Ker A
et ImyA=1Im ANU .

2.5. On peut appliquer la propriété 2.4.6 & la situation suivante., Soit Uh
une suite décroissante de Fréchet, avec Un dense dans Un_1 . Soit U=lim proj U .
Soit A€ &(U, U) tel que A€ 1‘3(Un , Un) pour tout n , et a un indice

xUn(A) = x indépendant de n . Alors A a un indice dans U qui est ¥ .
r
lim proj Waé’o y OU

Nous sommes intéressés par le cas U = P , On a bien ag

wr:,o
a

rer l'espace ﬁg'o , adhérence dans Wg'o du sous-espace des fonctions polynSmes.

r tp . Mais WZ’O n'est pas dense dans pour r > r' ., On doit donc considé-

On a encore
P _ v . ﬁr,O
aa 1lim proj o Ma °

2.6, PROPOSITION, - Soit L & coefficients dams K[x] . Si Ker L n wg’o;é{o} )

L n'a pas d'indice dans Wg’o .

(C'est ici que 1'on utilise l'hypothése que le corps de restes K est de carac-

téristique p £ O .)

Démonstration. — On commence par construire une suite de fonctions L qui sont
linéairement indépendants modulo Wg’o , mais dont les dérivées ui appartiennent
a wg’o .

Soit ue€ Wg’o tel que Imu =0, u# 0, Ies fonctions u_ u sont linéairement

indépendantes modulo WZ’O et, sauf pour un nombre fini, modulo Ker Ln Wg’o .

Mais Luk uo=w Lu + zk = Ek y OU Ek € Wg’o , car il n'y apparait que les déri-
vées de W et pas w. lui-méme,
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Sauf un nombre fini, les fonctions Zk sont donc linéairement indépendantes

modulo L(Wg’o) , donc dim coKer L = + » ,

2.7. IEME. - Si p € K[x] a 2z zéros dans D(a , 17) gqui sont situés dans

a, r) y T<1,et si m satisfait (1.1.1) et ﬁn+1/"n > r pour tout =n ,

‘alors la multiplication par p a un inverse & gauche o dans E(WZ ’ Wg) avec
loll . < t/(Iplz®) . Ltindice de » est x(p) = -2 .
W

a
La valeur de 1l'indice traduit le fait que u est de la forme pv si u s'an-

nule aux mémes points que p dans D(a , r ) , avec le méme ordre,

2.8+ Observons que 1l'on a enfin pour L = Z(cm Dm)/m! y avec c € K[x] ¢
ol < supglegl/mg = 3l

a
(1'égalité étant réalisée si a est le point générique t ).

2.9, Démonstration du théordme 2,3,

(i) Comme L a un O-noyau au point t , il existe r < 1 tel que

4T90
Ker, L n Ni' = {0} .

D'aprés le théordme 1.4, il existe donc Q € ® (et 1l'on peut prendre Q dans

©, comme on a vu dans [2], lemme 6.3) tel que

(2.9.1) QL - 1“r,0 <1.

On peut trouver p € K[x] tel que lpl =1 et P =pQ a ses coefficients dans
K[x] . L*inégalité (2.9.1) devient

(2.9.2) IPL = Bl o< 1.
Choisissons s , r<s <1, tel que tous les zéros de p situés dans D(a , 1)

appartiennent & D(a , ¥ ) et tel que

(2.9.3) HPL - p”r,O < s” ’

.

oh z est le nombre de zéros de p dans D(a , 17) .

by

Soit p, s<p<1, d'aprés le lemme 2,7, p & un inverse & gauche o dans

ﬁ(wg'o , Wg'o) qui applique ﬁg’o dans lui-méme. On a alors

Z
(2:9:4)  [P1eal o e, o<PEmpl, P, <v/a*<1/ ol
a a a
ce qui d'aprdés 2.4.4 implique que PL , élément de ﬁ(ﬁg'o_, ﬁg’o) est injectif et

a un indice qui est
(2.9.5) x(PL) =x(p) ==z .

Cet indice ne dépend pas de p pour s < p<1 . Donc, d'aprds 2.5, pour tout

ps s<p<1l, PL, élément de ﬁ@Jg ’ ag) » a un indice qui est -z .

Comme P a un noyau de dimension finie, on en déduit que L , en tant qu'élément
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de E(ﬂg . ag) , a un indice, et est injectif comme PL .
(i1) Soit s <p<p' <1 . On a vu que
xf(PL) = x°'(pL) = - 2

(oh XZ(A) désigne 1l'indice de A élément de ﬁ@ig ’ ﬂg) )« De plus, d'aprés
204-5,

1 1
xg () < xP(P) ot xp (1) < x2(z) o

On en déduit

P _ P! = ! -

xg(L) = x. (L) = x2(1) = x (1) &
Cette constance de 1'indice nous donne, d'aprés 2.4.6, la propriété de régularité
Une argmentation semblable, un peu plus technique, nous permet de traiter le cas

de w‘; .

(iii) Supposons maintenant que p n'a pas de zéros dans D(a ’ 1-) « Ceci arrive

dans toutes les classes résiduelles sauf un nombre fini, et en particulier dans le

disque générique. On a alors dans W;’O

2(P) + (1) =x(PL) ==z =0 .
D'aprés la proposition 2.6, on a
x() <0, x(L) <o

et done (L) = %g(L) =0+

3. Indice de l'opérateur L . Cas d'un disque, Ker, L © aé .

3.1. THEOREME. - Soit L un opérateur différentiel de degré n & coeffi-

cients polynomiaux. Si Iu =0 a n golutions linéairement indépendantes dans

ﬂa s le conoyau de L dans aa est de dimension finie. Si, de plus, L n'a pas

de singularités dans D(a , 17) (par exemple dans le disque générique), L est

surjectif, De plus, si u e aa » et Lu a une croissance logarithmique d'ordre o,

u a une croissance logarithmique d'ordre o + n2 -n+ 1,

Démonstration. - On construit explicitement une solution de 1'équation Iu =v

par la méthode de variation des constantes. Cette méthode donne la solution & con-
dition que v s'annule avec un certain ordre sur les zéros du coefficient cn(x)
de D" dans L . Ceci montre que le conoyau est de dimension finie et que L est

surjectif si cn(x) ne s'annule pas dans D(a , 17) .

La croissance des solutions s'obtient & partir de la croissance des solutions de

1'équation homogdne, connue gréce au théoréme 2,2 de [ 2],

3.2, Nous pensons que l'estimation de la croissance de n n'est pas la meil-
leure possible. On obtiendra une meilleure estimation dans le cas du disque géné-

rique (théordme 4.2).
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4, Indice de l'opérateur L . Cas du disque générique, L arbitraire,
4.1. Dans le disque générique, on obtient une propriété d'indice valable pour
tous les opérateurs différentiels. Remarquons qu'il n'est plus nécessaire de

prendre les coefficients de L dans K[x] . On peut supposer qu'ils appartiennent

a E .

4.2, THROREME. - Soit L€ ® ., L , en tant qu'élément de £, , &) , est

surjectif. Il existe un entier s , inférieur ou égal & la dimension de

Ker, L n at ’

tel que si ue dt et ILu a une croissance logarithmique d'ordre o« , alors u a

une croissance logarithmique d'ordre o + s . Il existe p <1, tel que si u est

analytique dans D(t , p ) , et Lu est analytique dans o(t , r ), avec p<r<t ,

alors u est analytique dans D(t , r ) .

Démonstration.

(i) Supposons d'abord que Ker, L < Wi’o . On procéde comme pour le théordme 3.1 ;

p est quelconque avec 0 < p <1, 0n aalors a=1.

(ii) Supposons alors que Ker, L n at = {0} . On procéde comme pour la démonstra-
tion du théoréme 2.3. Si o < 1 désigne le plus grand rayon de convergence des
éléments de Kert L , on choisit p avec o0 <p<1.0n a, dans ce cas, 8 =0 .

(iii) Considérons alors le cas général. En vertu du théoréme de factorisation 1.4

W1,0

appliqué & l'espace % , on obtient la décomposition de L ¢

L =PRS RS-I eee Rl .

1,0
.t

En combinant les résultats de (i) avec ceux de (ii), on obtient alors le théordme.

1,0

avec Ker, P nW = {0} = Ker, P n at » Ker, R < W sy 1<k<s.

. . . 'y a -
Le fait que s < dim Kert Ln at vient du fait que Kert Ln £ Kert Rs e R1 .

5. Indice de 1'opérateur L ., Cas d'un disque quelconque, L arbitraire.

5.1. La démonstration précédente ne s'applique pas dans le cas d'un disque

quelconque pour deux raisons

(i) La factorisation de L a lieu dans ® et non pas @, .
(ii) De plus, la factorisation est liée & des propriétés de croissance du noyau

de L dans le disque générique et non pas ailleurs.

Néanmoins, la conjecture 5.12 de [ 2] permet d'obtenir un résultat similaire au

théordme 4.2. Nous rappelons cette conjecture (ou plutdt une conséquence immédiate).

Si Le @O yona L=QP avec Ker Ln at = Ker, P , et les coefficients de P
et Q sont des éléments analytiques dans presque toutes les classes résiduelles

(c'est=a=dire toutes sauf un nombre fini).
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5e¢26 THEOREME . - Supposons la conjecture démontrée. Soit L un opérateur dif-

férentiel & coefficients dans K[x] . Dans presque toutes les classes résiduelles,

L , en tant qu'élément de f(ﬂa ’ ﬂa) , a un indice. Il existe un entier s , indé-

pendant de a tel que, si u € aa et Iue Wz , alors u € WZ+S . I1 existe p<1

tel que, si u est analytique dans D(a , p~) » et ILu est analytique dans

D(a, r) avec pgr< 1, alors u est analytique dans a, r ) . Pour pres-

que toutes les classes résiduelles, L est surjectif dans aa o

Démonstration. — Gréce a la conjecture, on peut combiner les résultats du théord-

me 2.3 avec ceux du théordme 3,1. On utilise aussi la proposition 3.1 de [2] en re-
marquant que les éventuelles gingularités de P dans p(a , 1°) sont artificiel-

les (cf. remarques dans la démonstration de la proposition 6.8 de [2]).

5.3, Si L a une singularité dans D(a , 17) et si 1l'on n'est pas dans les
conditions d'application soit du théoréme 2.3, soit du théordme 3.1, il peut arri-

ver que L n'ait pas d'indice comme le montre l'exemple suivant.

Exemple [DWORK]. - Soit c € K ; considérons 1'opérateur différentiel L = xD=C .
Si ¢ est un entier, L n'a pas un O-noyau au point t ; il résulte donc du théo~
réme 6.1 ci-aprés que, si c¢ est adhérent & N, L n'a pas un O-noyau au point
t . D'un autre c8té, si d(c , N) >0 , un calcul explicite montre que L a un 0-

noyau au point t . Posons
A = lim inf__ Wlm - ¢| .
On peut alors montrer, en résolvant explicitement 1'équation ILu =v , que

(i) L a un indice dans ﬂg , * >0, si, et seulement si, A > 1 3;

(ii) L a un indice dans 90 , espace des germes de fonctions analytiques en O,

si, et seulement si, A >0 .

La condition A < 1 signifie que, dans son développement p-adique, c¢ a beau-
coup de zéros. C'est un nombre de Liouville p-adique. On trouvera dans [ 3] des
exemples de nombres ¢ vérifiant ces conditions. Notons que, dans le cas complexe,

1topérateur L a toujours un indice dans 1l'espace 90 .

6. Stabilité de la propriété d'avoir un O-noyau, de 1'indice.

6.1. THEOREME., — Soit L€ ® , avec un O-noyau au point ¢ . Il existe e > 0

tel que R€® et ||L - RHl o <€ impliquent que R a un O-noyau au point t .
14

S8i, de plus, L et R ont leurs coefficients dans K[x] , pour a € n(o , 1+) ’

L et R, en tant qu'éléments de ﬁ(aa ’ aa) ont des indices (d'aprés le théordme
2.3), et 1'on a

g (L) = xg(R) «

Démonstration. - Comme Ker, L n Wi’o

{0} , nous savons, d'aprés le théordme
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1.4, qu'il existe Q € @0 tel que

llaL - o<t

Posons ¢ = 1/”@[1’0 et A= (QL)—l » en tant qu'endomorphisme de W%’O . On a

”A”1 o S <13 donc L a, dans Wi’o , un inverse a gauche AQ de norme

ladl; o < llally o Mol o < Ve -

Donc, si ||R - L“l o € € » il résulte de 2.4.4 que R est aussi injectif dans
?
Wé’o y ce qui, d'aprés le théordme 5.10 de [2] implique que R a un O-noyau au
point t . '
Supposons maintenant que L et R appartiennent a @O , et soit p € K[x],

|p! =1, tel que pQ n'ait pas de pBles dans D(a , 1°) . Nous aurons alors

||paL - puwl,O‘$ lleQl = 2l o < @b = 1ll; 0 < 1

a
I1 résulte alors de 2.4.4 et du lemme 2.7 que pQL a, dans W;’O , un inverse a

gauche B de norme < 1 . Donc, dans Wl’o s L a un inverse a gauche BpQ avec

HBPQ” 1’0 ”BH 1 0 HPQ“ ”anl 0~ ”in 0 1/5 d

a

Comme ||R - Lj| 1 o< IIR - L“l 0<es R et L ont, d'aprés 2.4.4, le mlme in-

dice dans W1 0, Mals cet indice est le méme que 1l'indice dans ﬂ (théordme 2.3).

Ceci achéve 1a démonstration.

7. Indice de 1l'opérateur L . Cas d'unensemble analytique, Ker, L nQ, = {0} .

Tele Soit A wun ouvert de ( . Un élément analytique u sur A est la limi-

te uniforme sur A d'une suite de fractions rationnelles sans singularités dans

A . On note H(A) 1l'ensemble des éléments analytiques sur A .

Si B est un ouvert contenu dans A , il existe une application canonique de
H(A) dans H(B) . Si, pour tout ouvert B € A , cette application est injective,
on dit que A est analytique (cf. [1] pour une caractérisation des ensembles ana-
lytiques ; publicité gratuite !).

Si A est borné et si sa distance d(A , (A) 2 son complémentaire est > O ,

H(A) » muni de la norme de la convergence uniforme, est un espace de Banach.

Te2. Le complémentaire d'un disque sera considéré comme un disque de centre
1'infini, Ceci étant, on appelle trou de A wun disque maximal du complémentaire de
A . Soit & 1la famille des trous de A ., Pour T € G » Oon note HO(CT) le sous-

espace de H(CT) formé des éléments analytiques nuls & 1l'infini.

THEOREME de Mittag-Leffler. - Soit A un ensemble analytique. H(A) est la

somme directe ultramétrique des sous-espaces HQ(CT) « Autrement dit, gquel que soit

u e H(A) » il existe, pour chaque T € G , un unique Up, € HQ(CT) tel que
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u=ZT€GuT'

Te3e THﬁORﬁME. - Soit L wun opérateur différentiel a coefficients dans K[ x]

et avec un O-noyau au point t . Il existe p<1 et pe K[x] tels que, si

AcD(0, 1%) est un ensemble analytique vérifiant d(A , CA) >p , L , en tant

qu'élément de £(H(A) , H(A)) , est injectif et a un indice XA(L) . De plus, cet

indice dépend seulement des zéros de p situés dans A , et 1l'on a

(7.3.1) 0> XA(L) > -2,

A est le nombre de zéros de p situéds dans A . En barticulier,‘gi p n'a
pas de zéros dans A , XA(L) =0, L est surjectif.

ou %

Te4e Observons que, d'aprés la proposition 2.6, on ne peut pas obtenir une
propriété d'indice lorsque L n'a pas un O-noyau au point t ,
Te5« Indiquons deux propriétés supplémentaires de 1l'indice,
7.5.1. 8i SeL(U, U et Te LV, V) ont des indices, S@® T , élément de
(U®V,U®V) aun indice, et
x(s@T1) = x(s) + (1) .

Te5.2¢ Si le diagramme suivant est commutatif, les suites horizontales étant

exactes

0 =0 -2V =3yW-==20

j i |

R S| 1
NE <& -

QU =3V W0
et si les opérateurs R, S et T ont des indices, on a

X(R) - X(S) + X(T) =0,

C'est la formule bien connue reliant les caractéristiques d'Euler-Poincaré d'une

suite exacte de complexes.

7.6. On notera HLHA la norme de l'opérateur L de £(H(4) , H(A)) et

XA(L) gon indice, s'il existe.

IEMME, ~ Soit A un ouvert de  avec A< D(0 , 1) et d=a(a,Ca)>0.

Soit L = Z(cm Dm)/mS un opérateur différentiel avec c, € Kzx].Ona

o
HL”A S maxmlcml/d - hLHdgo *
7.7. Le lemme 2.7 doit &tre complété de la facon suivante,

IEMME, ~ Soit A comme dans le lemme 7.6, soit A 1le disque D(a , d~) avec

a € D(0 , 1+) y et soit p € K[x] . Notons =z (respe 2, » resp. z') le nombre de

A
zéros de p sgitudés dans D(O , 1+) (resp. A , resp. A) « En tant qu'élément de

e(u(a) , H(4)) (resp. WZ’O) s P est injectif et a l'indice
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XA(P) ==z, (resp. Xa(p) ==2') 3

il a un inverse a gauche o avec

loll, < +/lpla® (resp. chwd'o < t/lpld®) .

7.8. Démonstration du théordme 7.3, = La premidre partie du théordme 7.3 se

démontre comme le théoréme 2,3, Comme on 1l'a vu dans cette démonstration (cf. §2.6),

on peut trouwver Pe®,, D€ K[x] et s <1 tels que
A z
(7.801) “PL - P“S,O <8 ?
ou 2z désigne le nombre de zéros de s dans (o , 1+) .

si a=a(a,Ca) >s , on déduit alors du lemme 7.7, de 2.4.4 et de (7.8.1), que,
en tant qu'élément de £(H(A) , H(A)) , PL est injectif et a un indice

XA(PL) = XA(P) = - ZA .
Donc L est injectif et a un indice.

Soit alors A =D(a , &”) avec a € A . On voit de méme que PL a un indice, en
tant qu'élément de E(Wd’o ’ Wd’o) , donc P aussi a un indice et, en vertu de la
a a 4,0
W
a

proposition 2.6, P est done injectif dans o Comme A <A, oOn a

B(a) < u(a) W20,

et donc P est aussi injectif dans H(A) « On a donec XA(P) <0 et, par consé-

quent,
XA(L) = - ZA - XA(P) > - ZA ’
ce qui prouve (7.3.1).

Choisissons alors p , avec s < p < 1 . Nous allons montrer que 1l'indice XA(L)

dépend uniquement des zéros de P situds dans A , pourvu que d(A , Ca)>p o

Soit Z 1'ensemble des zéros de p situés dans (o , 1+) o Définissons une re-
lation d'équivalence dans 2 : a~Db si, et seulement si, la - bl < p o Soient
(Zi)ieI les classes d'équivalence de Z . A chaque Zi , on associe Ai = D(ai,p-),
ou a; appartient a Zi e Choisissons A, s <A< p , assez voisin de p , pour
que, pour tout 1€ I, Zi soit contenu dans Di = D(ai , \_) o Posons Ci=ﬁi-Di

pour i€ I.
Comme d(a ’ Ca) > p s 8l a; € zi appartient & A , alors Zi est contenu dans

A . Appelons J 1le sous—ensemble de I formé des indices 1 tels que 2, ¢ A .,

i
Posons B=A - U D, . Remarquons que les trous de B sont les trous de A et

ieJ “i
les Di y 1€J.

Considérons les suites exactes
0 — H(A) = H(B) =3 H(B)/H(A) =0 ,

0 - H(a,) - n(c,) - u(c,)/u(a;) >0, i€l
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A L , agissant sur g(a) , H(B) , H(Ai) et H(Ci) y correspondent I agissant
sur H(B)/H(A) , et ii agissant sur H(Li)/H(Ai) o En vertu de 5.7.2, on a

xp(L) = %, (L) + x(L)

(7.8.2) -
%o (L) =x, (1) +x(Ly) , 11

Comme d(B , CB) >s et d(Ci ’ CCi) >8 , pour tout i€ I , et comme d'autre

part p n'a pas de zéros dans B ni dans Ci s ¥ i€ I, on sait déja que

i
I1 résulte du théoréme 7.2 que H(Ci)/H(Ai) est isomorphe & HO(CDi) et
0
H(B)/H(a) ~&, ; B (Cp,) =y H(c,)/m(a,) .
De plus, pour uy € HO(CDi) °=H(Ci)/H(Ai) ’ ii uy; = (Lui)D. s et pour
i

ue HB)/H(A) , u=2

ieT ui ’ ui € HQ(CDi) s nOUS avons

Tu = 2 (L“)Di =25 (Lui)Dl

et donc I =E£%€J ii « I1 résulte alors de 7.,5.1 que
On déduit alors de (7.8.2), (7.8.3) et (7.8.4) que
Xy (1) = = x(E) = = %5 x(B) = 4yeg XAi(L) .

Ceci prouve que XA(L) ne dépend que de J , clest-a-dire des zéros de p si-

tués dans A .

Te9e COROLLAIRE., = Soit L comme dans le théordme 7.3, et soient p et »p

définis dans ce théordme, Soit u analytique dans le disque D(a , r ) avec

la] <1 et <r<1.Supposons que A, Da,r)cAacDd0, 1), est un en~
RAT ey B o

semble analytique tel que d(a , A) > p et que les zéros de p situés dans A ,

appartiennent a D(a ’ r-) « Si Lu se prolonge analytiquement dans A , alors u

se prolonge aussi analytiquement dans A ,

Démonstration. ~ Choisissons A , p <A < r , assez voisin de r pour que le

disque 4 = D(a , AY) contienne tous les zéros de p appartenant & D(a , r ) .
Comme les fonctions polyndmes sont denses dans H(a) = ﬁi’o ’ H(A) est dense dans
H(a) .

Comme A et A contiennent les m8mes zéros de p , il résulte du théordme 7.3
que XA(L) = XA(L) o

Le corollaire résulte alors de la propriété de régularité 2.4.6,

T+10. Exemples. = On suppose que K = ﬁp .

741041y Soit L =D - 1 ., La solution de Lu =0 au voisinage de t est

exp(x - t) s Son rayon de convergence est p—l/ p-l) <1. L adonc un O-noyau
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au point t .

Comme, pour tout m , D" = Pm L+ 1, on aura

By L+ 1l o = lmt|/o® < 1,

-1/ (p-1) 2

pour p > p a condition de prendre m de la forme pk avec k suffisam-
ment grand. On voit donc qu'on peut prendre p =1 et p arbitraire avec

=V g,

Par conséquent, si A est emalytique, A< D(0 , 17) et a(a, Ca) >nr, et si
v est un é1ément analytique sur A , 1'équation u' - u =v posséde une solution,

et une seule, u qui soit un élément analytique sur A .

Si u a un rayon de convergence > A et si u' - u se prolonge analytiquement
sur un ensemble analytique A tel que aa , Ca) > 1 , alors u se prolonge aussi

analytiquement sur A .

7.10.2. Plus généralement, soit L =D - c(x) , avec c(x) € K[x] . Comme Iu =0
a pour solution analytique au voisinage de t , u(x) = exp(c(x) - c(t)) , o c(x)

-1/ (p-1)

désigne une primitive de c(x) , si |c| >r =17 L aun O-noyau au

point + o Supposons que

e(x) = 8y t 8y X + e + o8, % avec |cl = supklakl = Ignl > K e

Soit D' = P L+ bm(x) . On démontre par récurrence que
bm(x) = c(x)® + polyndme de degré inférieur 3 mnnm ,
m

o | = lel™ .
Le polyndme bm(x) a donc nm zéros dans D(0 , 17) .

Si 1'on choisit p avec (1/|c|1/(n*1)) p-l/(n+1)(P-1) <p<1, on aura

Pm bm(x) |m} nm
H m L+ m |p 0 T m - P
E T e TR

3 condition de choisir m de la forme pk avec k guffisamment grand. On aura

alors p(x) = bm(x)/az .

On voit, sur cet exemple, que éi 1'on veut diminuer la valeur de p il faut aug-

menter le degré de p .

7.11. Probldme. = S'il est naturel de supposer que le diamdétre de A est
assez grand pour s'assurer que L est injectif dans H(4A) et espérer avoir ume
propriété d'indice, la signification de la condition d(A , CA) > p échappe &
1'auteur, Est~il encore vrai que L a un indice dans H(A) si 1'on remplace la
condition da(a , Ca) > p par "il existe un disque de rayon p contenu dans A " ?

Dans ces conditions la fin du théordme 7.3 ne serait évidemment plus valable.
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